Insin6orimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 1

Demonstraatio 1, 28.3.2024

1. Maéritelldsn funktio f : R? — R lausekkeella f(z,y) =

z2y
luennolla mainittu sopimus, jonka mukaan funktio voi olla maéritelty vain jos-
sain joukon R? osajoukossa. Missi joukossa tdmi lauseke médrittelee funktion?
Perustele jollain luennolla esitetylla tavalla, ettd edellisen tehtdvin funktio on
jatkuva maégrittelyjoukossaan

Hyviksytaan

Mallivastaus: Funktio on méaéaritelty, kunhan méarittelevin lausekkeen nimit-
t4jin ei ole nolla. z* 4+ y? voi olla nolla ainoastaan kun (z,y) = (0,0), joten
méirittelyjoukko on R? \ (0,0).

Lausekkeen osoittaja médrittelee jatkuvan funktio koko RZ:ssa, koska se voi-
daan kirjoittaa muodossa %y = pi(z,y) - p1(z,y) - p2(z,y). Téssd p1 ja po
ovat projektiofunktioita (jatkuvia) ja luentomonisteen lauseen mukaan jatku-
vien funktioiden tulo on jatkuva. Analogisesti voidaan perustella lausekkeen
nimittdjin madritteleman funktion jatkuvuus, ja viite seuraa luentomonisteen
lauseesta, jonka mukaan jatkuvien funktioiden osamé&iré on jatkuva sellaisessa
joukossa, jossa ei ole nimittdjin nollakohtia.

. Olkoon f tehtdvéin 1 funktio. Selvitd mitd arvoa f(z,y) ldhestyy, kun origoa
lahestytéddn suoraa y = kx (k # 0) pitkin. Ohje: Sijoita y = kx ja selvitd mitéd
tapahtuu, kun z — 0. Mieti my6s mitd suoria ei voi kattaa jos k # 0. Miti voit
tamén perusteella péitelld funktion f raja-arvosta kun (x,y) — (0,0)?

Mallivastaus: )

x* - kx -k 20

flw k) = A+ k222 224 k2 0
L&ahestymissuunnista jadvat talld tavalla puuttumaan molemmat koordinaat-
tiakselit y = 0 (x-akseli) ja x = 0 y-akseli. Toisaalta kun = # 0 on f(z,0) =
0. - 0

x—o4:033—> ()Jakuny#(),onf(o,y):y%: y—> 0.
Niiden perusteella ei kuitenkaan voi padtelld mitddn funktion f raja-arvosta
kun (z,y) — (0,0).

. Olkoon f edelleen tehtévin 1 funktio. Selvitd mitd arvoa f(x,y) ldhestyy, kun
origoa lahestytiin paraabelia y = ka? pitkin. Mité voit péitelld funktion f
raja-arvosta, kun (z,y) — (0,0)? Mallivastaus: Kun x # 0, on

kx? k
kz?) = =
flw, k) ot + k2t 1+ k2
Jos esim. k = 1, ldhestyy funktio arvoa %, ja jos k = —1, ldhestyy funktio arvoa

— 3. Néin ollen raja-arvoa pisteessé (0,0) ei voi olla olemassa.

. Olkoon f :R? — R madritelty lausekkeella f(x,y) = nyyQ Selvité, onko talla
2

funktiolla olemassa raja-arvoa  lim %
(z,9)—(0,0) T + Y
Mallivastaus 1:

I'Qy
d(——2_ 0) =

21723/

_ =2l _ 2yl
x? + y?

2 = 2
(2, )] ]

= [yl <z, y)ll = d((x, ), (0,0)),



Kuva 1: Pinnan z = % kuvaaja. Kuvasta voi 16ytdd paraabelien hahmot korkeuk-
silta z = :l:%.

y2

miki osoittaa, ettd f(z,y) — 0, kun (x,y) — (0,0).

Mallivastaus 2: Kéytetdan napakoordinaatteja © = r cos 6 ja y = rsinf, jolloin

3 .

r° cos f sin 6

f(z,y) = ——5—— =rcosfsind 20,9,
r

Niin ollen kysytty raja-arvo on olemassa ja = 0.

. Luennolla etsittiin funktiolle f : R? — R, f(z,y) = 2? — y? lineaarista approk-
simaatiota pisteen (1,2) ympéristdssi ja saatiin

F(U4h1,2 4+ hy) — f(1,2) = 2hy — 4hy + hi — b3,

Osoita, ettd funktiolle €(hy, he) = (h? — h3) pitee

[[(h1, h2)]]

lim  e(hy, he) =0.
(h1 ,h2)~>(0,0)

Ohje: On osoitettava, etti etdisyys d(e(h1, ha), 0) saadaan pieneksi, kun d((h1, h2), (0,0))

tulee pieneksi. Voi olla helpompi tarkastella normin neliétd kuin normia.

Mallivastaus: Kolmioepayhtdlon perusteella

h2 — K2 2 2 2
delhy b, 0) = V=Bl B+ |l ho)l

(R h2)]] TR k)] [[(Ras ho)]]

Yhtals-epayhtiloketjun perusteella funktion € arvo menee miten tahansa lahelle
nolla, kunhan (hy, he) valitaan riittavén lahelta origoa (0,0).

. Mé&éarita funktiolle f(z,y,2) = (=14 2z + 2y, 2 + 2y — yz) lineaarinen approk-
simaatio pisteessd (2,1, 3) etsimé&lld lausekkeen

F 4R, 1+ ho, 3+ hs) — £(2,1,3)

_ = [[(h1, ho)[| = d((h1, h2), (0, 0)).



lineaarinen (ensimmaéisen asteen) osa.

Mallivastaus:

F2 4R, 1+ o3+ hs) — £(2,1,3)
= (=142 +h3)+ (2+h1)(1+h2),2+2(1+ha) — (1 +h2)(3+ h3)) — (7,1)
(h1 + 2ho + 2h3 + hiha, —ha — ha — hahs)
= (h1+2ho + 2h3, —ho — h3) + (h1ha, —hahs3).

. Maarita tehtdvan 1 funktiolle 1. kertaluvun osittaisderivaatat.

Mallivastaus: f voidaan esittdd muodossa
fla,y) =2yt + )7,

josta saadaan tulon derivointisdantoa kaytamalld

9 4, 2n—1,.2 4 oo, 2ay(xt+yP) — by =22y + 2ay°
— =2 -1 4dx° = =

B = 2@y )T Haty(=1)(a yT) e T+ 2 @0
ja

of 2, 4, 2-1,.2 4, 22 (2t + %) — 227y 2% —a?y?

L -1 2y = - .

9y " (a™+y") +aty(—1) (@ +y™) 2y @ 1 72 @1 )

. Maarita tehtdvan 4 funktiolle 1. kertaluvun osittaisderivaatat.

Mallivastaus: f voidaan esittdd muodossa
fla,y) = 2?y(@® + )7,

josta tulon derivointisddnnolla saadaan

of 2, 21,2 2, 2\—2 2ay(a® + y?) — 22%y 2xy?
or :Ey(x +y ) +z y( )(.1’ +y ) x (mg +y2)2 (172 +y2)’
ja

of 2, 2, 2y=1,.2 2, 2\-2 a? (2 +y°) — 20%y* 2t —a%y?
By o (x+y”) Hrty(—1) (2 +y”) Yy (xQ +y2>2 ($2 +y2)2

. Madritd funktion f(z,y) = xy? + 42%y + 22y kaikki ensimmiisen ja toisen
kertaluvun osittaisderivaatat.

Mallivastaus:

0
o =2y + 8ry + 4,
ox
o0 f
=248 2
Dyox + sx + 2y,
g:2x+4x2+2xy
dy
ja

82

/ =248z 4+ 2y.

0xdy



