Insin6orimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 1
Demonstraatio 2, 5.4.2024

1. Olkoon f:R?® — R2, f(x,y,2) = (=14 22 +zy, 2+ 2y — yz). Midriti funktion
funktion f Jacobin matriisi kiyttamalld osittaisderivaattoja ja tarkista minka-
lainen siité tulee, kun sijoitetaan (x,y, z) = (2,1, 3). Miten tulos sopii edellisen
demokerran tehtdvian 67

2. Midritellisn funktio f : R3 — R lausekkeella f(x,vy,2) = bryz — 3222 + 3zy22.
Arvioi kokonaisdifferentiaalia kiyttamélla kuinka paljon funktion f arvo pis-
teessd (1,3, —2) muuttuu, mikili z, y ja z-koordinaateille sallitaan poikkeamat
|dz| < 0.1, |dy| < 0.3 ja |dz| <0.2.

3. Laske funktion f(z,y,2) = 2xy? — 2zyz — 3222 suunnattu derivaatta vekto-
rin w = (1,3, —2) suuntaan. Mihin suuntaan pisteestd (2,1, 1) pitéisi siirty4,
jotta funktion arvo kasvaisi nopeimmin ja miki on suunnatun derivaatan arvo
nopeimman kasvun suuntaan?

4. Tee sijoitus u = x 4+ y ja v = & — y ja kirjoita osittaisdifferentiaaliyhtilo
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muuttujien u ja v osittaisdifferentiaaliyhtiloksi, ts. osittaisdiﬁerentiaaliyhté—
16ksi jossa alkuperaisten oswtalsderlvaatmﬁn sijasta esiintyvét di ja dv Ohje:
kiytd ketjusddntod ja esitd sen avulla 2 a ja g 6f . Voit kiyttad luennolla esitettyd
menettelytapaa. Osaatko sijoituksen Jalkeen ratkalsta yhtalon?

5. Positiivisen pistevarauksen muodostama sihkokenttd suuntautuu suoraviivai-
sesti pisteestd poispéin kaikkiin suuntiin, mutta heikkenee kééintden verrannol-
lisesti etédisyyden neliéon.

Muodosta matemaattinen malli origoon sijoitetun positiivisen pistevarauksen
sahkokentélle f(x,y, 2z) jalaske V- f, kun (x,y, z) # (0,0,0). Fysikaaliset vakiot
sivuutetaan. Tulkitse lopuksi miten tulos vertautuu divergenssin edustamaan
"ldhteisyyteen”.

Ohje: Pisteeseen (z,y, z) liitettdvd vektori on tfimfin suuntainen, mutta pis-
tettd (x,y, z) vastaava yksikkovektori on w2l y (2, Y, 2). Jos halutaan tdmén
heikkenevin suhteessa etédisyyden nelioon, pitad Lo yksﬂ{kovekton kertoa vield
tekijallsi —L—.
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(Osittainen vastaus: f(z,y,2) = ————(z,y, 2))
(z24+y2+22)2
6. Vektorikenttd f : R3 — R3 on pydrteetin, jos V x f = 0. Onko vektorikentt
flx,y,2) = (x + yz?, —xz +y, 2 + y?) pyorteeton?

7. Muodosta matemaattinen malli vektorikentistd f, joka muodostaa pydrteen
kolmiulotteisessa avaruudessa z-akselin ympéri. Ohje: mieti millainen vektori
(z,y)-tasossa olisi aina kohtisuorassa paikkavektoria (z,y) vastaan, ja lisdé z-
komponentti. Laske lopuksi V x f ja tulkitse tulosta.

Ohje: Kohtisuoruus merkitsee sité, ettd sisdtulo on nolla. Millaisen vektorin
sisdtulo vektorin (z,y) kanssa olisi nolla. Lisdd myos z-koordinaatti. Osittainen

vastaus: f(z,y,z2) = (—y,z,2)



8. Vektorikenttd f : R3 — R3 on konservatiivinen, jos f on jonkin skalaarikentin
¢ : R? — R gradientti, siis f = V¢. Osoita suoraan laskemalla, etts kon-
servatiivinen vektorikenttd on pyorteeton, mikili funktion ¢ toisen kertaluvun
osittaisderivaatat ovat jatkuvia. Ohje: Jos toisen kertaluvun osittaisderivaatat
ovat jatkuvia, voidaan osittaisderivoinnin jirjestys vaihtaa.

9. Onko tehtdvan 5 vektorikenttd konservatiivinen? Jos on, mikd on funktio ¢,
jolle f = V¢? Ohje: Yritd ensin ratkaista yhtalo

09 x
0x (22 +y2 + 22)

3
2

integroimalla x:n suhteen.



