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Differentiaalilaskentaa

Maaritelma

Piste a on funktion f : R” — R lokaali maksimi, jos on olemassa
sellainen pisteen a ymparisto B = B(a, r), etta f(a) > f(x) aina,
kun x € B.

Samoin maaritellaan lokaali minimi. Yhteisnimitys: Lokaali
aariarvo.
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Differentiaalilaskentaa

Lause: Funktion f : R” — R lokaaleissa aariarvopisteissa a on

Vf(a) = 0. Kasitteeseen liittyy ettd a ei ole tarkastelujoukon
reunapiste.

Kriittinen piste

Piste @ € R" on funktion f : R" — R kriittinen piste jos
Vf(a) = 0. Myos tassa oletetaan, ettd a ei ole tarkastelujoukon
reunapiste.

Esimerkki 4.4.
(J.Lahtonen)
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Aariarvojen laatu

f(xo+h) = f(x0)+ f'(x0)h+ hei(h)
= flx0)+ F o)+ %f”(xo)hz + Rex(h)

f(xo + h) = f(xo) + VF(x0) - h+ ||hl[er(h)

Korkeamman asteen approksimaatiot?
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Aariarvojen laatu

Toisen asteen approksimaatio

1
f(xo+ h) = f(x0) + V(x0) - h+ Sh' He(xo)h + | |hl[*ex(h),

missa

O%f O%f . O%f
Ox10x1  Ox10x2 Ox10xn

O*f O%f . 93f
He — Oxp0x1  Oxp0xp Ox20xn

f = . . .

O%f O%f . O%f

OxpnOx1  OxpOxo OxnOxn

on ns. Hessen matriisi. Joissain kirjoissa merkitaan
H(Xo) = sz(XO)
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Aariarvojen laatu

Maaritelma
Matriisi H on
o Positiividefiniitti, jos h” Hh > 0 aina kun h #£ 0
o Negatiividefiniitti, jos h’ Hh < 0 aina kun h # 0
o Indefiniitti, jos h” Hh saa sek3 positiivisia ettd negatiivisia
arvoja.

Termit positiivisemidefiniitti ja negatiivisemidefiniitti tarkoittavat,
etta h” Hh voi olla nolla vaikka h # 0, mutta H ei ole indefiniitti.
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Aariarvojen laatu

Jos funktion £ kriittisessa pisteessa xo Hessen matriisi H¢(xg) on
@ positiividefiniitti, on piste lokaali minimi
@ negatiividefiniitti, on piste lokaali maksimi
@ indefiniitti, on piste satulapiste

Jos Hessen matriisi on semidefiniitti, ei aariarvon laatu selvia talla
tavalla.

w
Todistuksen idea:

1
f(xo + h) = f(x0) + VF(x0) - h+=h" He(xo)h + || h||?e2(h),
—_— 2
0
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Aariarvojen laatu

Definiittisyyden selvittaminen

Symmetrinen matriisi on diagonalisoituva
Sylvesterin kriteeri
Esimerkkeja

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 5 8 of 8



