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Huomioita sisillosté: Insindorimatematiikan opintokokonaisuuden tarkoitus on esittdd perustie-
dot valikoiduista matematiikan tyokaluista, joita sovelletaan teknillisilld aloilla.

Yhden muuttujan differentiaali- ja integraalilaskenta yleistyy luontevasti myos useammalle muut-
tujalle, mutta tdmai ei vilttdméttd ole aivan suoraviivaista. Erityisesti integraalilaskennassa tulee sel-
vittdd minkélaista objektia yleistetyn integraalikisitteen tahdotaan kuvaavan.

Yleistysti tukevana rakenteena kéytetiiin lineaarialgebraa ja siksi erityisesti kolmiulotteisen ava-
ruuden lineaarialgebran hallinta on suotavaa.






Luku 1
Usean muuttujan funktioiden differentiaalilaskentaa

Tissd luvussa tarkastellaan yhden muuttujan funktioiden differentiaalilaskennan yleistyksid funk-
tioille, joilla on useampia muuttujia kuin myds funktiolle, joiden arvoa ei kuvata yhdelld vaan useam-
malla reaaliluvulla.

Jos funktiolla ajatellaan olevan n reaalista muuttujaa ja funktion arvon ilmaisee m reaalilukua,
voidaan ajatella, ettd funktio on méiritelty jossakin R":n osajoukkossa ja ettd funktio saa arvokseen
R™:n vektorin.

Luonteva tapa késitelld usean muuttujan funktioita on siis tarkastella funktioita f : R" — R,
jolloin muodollisesti funktiolla f on vain yksi muuttuja X, johon kuitenkin siséltyy n koordinaattia:
X = (X1,...,%)-

On myo6s huomattava, ettid funktion R” — R" voidaan jakaa m:ksi funktioksi R” — R, jolloin siis
funktion arvo (R™:n vektori) pisteessi x (R":n vektori) voidaan esittdd muodossa (fi (X),.. ., fin(X)),
missd kukin f; on funktio f; : R” — R. Niin esitettynd funktioita f; sanotaan alkuperdisen funk-
tion f komponenttifunktioiksi tai joskus myods koordinaattifunktioiksi. Talloin merkitddn myos
f=(f1,..., fm). Téllaisista funktioista yksinkertaisimpia ovat kurssin alkuosassa tarkastellut line-
aarikuvaukset, joissa jokainen f; on ensimmdiisen asteen polynomi jokaisen argumenttinsa suhteen

Esimerkki 1. Jos A on m X n-matriisi, miérittelee matriisikertolasku x — Ax funktion f : R* — R™.
Tille funktiolle pétee f(ax + by) = A(ax+ by) = aAXx + bAy = af(x) + bf(y). Lineaarikuvausten
rooli usean muuttujan differentiaalilaskennassa on samankaltainen kuin kdyrin approksimointi suo-
ralla yhden muuttujan differentiaalilaskennassa.

Esimerkki 2. Tason esitys napakoordinaateista xy-koordinaatteihin mééarittelee kahden muut-
tujan funktion, jolla on myos kaksi reaalista arvoa. Napakoordinaattiesityksessa

x =rcosO
y = rsinf

r merkitsee pisteen (x,y) etdisyytti origosta ja 0 origosta pisteeseen (x,y) kulkevan janan ja
x-akselin vilistd kulmaa. Muunnos napakoordinaateista xy-koordinaatteihin voidaan siis kir-
jottaa funktiona R? — R?,

f(r,0) = (rcos8,rsinf).

Komponenttifunktiot fi(r, 8) = rcos 0 ja f>(r,0) = rsin 6, ja niilli merkinnoilld

f(rve) = (fl(rve)va(rve))‘

Esimerkki 3. Pallokoordinaateissa (,0,¢) r € [0, ) merkitsee pisteen etéisyyttd origosta, 6 €
[0,27), kulmaa xz-tason ja ¢ € [0,7) kulmaa z-akselin vililld. Yhteys xyz-koordinaatiston
vililla voidaan esittdd seuraavasti:
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X = rcos 0sin¢
y = rsin0sin @
Z =rcos@.

Jos merkitédin fi(r,0,¢) = rcos@sing, f>(r,0,9) = rsinOsing ja f3(r,0,9) = rcos ¢, on
muunnos pallokoordinaateista suorakulmaisiin koordinaatteihin esitettdvissd funktiona f :

R3 %RS’ f(r79’¢) = (fl(r’07¢)’f2(r’97¢)’f3(r’67¢))'

Funktioilla, joiden mirittelyjoukko on jokin kolmiulotteisen avaruuden R> osajoukko, saattaa
olla fysikaalinen tulkinta, olipa maalijoukko R:n, R?:n tai R3:n osajoukko.

Esimerkki 4. Jatkuva funktio R? — R esittidd pintaa z = f(x,y). Esimerkiksi f : R> = R, f(x,y) =
x* — y? midrittelee hyperbolisen paraboloidin z = f(x,y) = x> —y?.

Esimerkki 5. Jatkuva funktio f = (f1, f>, f3), R — R esitti kiyrii kolmiulotteisessa avaruudessa.
Jos jokainen komponenttifunktio f; on lisdksi derivoituva, sanotaan, ettd kdyri on siled.

Esimerkki 6. Funktio f : R? — R voi esittii fysikaalista skalaarisuuretta. Esimerkiksi kolmiulottei-
sen kappaleen limpétilaa T pisteessi x = (x,y,z) voidaan esittis funktiolla f : R* — R, T = f(x).

Esimerkki 7. Niin sanottuihin vektorisuureisiin liittyy suuruuden (itseisarvon) lisdksi myos suunta.
Esimerkiksi magneettikentin voimakkuutta ja suuntaa kussakin avaruuden R pisteessi esittiii kol-
miulotteinen vektori — siis avaruuden R> alkio. Titen magneettikenttii voidaan esittidd funktiolla
f:R?® = R missi y = f(x) on magneettikentiin suuntaa ja voimakkuutta kuvaava vektori y € R?
pisteessi x € R>.

1.1 Jatkuvuus

Usean muuttujan funktioiden yhdeydessa tarvitaan Insindorimatematiikka IIA:ssa esitettyjd kisit-
teitd. Vektoreiden x = (x1,...,%,) jay = (¥1,...,¥n) € R" pistetulo (sisditulo) méiriteltiin x -y =
X1¥1 + ..+ XnYn, ja tdimin perusteella vektorin x € R” pituus (normi) ||x|| = v/X-x.

Lause 1. Vektoreille x = (x1,...,x,) € R" jay € R" pditevdit seuraavat epdyhtlot:

o [xeyl<|Ix[[[ly
© al <X < Bl el

’

Todistus. a)-kohta on Lineaarialgebrasta tuttu Cauchyn-Schwarzin epdyhtilo, b)-kohta jétetddn har-
joitustehtiviksi.

Normikisitteiden perusteella médritellddn avaruudessa R” vektoreiden etdisyys.
Mairitelmé 1. Vektoreiden x jay € R” etdisyys midritelldan
d(x,y) = [[x—yl[.

Edellisen miiritelmin mukainen etdisyys vastaa R>:ssa ja R?:ssa tavanomaista eukliidista etdisyytti
ja normin kolmioepayhtélosti seuraa, ettd

d(x,z) = [[x —zf| = [[x =y +y -zl < [[x =yl +[ly — 2| = d(x,y) +d(y,2).

Myos kasitteilld raja-arvo ja jatkuvuus on viliton vastineensa usean muuttujan funktioiden teo-
riassa.

Miiritelmi 2 (Raja-arvo). Olkoon f funktio R” — R™. Sanotaan, ettd funktion f raja-arvo pis-
teessda € R" on'y € R™ ja merkitdin

lim f(x) =y,

X—a
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mikili f(x) saadaan miten tahansa ldhelle pistettd y, kunhan vain x # a valitaan riittdvin ldheltd
pistetti a.

Tasmallisemmin ilmaistuna: Funktion f : R" — R™ raja-arvo pisteessd a on y, jos jokaista posi-
tiivilukua € on olemassa luku &g > O siten etti

d(f(x),y) <&,

mikdili
0 <d(x,a) < 0.

My6s jatkuvuuden médritelmi voidaan esittdd samankaltaisena kuin reaalilukujen tapauksessa:

Mairitelmé 3. Funktio f : R” — R on jatkuva pisteessd a € R”, jos f on ensinndkin mééritelty
pisteessd a ja jos jokaista positiivilukua € kohti on olemassa positiiviluku & siten, etté

d(f(x), f(a)) <e,

kunhan x on valittu niin ldheltd a:ta, ettd
d(x,a) < 0.

Huomautus 1. Merkintid d(x,y) = ||x — y|| kiiyttimalld jatkuvuuden méiritelmid voidaan kirjoittaa
seuraavasti: Jokaista positiivilukua € kohti on olemassa 8, > 0 siten, etté

[|f(x)—f(a)|]| <& ainakun |[|x—al| < O.

Usean muuttujan funktion jatkuvuus voidaan piitelld komponenttifunktioiden jatkuvuudesta, ku-
ten seuraava lause asian ilmaisee.

Lause 2. Jos funktiot f; : R" — R ovat kaikki jatkuvia pisteessd a, niin myos funktio f : R" — R™,
f(x) = (fi(x),...,fm(X)) on jatkuva pisteessi a. Kdiiintéien, jos funktio f :R" — R™ on jatkuva
pisteessd a, ovat kaikki komponenttifunktiot f; jatkuvia pisteessd a.

Todistus. Jos kukin komponenttifunktio f; : R” — R on jatkuva, on positiivilukua % kohti olemassa
luku &; > 0 jolle pitee ||x—al| < § = |fi(x) — fi(a)| < % Kun valitaan 6 = min{d,...5,},
saadaan

17) = F @) = (fi(x) = fi(@) + ...+ (fu(x) = fu(a))?
& e,
<t =g

miké kertoo sen, ettd ||f(x) — f(a)|| saadaan kylld pienemmiksi kuin €, kunhan vain ||x —a|| on
pienempi kuin § = min{éy,...,0,}.

Oletetaan sitten, ettd f : R” — R™ on jatkuva ja ndytetédn, ettd kaikki komponenttifunktiot f; ovat
jatkuvia. Tédtd varten voidaan todeta, ettd

(%) = fi@)” < [AX) =A@+ 4 fux) = ful@) P = | (x) = f()]

Funktion f jatkuvuus merkitsee siti, etté ||f(x) — f(a)|| saadaan mielivaltaisen pieneksi, kun x va-
litaan kyllin ldheltd pistettd a. Nidin ollen komponenttifunktioiden jatkuvuus seuraa suoraan epiyh-
talostd

fi(x) = fi(a)| < [|f(x) — f(a)l].

Edellisen lauseen mukaan funktion R” — R™ jatkuvuus on sama asia kuin komponenttifunk-
tioiden f; : R” — R jatkuvuus. Tilloin siis on vield tarkasteltava, miten funktioiden f : R” — R
jatkuvuutta voitaisiin kisitelld.

Lause 3. Projektiofunktiot R* — R, p;(x1,...,x,) = x; ovat jatkuvia. Liséiksi

1. Jos f ja g : R" — R ovat jatkuvia pisteessi a € R, niin myéos funktio af + g : R" — R on.
2. Funktio fg on jatkuva pisteessd a jos f ja g ovat.
3. Funktio f on jatkuva pisteessd a, jos g(a) # 0.
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Todistus. Projektiofunktioiden jatkuvuus seuraa suoraan epéyhtilosté |x; —a;| < ||x —a||. Lauseen
muut kohdat todistetaan oikeaksi samalla tavalla kuin vastaavat tulokset reaalifunktioille.

Lause 4 (Yhdistetty funktio). Jos f : R" — R” on jatkuva pisteessii a € R" ja g : R™ — R* jatkuva
pisteessi b = f(a), niin yhdistetty funktio go f : R" — R on jatkuva pisteessd a.

Todistus. Todistus on tdsméilleen samankaltainen kuin vastaavan, reaalifunktioita koskevan tuloksen
todistus: On néytettivi toteen, ettéd ||g(f(x)) —g(f(a))|| saadaan mielivaltaisen pieneksi, kunhan
||x —al| valitaan kyllin pieneksi (harjoitustehtivi).

Esimerkki 8. Niytetidn, ettd esimerkin 2 funktio
f(r,0) = (rcos0,rsin0)

on jatkuva. Lauseen 2 perusteella riittdi osoittaa, etti komponenttifunktiot fi(r,0) = rcos@ ja
f2(r,0) = rsin 0 ovat jatkuvia.

Ensinnékin voidaan todeta, ettd funktiot (r, 0) — r ja (r, ) — 0 ovat projektiofunktioina jatkuvia
(lause 3). Funktio (r,60) — cos 0 taasen on jatkuva jatkuvien funktioiden (,0) — 0 ja 6 — cos 0
yhdistettyné funktiona. Edelleen, funktio fi(r, 8) = rcos 6 on jatkuva jatkuvien funktioiden (r, 6) —
rja (r,0) — cos O tulona jatkuva. Samoin voidaan todeta, etti komponenttifunktio f, on jatkuva.

Usean muuttujan funktioiden raja-arvo on kuitenkin ongelmallisempi késite kuin vastaava yhden
muuttujan tapauksessa. Voidaan nimittdin ajatella, ettd jotakin pistettd a ldhestytdin eri suunnista.

Esimerkki 9. Tarkastellaan funktiota f : R?\ {(0,0)} — R,

Xy

24y -

flxy) =

Funktio ei ole médritelty origossa, mutta jos origoa ldhestytédin suoraa y = kx pitkin, on télld suoralla

x-kx _ k
X%+ (kx)? IEY

S kx) =

Tistd seuraa, ettd funktion (1.1) arvoa origossa ei voi médritelld siten, ettd funktiosta tulisi origossa
jatkuva, silld kutakin k:n arvoa kohti saadaan oma raja-arvonsa.

Titen siis jo R%:ssa voi olla ddrettdmin monta eri raja-arvoa lihestyttiessi tarkasteltavaa pistetti
eri suunnista. Koska reaaliakselilla R suuntia oli vain kaksi, oli mahdollisia raja-arvojakin vain kaksi:
oikeanpuoleinen tai vasemmanpuoleinen.

Eri lahestymissuuntien lisdksi on myos mahdollisesti olemassa eri lihestymistapoja (esim. pistet-
td lahestyvid spriraalia pitkin), joilla saadaan erilaisia raja-arvoja funktiolle f. Jos kuitenkin maéri-
telmén 2 ehto pitee, tuottavat kaikki mahdolliset ldhestymistavat saman raja-arvon.

Jatkuvuuden kisite yleistettiin aiemmin ja derivoituvuuden kisite usean muuttujan funktioille
esitetddn tuota pikaa. Myos suljetun vilin kisite on melko suoraviivaista yleistad R":dén: suljettu
vili [a,b] voidaan yleistid karteesiseksi tuloksi.

Miiritelmé 4. Avaruuden R” suljettu vili on karteesinen tulo
[al,bl] X [az,bg} X... X [an,bn]. (1.2)

Avaruudessa R? vilin geometrinen vastine on suorakaide ja avaruudessa R? suorakulmio. Kun n > 3,
visuaalinen esitysmahdollisuus puuttuu, mutta tistd huolimatta joukkoa (1.2) kutsutaan my0s ava-
ruuden R” suorakulmioksi.

Niin yleistetty vilin kisite ei kuitenkaan ole tarkoituksenmukaisin funktioden dériarvoja etsittiessi-
Osoittautuu, etti tdlloin luontevin suljetun vilin yleistys on kompakti joukko.

Mairitelmé 5. R-siteinen, x-keskinen avoin pallo avaruudessa R” on joukko
B(x,R) ={y e R" [ [lx—y[| <R}.

Pallo B(x, R) siis koostuu niistd avaruuden R” pisteistd, jotka ovat alle R:n etdisyydelld pisteesti x.
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Miiritelmé 6. Joukko A C R” on kompakti jos se on seki suljettu ettd rajoitettu (ndmi kisitteet
maédritellddn seuraavaksi).

Miiritelmé 7. Joukko A C R” on rajoitettu jos on olemassa sellainen M, ettd ||x|| < M aina, kun
x € A. Toisin sanoen, A on rajoitettu joukko, jos se sisdltyy johonkin origokeskiseen, M-siteiseen
palloon.

Esimerkki 10. x-akseli {(x,0,0) | x € R} avaruudessa R? ei ole rajoitettu, silld ||(x,0,0)|| = |x| joten
siis x-akselilla on pisteitd, joilla on miten suuri normi tahansa.

Esimerkki 11. Ellipsoidi (%)2 +y? +9z% = 1 on rajoitettu, silli jokainen ellipsoidin piste toteuttaa
1=(3)"+32+922 > L2+ 1y2 + 12 = 1| (x5, )| joten [[(x,,2)]| < 2.

Esimerkki 12. Yksivaippainen hyperboloidi x*> +y> —z?> = 1 ei ole rajoitettu, silli siihen kuluu pis-
teité (a, 1,a), joiden normi ||(a, 1,a)|| = v2a% + 1 voi olla miten suuri tahansa.

Mairitelmé 8. Joukko A C R" on suljettu jos sen komplementti R” \ A on avoin.

Miiritelmi 9. Joukko A C R” on avoin, jos sen jokaisen pisteen X ympérille voidaan asettaa jokin
e-siteinen pallo B(x, €), joka sisiltyy joukkoon A.

Esimerkki 13. Pallo B(x,r) on avoin joukko, silld jos y € B(x,r), on midritelmin mukaan d =
|ly —x|| < r, joten pisteen y ympirille piirtdd %-sﬁteinen, joukkoon B(x,r) siséltyvd avoin pal-
lo.

Esimerkki 14. Joukko B

B(x,R) ={y e R" [ [ly —x|| <R}
on suljettu joukko, silld sen komplementti R" \ B(x,R) on avoin. Tdmi nihdéén siten, ettd jos y €
R"\ B(x,R), on d ||y —x|| > R ja till6in pisteen y ympirille voidaan piirtdd £5¢-siteinen, joukoon
R™\ B(x,R) kuuluva pallo.

Esimerkki 15. R:ssé suljetut vilit [a,b] ovat suljettuja joukkoja ja avoimet vilit (a,b) avoimia jouk-
koja. Puoliavoimet vilit [a, b) tai (a, b] eivit ole suljettuja eiviitkd avoimia joukkoja.

Avaruuden R” joukko voidaan usein néhdi suljetuksi kiyttimélld seuraavaa lausetta, jonka todis-
tus sivuutetaan.

Lause 5. Jos f : R" — R on jatkuva ja A on suljettu R:n joukko, niin myos f~'(A) on suljettu.
Lisdksi pitee seuraava tulos:

Lause 6. Suljettujen joukkojen leikkaus on suljettu. Adirellisen monen suljetun joukon unioni on sul-
Jettu.

Todistus. Harjoitustehtidva.

Esimerkki 16. Avaruuden R3 yksikkopallon pinta x> +y” +z> = 1 on suljettu joukko, silli on suljetun
joukon [1,1] = {1} alkukuva jatkuvassa kuvauksessa f(x,y,z) = ||(x,,2)|| (miksi tdmé kuvaus on
jatkuva?).

Myos yksikkopallo B(0, 1), jonka méirittid epayhtild x? 4 y* +z> < 1 on suljettu joukko, silli se
on suljetun joukon [0, 1] alkukuva f~'([0,1]).

Lause 7. Kompaktissa joukossa A C R" mddritellylld jatkuvalla funktiolla f : A — R on sekd mak-
simi ettd minimi.

Todistus. Sivuutetaan.

1.2 Osittaisderivaatat

Osittaisderivaatan kisitettd on kisitelty jo jonkin verran Differentiaali- ja integraalilaskennan yhtey-
dessd. Kerrataan ja yleistetddn timd késite ja esitetdéin jatkossa tarvittava tulos osittaisderivoinnin
jérjestyksen vaihtamisesta.
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Miiritelmé 10. Funktion f : R” — R osittaisderivaatta i:nnen muuttujan x; suhteen pisteessi
a=(aj,...,a,) €ER" on

8_f(a) — lim flay,...,aiv,ai+haiyq,. .. a,) — flai,. .. an)
Ix; h—0 h

b

mikili raja-arvo on olemassa. Osittaisderivaatasta i:nnen muuttujan suhteen kéytetdan myos
merkint6jd fy,(a) ja Dy, f(a). Jos muuttujien xy, X, ..., X, jirjestys on kiinted, niin osittaisde-
rivaatasta Dy, f(a) kiytetdan my6s merkintad D; f(a).

. . . . . . sees . astae 2 :
Miiritelmé 11. Toisen kertaluvun osittaisderivaatoista kidytetdin merkintoja %, Jrixj> Dxx f s tai
Jjori

] ; 0%f . 9%f ] b oo 0y e
Lause 8. Jos osittaisderivaatat Syt 0 ey ovat olemassa jossakin pisteen a ympdaristossd
Jja jatkuvia pisteessd a, niin

*f a) = 9*f (@)
8x,~8xj ijax,- ’

Todistus. Pitki, sivuutetaan.

1.3 Differentioituvuus

Palautetaan mieleen differentiaalilaskennasta kisite derivoituvuus: Sanotaan, ettéd reaalifunktio f on
derivoituva pisteessi x, jos on olemassa sellainen luku & ja funktio €(k), etté lim,_,o€(h) = €(0) =0
ja

fx+h)—f(x)=kh+e(h)h. (1.3)
Yhtilo (1.3) ilmaisee sen, ettd funktion arvon muutosta f(x+ %) — f(x) (pisteessi x) voidaan arvioida
x:n muutoksen s ensimmaisen asteen polynomifunktiona i+ k - h:

foe+h) = flx) = k-h,

kun 4 on pieni. Yhtélosséd (1.3) esiintyvéd lukua k kutsutaan funktion f derivaataksi pisteessi x ja
merkitdin k = f'(x). On siis huomattava, etti yhtélossa (1.3) esiintyvi luku k (samoin kuin funktio
€(h)) voi riippua pisteen x arvosta.

Esimerkki 17. Olkoon f(x) = x*> —x+ 2. Tillgin

fx+h)—f(x) = (x+h)?—(x+h)+2— (x> —x+2)
=24 2h+h —x—h+2—-x>+x-2
= 2h—h+h* = (2x— 1)h+ 1
= (2x—1)h+e€(h)h,

kun merkitéin €(h) = h. Titen siis f/(x) = 2x— 1 ja ylld olevan yhtdlon mukaisesti lauseketta f(x+
h) — f(x) (funktion f muutosta) voidaan approksimoida lausekkeella (2x — 1)A /:n ollessa pieni.

On my6s huomattava, ettd derivaatan miéritelmissé esiintyvé funktio f(h) = k- h on lineaarinen,
toisin sanoen f(ah + bhy) = k(ahy + bhy) = akhy + bkhy = af(h1) +bf (ha).

Lineaarikuvauksen f : R — R suoraviivainen yleistys on kisitelty Lineaarialgebran kurssissa:
lineaarikuvaus f : R” — R™ voidaan esittdd m x n-matriisin A avulla, jolloin
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kun x ajatellaan sarakevektoriksi (n x 1-matriisiksi).
Derivaatan kisite yleistetddn kayttamalld lineaarisen approksimaation vaatimusta. T#lloin myos
termi “derivoituvuus” korvataan termilld “differentioituvuus”.

Miiritelmé 12. Funktio f : R” — R™ on differentioituva pisteessi X, jos on olemassa sellai-
nen lineaarikuvaus 7' : R" — R™ ettd

f(x+h) = f(x) = Th+e(h)|fh]],

missé €(h) on ehdon ﬁmb €(h) = £(0) = 0 toteuttava funktio R" — R”.
—

Miiéritelmi 13. Jos f : R" — R on differentioituva, kutsutaan maéritelman (12) lineaariku-
vausta T : R” — R™ funktion f (Fréchet’n) derivaataksi pisteessd X ja siitd kdytetdan merkin-
tdd Df (x). Derivaatan D f(x) matriisia kutsutaan Jacobin matriisiksi (pisteessi x) ja merkitién

Jr(x).

Taustatietoa

Maurice Fréchet (1878-1973) oli ranskalainen matemaatikko. Hén
kehitti topologiaa, ns. metristen avaruuksien kisitteen ja esitti yleisen
madritelmén derivaatalle metrisissd avaruuksissa. Héan esitti mm. talla
kurssilla kaytettavin kompaktiuden késitteen.

(kuva: Wikimedia Commons)

Taustatietoa

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804—1851) oli saksalainen matemaatikko,
joka kehitti ns. elliptisten funktioiden teoriaa, differentiaaliyhtdléiden
teoriaa, sekd Newtonin mekaniikkaa yleisempddn muotoon. Jacobia
pidettiin my0s erinomaisena opettajana.

(kuva: Wikimedia Commons)

Differentioituvuus pisteessi x tarkoittaa siis sité, ettd funktion f muutosta f(x+h) — f(x) voidaan
approksimoida lineaarikuvauksella niin hyvin, ettd approksimaation virhetermi lihestyy nollaa hyvin
voimakkaasti, kun h — 0.

Vilittdmisti voidaan ndhdi, ettd f(x+0) — f(x) = 0, joten 70 = 0 — ominaisuus, joka on voi-
massa kaikille lineaarikuvauksille. Jos funktion f : R” — R™ komponenttifunktiot voidaan esittdd
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Taylorin polynomien avulla, voidaan méiéritelméssé esiintyvi lineaarikuvaus saada esille suoravii-
vaisesti erottamalla lausekkeen f(x+h) — f(x) 1. asteen termit korkeamman asteen termeisti.

Esimerkki 18. Tarkastellaan esimerkin 2 funktion f(r,0) = (rcos 0, rsin 6) differentioituvuutta pis-
teessd 0 = (0,0).
Tilloin on siis arvioitava muutosta

f(0+h)— f(0) = f(h) = (hicoshy,h; sinhy)
kun vektori h = (h;,h2) on ldhelld nollaa. Kirjoitetaan

(/’ll COShz,hl Sinhz) = (l’l](l — O(hg)),hl -0(/12)) = (h1 —h10<h2),h10(l’l2))
= (hl,()) + (hlo(hz),hlo(hz)).

Nyt siis lineaarikuvaus 7' (hy,h2) = (h1,0) on funktion f Fréchet’n derivaatta pisteessi (0,0). Muo-
dollista todistusta varten tulee vield arvioida jadnnostermid: (hO(hy),h1 O(hy)). Merkitién

e(h) = [[h]| " (710(h2), 11 O(h2)).
jolle saadaan arvio

d(e(h),0)> = |le(h)|* = [|h|| > (h1O(h2))* + (M O(h2))?)
< |[h||>Chih3 < C|Ih||7*|Ih|[* = C|[h||* = Cd(h,0)?,

joten €(h) — 0, kun h — 0. Y114 esiintyvi vakio C saadaan ordomerkinnén vakioista.

Huomautus 2. Lineaarikuvauksen T (hy,hy) = (hy,0) matriisi on <(1) 8), silld ((1) 8) (Zl> =
2

01 . Lineaarikuvauksen R” — R matriisi puolestaan on muotoa 1 X n, siis vaakavektori, jolloin
siis lineaarikuvaus R” — R on muotoa
X1 X1
X2 X2
e (aarciay)| L | =maxitan+ . Fax, =acx,
Xn Xn
missi a - x tarkoittaa vektoreiden a = (aj,ay,...,a,) jax = (x1,x2,...,x,) pistetuloa. Titen lineaari-

kuvaus R" — R voidaan siis yhtd hyvin kirjoittaa muotoon X — a - X.

Huomautus 3. Funktioille f : R> — R lineaarikuvaus saa muodon

(;C) s (ab) (’y“) = ax+by.

Tilloin siis differentioituvuus pisteessi Xo funktiolle f : R> — R voidaan kirjoittaa muotoon
f(x0+h) — f(x0) = ah+ bk +e(h) [h]], (1.4)
missd on merkitty h = (h, k). Jos edelleen merkitisn Xy = (xg,yo), voidaan (1.4) kirjoittaa muotoon

S(xo+h,yo+k)— f(x0,y0) = ah+bk+€(h,k)\/ h? + k2, (1.5)

misséd €(h,k) — (0,0) kun (h,k) — (0,0). Yhtdlon (1.5) mukaan muutosta pisteestid zo = f(xo,¥0)
pisteeseen z = f(xo + h,yo + k) voidaan arvioida lineaarisen lausekkeen avulla:

z—20 ~ ah+ bk.
Kun merkitéin (x,y) = (xo + &,y + k), voidaan ylldoleva approksimaatio kirjoittaa muotoon

z—zo =~ a(x—xp)+b(y—yo)-
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Tasoa
a(x—xo) +b(y—yo) —(z—20) =0 (1.6)

sanotaan pinnan z = f(x,y) tangenttitasoksi pisteessi (xo, o).

Lause 9. Jos f: R" = R™, f = (f1,...,/m) on differentioituva pisteessd x, ovat kaikki osit-
taisderivaatat 2L pisteessd X olemassa, ja lineaarikuvauksen T matriisi (Jacobin matriisi)

8xj
on 3
i
(r(x))ij =Tij = a—xj(X)-
Todistus. Viittimd seuraa tarkastelemalla muotoa h = (0,...,Aj,...,0) olevia muutosvektoreita.

Yksityiskohdat jatetddn harjoitustehtaviksi. 0O

Huomautus 4. Edellisen lauseen mukaan huomautuksessa 3 on

(@b) = (L) S 0o

jolloin siis tangenttitason yhtilo (1.6) saa muodon

8];(;60) (x—x0) + 3];(50) (= y0) — (2—20) = 0.

Pinnan z = f(x,y) tangenttitason normaalivektori pistessé (xo,yo) on siis

(3f(xo) df(yo)
dx ' dy

—1).

Yleisemmin voidaan osoittaa, etté pinnan F(x,y,z) = 0 normaaliksi voidaan valita vektori

o or o
ox’ dy’ dz”

Esimerkki 19. Pisteessi (r, 0) esimerkin (18) funktion f(r,0) = (fi(r,0), f2(r,0)) = (rcos 0, rsin0)
Jacobin matriisi on

% a'—);‘ [ cos@ —rsinf

9fs % - (sin@ rcos@ )

or

Jos valitaan (r, 8) = (0,0) saadaan Jacobin matriisiksi

(00)
() (on) () =(5).

joka loydettiin jo esimerkin 18 yhteydessé.

mitd vastaava lineaarikuvaus on

Edellisesséd lauseessa mainittujen osittaisderivaattojen olemassaolosta pisteessd x ei kuitenkaan
seuraa vilttdmaittd funktion f differentioituvuus. Differentioituvuus voidaan kuitenkin taata mikili
osittaisderivaatat ovat jatkuvia.
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Lause 10. Oletetaan, etti funktiolla f = (fi,. .., fm) on jossakin pisteen X ympdristissd ole-

afi

massa osittaisderivaatat e Jjotka ovat jatkuvia pisteessd X. Tdlloin f on differentioituva pis-

teessd X.

Miéritelmi 14. Funktion f : R" — R, Jacobin matriisia (1 x n-matriisi eli vaakavektori) kutsutaan
gradientiksi ja merkitian
af af

Vf=(=—,....,=).
! (axl B axn)
Merkintd V f luetaan ” f:n gradientti” tai "nabla f.

Huomautus 5. Edellisen méiritelmin merkintéd kdyttien funktion f: R* — R™, f = (f1,f2,..., fm)
Jacobin matriisi voidaan kirjoittaa muotoon

Vi
Vf

Vfn
Huomautus 6. Huomautuksen 4 mukaan gradientilla on geometrinen tulkinta: pinnan F(x,y,z) =0

normaaliksi voidaan valita VF. Myohemmin ndhddin, ettd muissa yhteyksissd gradientilla on myos
toisenlaisia geometrisia tulkintoja.

Esimerkki 20. Olkoon f : R? = R, f(x,y,2) = sin(%), jolloin gradientti pisteessi (x,y,z) on

Jof df 0
Vf= (8)]: (9§ aﬁ) (cos(%)-g,cos(%)é,—cos(%)~%).

Mairitelmé 15 (Kokonaisdifferentiaali). Funktiolle f : R” — R differentioituvuusehto voi-
daan edelldmainitun perusteella kirjoittaa muotoon

f(x+h) = f(x) = V/(x) -h+|h]|e(h),

misséd €(h) — €(0) =0 kun h — 0.
Differentioituvuuden méaritelmissé esiintyviai lineaarista osaa

A, 2,

Ixp

Vf(x)-h=

kutsutaan funktion f kokonaisdifferentiaaliksi pisteessd X. Jos merkitddn h; = dx; ja df =
Vf(x)-h, voidaan kokonaisdifferentiaalin lauseke kirjoittaa muotoon

af of

df: a—x]dxl—l——l—a—xndxn

Koska differentioituvuuden ehdossa jilkimmiinen epilineaarinen osa ||h||€(h) ldhestyy nollaa
epsilonin 1dhestyessi nollaa, on kokonaisdifferentiaali tarkentuva approksimaatio muutokselle

fOr+dxy,.. . xp+dxn) — F(X1,. 0, %0);
sitd tarkempi mité 1dhempénd nollavektoria vektori (dxy,...,dx,) on

Esimerkki 21. Arvioidaan, kuinka paljon tulo xy muuttuu, jos mitatuissa arvoissa x = 10 ja y = 50
on virhe (dx,dy), jolle pitee |dx| < 0,1 ja |dy| < 0,2. Téll4 siis tarkoitetaan, ettd todelliset arvot ovat
vililld x € [10 - 75,10+ 5] ja y € [50 — 15,50+ &)

Funktion f : R? — R, f(xy) = xy kokonaisdifferentiaali on
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df = ﬁdx-l—a—fdy:ydx—i—xa’y.
ox dy

Jos tilloin esimerkiksi (x,y) = (10,50) ja |dx| < 0,1 sekd |dy| < 0,2 on
|df] =150 dx+10- dy| <50|dx|+10|dy| <50-0,14+10-0,2="7.

On kuitenkin huomattava, ettd ndin saatu yldraja (7) virheelle koskee vain kokonaisdifferentiaalin
df itseisarvoa, ei todellisen muutoksen itseisarvoa. Toisaalta taas kokonaisdifferentiaali on hyvai li-
kimdérdistys todelliselle muutokselle, kun muutos on pieni suhteessa alkuperiiseen arvoon (10,50).
Tamén esimerkin lukuarvoilla kokonaisdifferentiaali antaa melko hyvin arvion funktion todellisen
arvon muutoksesta.

1.4 Suunnattu derivaatta

Miiritelmi 16. Olkoon f : R” — R ja u € R” sellainen, etti ||u|| = 1. Jos raja-arvo

.1
Jim - (/(x-+ hw) — (%))

on olemassa, sitd sanotaan f:n suunnatuksi derivaataksi tai Gdteaux:in derivaataksi pisteessi
X suuntaan u. Suunnatusta derivaatasta kiytetiéin merkint6ji oy f(x), g—{; f(x) ja Duf(x).

Taustatietoa

René Gateaux (1889-1914) oli ranskalainen matemaatikko, joka tunnetaan suunnatun derivaa-
tan késitteestd. Hdn kuoli taistelussa 1. maailmansodan alkupdivind

Suunnattu derivaatta yleistéi osittaisderivaatan kisitteen: Jos nimittiin valitaanu =e; = (0,...,1,...,0)
(luonnollisen kannan i:s vektori), huomataan ettd suunnattu derivaatta vektorin e; suhteen on sama
kuin osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen.

Jos tarkasteltava funktio on differentioituva (kuten yleensi on laita tdssd kurssissa), on suunna-
tulla derivaatalla derivaatalla yhteys gradienttiin:

Lause 11. Jos f : R" — R on differentioituva pisteessd X ja ||[u|| = 1, niin suunnattu derivaatta
Duf(x) on olemassa ja

Duf(x) = Vf(x)-u

(vektorien V f(X) ja u pistetulo).

Todistus. Differentioituvuuden midritelmén perusteella
J(x+hu) — f(x) = Df (x)hu+ || ]| £ (hu),

misséd €(h) — 0, kun h — 0.
Lauseen 9 perusteella lineaarikuvauksen D f(x) matriisi on V f(x) ja huomautuksen 2 mukaan

Df(x)hu=hVf(x)-u.
Koska lisiksi ||| = |A|, saadaan

L) = £050) = V) -ut Mem)



16 1 Usean muuttujan funktioiden differentiaalilaskentaa
js viite seuraa suoraan tisté, koska €(hu) — 0, kun 2 — 0. O

Funktiolle f : R — R suunnatun derivaatan geometrinen tulkinta on samankaltainen kuin reaa-
lifunktioille: Dy f(x) kuvaa funktion f kasvunopeutta pisteessd x vektorin u suuntaan, ja tulkinta
on sama kun R?:n sijasta on R”, mutta tilloin visuaalinen esitys ei onnistu kuten R?:n tapauksessa.
Nimenomaan tdmin tulkinnan vuoksi on tirkeid, ettd suunnatun derivaatan mééritelmissa kéytetdin
yksikkovektoria. Kaytettdessd muuta kuin yksikkovektoria olisi funktion kasvunopeudessa “viari
mittakaava”.

Gradientin osoittamalla suunnalla on erikoisasema suunnattujen derivaattojen joukossa, kuten
seuraava lause osoittaa.

Lause 12. Olkoon f : R" — R differentioituva pisteessd x ja ||[u|| = 1. Télloin |Duf(x)| <
[|Vf(x)||ja |Duf(x)| =||Vf(x)|| tarkalleen silloin kun V f (x) = Au jollekin luvulle A. Télloin
lisiiksi Duf(x) = ||Vf(x)|| jos A > 0 ja Duf(x) = —||Vf(x)|], jos A <O.

Todistus. Lauseen 11 perusteella

[Duf(x)| = [Vf(x) -u| < ||V - [[u]| = [[VFx)[]-

YIli on kiytetty Cauchyn-Schwarzin epiyhtiloé |x - y| < ||x||-||y||. Lauseen jilkimméinen osa seu-
raa siitd, ettd Cauchyn-Schwarzin epiyhtélossd esiintyy yhtdsuuruus tarkalleen silloin kun vektorit
ovat lineaarisesti riippuva, seki analysoimalla tapaukset A > 0 ja A < 0 erikseen. 0O

Edellinen lause siis osoittaa, ettd differentioituva funktio kasvaa jyrkimmin gradientin osoitta-
massa suunnassa (ja vastaavasti vihenee jyrkimmin gradientin suuntaa vastaan).

Seuraus 1. Jos f(x,y,z) = 0 esittdid pintaa avaruudessa R3, on pinnan pisteeseen (x,y,z) ase-
tettu gradientti V f (x,y,z) kohtisuorassa pintaa f(x,y,z) = 0 vastaan. Sama tulos pditee myds
R2:n kdiyrille: Jos f(x,y) = O esittii avaruuden R? kéyrdd, on kiyrin pisteeseen (x,y) ase-
tettu gradientti V f (x,y) kohtisuorassa kdyrdid vastaan.

Todistus. Todistuksen tekniset yksityiskohdat ovat tyo6lditd, mutta ideaa ei ole vaikea l0ytdd. Mieti
miten tdmai tulos seuraa siitd, ettd funktion muutos on nopeinta juuri gradientin suuntaan.

1.5 Ketjusiaanto

Yhden muuttujan funktioille pitee D(g(f(x))) = Dg(f(x))Df(x), ja seuraava lause yleistdd timén
usean muuttujan funktioille.

Lause 13 (Ketjusiinto). Olkoot [ : R" — R™ ja g : R™ — R differentioituvia kuvauksia.
Téllsin yhdistetty kuvaus go f : R" — R¥ on differentioituva ja

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x).

Todistus. Helppo mutta pitkd, jdtetddn harjoitustehtdvaksi.

Huomautus 7. Lineaarialgebran kurssissa todettiin, ettd jos matriisit 7" ja S esittdvét lineaarikuvauk-
sia T : R" — R™ ja § : R™ — R¥ ovat lineaarikuvauksia, saadaan yhdistetyn kuvauksen S o T matriisi
tulona ST'. Jos siis merkitddn h = (hy,...,h;) = go f, on kuvauksen & Jacobin matriisi
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ahl (X) 3h1 (X) Bhl(X)

dx| Jdx dx,
In(X) In®)  m(X)

g = |

Iy (X) I (X) I (X)
daxy dx, T dxy

sama kuin matriisitulo (merkitién y = f(x))

d5(Y) da¥)  dnW)\ /LK) AKX  2AX)

V1 dy, "7 Oym ox ox Oxn
98(Y) 382(2)’) 982(Y) LX) 9dAH(X) £ (X)

Iy dyr 7 dym dx| dxy T dxy

98k (Y) 98k(Y) 9gk(Y) 9fm(X) 9fm(X) 9 fm(X)
dy dy: 7 Odym dx| dx, 7 dx

Huomautus 8. Edellisestd esimerkistd selvidi, ettd yhdistetyn funktion go f = (hy,...,h;) rinnen

komponenttifunktion osittaisderivaatta gﬁ’ voidaan laskea matriisitulon mééritelmin perusteella seu-
s

raavasti:

T = )T 0+ 0+ P ) LW
= Vel (G2 .. S ) 1)

Jos erityisesti k = 1, siis g on funktio R” — R, on h = go f funktio R” — R ja tdlloin voidaan

kirjoittaa
d(gof) dfi Ifm

=V . . 1.8
o = Ve (G(). 5 ), (1.8)
siis funktion g o f osittaisderivaatta gof on gradientin Vg(f(x)) ja osittaisderivaatoista muo-
X
dostetun vektorin 8; af
1 m
(8xs (X)y.ees Ix (x))

sisdtulo.
Jos lisiksi n =1, on f = (f1,...,fm) : R = R™ ja g : R" — R, ja yhdistetty funktio h = go f
reaalifunktio R — R ja téll6in 1.8 saa muodon

D(go f)(x) = Vg(f(x)) - (f1(x), 1), fn(x))
98 98
= Tmfl(x)+"'+mﬁn(x)
Esimerkki 22. Olkoon h(t) = sin e’;—‘z‘z’ Derivaattaa /' (r) laskettaessa voidaan tietysti soveltaa tavan-
omaista ketjusiintod tai vaihtoehtoisesti kirjoittaa x = ¢', y = In? ja z = 12 ja laskea yhdistetyn

funktion & = f o g derivaatta, missi g : R — R> on miiritelty g(r) = (¢/,In’z,?) ja f : R? - R
f(x,y,2) = sin(*}) kuten esimerkissi 20. Esimerkissi 20 laskettiin, ettd

jolloin

f'(t) = (cos (x—y) . X,cos (x—y) l,fcos (x—y) : x%)) . (e’,21ntl,2t)

7’z 7’z 7’z t
:cos(g)(X-e’+f~2lntl—)%)~2t)

727z z t oz

én’r, e'ln’t 2e'Int 26 In*t
= cos ( 2 2 + PO )

¢'In’t, ¢ Int 2 2lInt

= cos (——) ——(Int + = — =),
cos (— ) = (n—i—t t)
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Esimerkki 23. Selvitetdédn, miten osittaisderivaatat % ja ‘;—J; voidaan madrittdd osittaisderivaattojen

% ja g—g avulla, kun x = rcos 0, y = rsin 0 on tavallinen napakoordinaattimuunnos. Lasketaan ensin
(1.7):n mukaan

df df ox  df dy Idf af .
ar  dx ar 8y.8r_3x.cose+ay.sm9. (19
ja
of _of dx df dy df . . af
90 " 9x 90 "9y 98 ox | "SnO)IF G0 reost. 1o

Niin saadusta yhtéloparista

cos@-g—f—i— sine-%:%
—rsine'% +rcose-§—§ = g—g

voidaan ratkaista Gaussin menetelmia kayttien % ja g—ﬁ g—{:n ja g—g:n avulla:

af df sin@ Jf
ax_coselar_ r 90 (L1
af . df cos@ Of
87)/ 7S1n0‘§+ , % (112)

Esimerkki 24. Jos osittaisderivaatta ?T{c : [a,b] x [c,d] — R on jatkuva, niin

Flx) = / " ) di

voidaan derivoida “termeittdin”, ts. “integraalimerkin alta”, kuten Differentiaali- ja integraalilasken-
nan kurssilla todettiin:

b
Fl(x) = / a% Flen)dr.

Toisaalta taas analyysin peruslauseen (Differentiaali- ja integraalilaskenta) nojalla tiedetédn, ettd

d X
— t)dt =
= [ rwa = s,
kun f on jatkuva funktio. Méiritetdin sitten x:n suhteen laskettu derivaatta

d =)
— fx,t)dt,
dx Jg(x)
kun otaksutaan, ettd f(x,7) on kummankin muuttujan suhteen jatkuva ja x:n suhteen derivoituva

funktio. Merkitidin ensin |

I(x,8h) = / Flx,1)dt
8
jolloin 7 : R? — R riippuu muuttujista x, g ja h, mutta koska g ja & riippuvat x:std, riippuu / viime
kidessd pelkistédn x:sti. Derivaatan I’ (x) laskemiseen voidaan soveltaa ketjuséintoa:
B 818x+ 318g+ dl dh
~ Oxdx dgdx OJhox

= ./g'h %f(x,l)dt—f(x,g)g/(x)+f(x’h)h/(x).

d
Zixgh
i (x,8,h)

Niin saatua yhtdlod

h(x) h(x)
o [ A= [ S ndn ) )~ ) )

dx Jo() e
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kutsutaan Leibnizin sddnnoksi.

Esimerkki 25. Olkoon

2 sinxt
g(x) :/ ; dt.
X

Leibnizin sdannoén mukaan

2

2 . . .
*" g sinxt sinx - x sinx-x
g (x) = — dt + ——5—2x— -1
x odx t X x
2 . .
x 2sinx®  sinx?
= cosxtdt + —
X X
Xz . 3 . 2
1. 2sinx sinx
= / —sinxt + —
X X X
X
sinx® —sinx?  2sinx®  sinx?  3sinx® — 2sinx?
B X X x X '

1.6 Funktion Airiarvojen etsiminen

Kisitettd kompakti joukko ei tilld kurssilla médritelld tasmaillisesti. Tyydytdadn kuvailemaan, ettd
joukko A C R" on kompakti, jos se on rajoitettu (kaikilla x € A ||x|| < M) ja siséltdd reunapisteensi.
Esimerkiksi R:n vili [a,b] on kompakti, mutta (a,b) ei ole.

Jos A C R" on epityhjd kompakti joukko ja f : R" — R jatkuva funktio, on f:114 on joukossa A
sekd maksimi ettd minimi.

Lause 14. Funktion [ : R" — R ddriarvopisteissd a on

Vf(a)=0.

Todistus. Sivuutetaan.

Periaatteessa maksimi ja minimi voidaan siis mééritd 1) etsimilld ne pisteet, joissa f:n gradientti on
nolla tai 2) etsimalld dédriarvot joukon A reunoilta.

Avaruuden R” riittdvin sddnnollisen joukon reunat ovat “alempiulotteisia” kuin joukko A ja til-
16in ddriarvojen etsiminen reunoilta palautuu toisinaan optimointitehtdvién, jossa optimoitava funk-
tio on médritelty avaruudessa, jonka dimensio on pienempi kuin #.

Esimerkki 26. Miiritetdin funktion f(x,y) = x*> 4+ y* — 6x suurin ja pienin arvo kompaktissa (miksi?)

joukossa
A={(x,y)| —2<x<2,x*<y<4}

Jaetaan joukko A kolmeen osaan:

A ={(x,y) | —2<x<2,x* <y<4} (sisiosa),
Ay = {(x,y)| —2<x<2,y=x"} (reuna),
Az ={(x,y) | 2<x<2,y=4} (reuna)

ja selvitetddn aluksi misséd f:n gradientti on nolla.
Vf(x7y) = (ZX— 6,2_))) = (070)

ainoastaa, jos (x,y) = (3,0), mutta tdméi piste ei kuulu joukkoon A. Tilldin siis ddriarvot 16ytyvét
joukon reunoilta. Todetaan, etti

{f(x,) | (x,y) € A} = {x* +x* —6x| -2 <x <2}
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ja ettd funktion A (x) = x> +x* — 6x derivaatan ainoa nollakohta vililld [~2,2] on 1. Koska /(1) =
—4, hy(—2) =32, h;(2) = 18, on funktion f pienin arvo reunalla Ay —4 ja suurin 32. Tarkastellaan
sitten reunaa As.

{f(ey) | (ny) €As} = {&* —6x+ 16| 2 <x <2},

eiki funktiolla iy (x) = x*> — 6x+ 16 ole derivaatan nollakohtia vililld [-2,2]. Patepisteissi saatavat
arvot ovat hp(—2) = 32 ja hp(2) = 18. Titen funktion f pienin arvo reunalla Az on 18 ja suurin 32.

Kokoamalla néin saadut arvot yhteen voidaan todeta, ettd funktion f suurin arvo koko A:ssa on
32 ja pienin —4.

Toisinaan voidaan myos paitelld, ettd funktio saa suurimman ja/tai pienimmén arvonsa joukos-
sa A, vaikka A ei olisikaan kompakti. Esim. pienintd arvoa madrittdessd pyritddn etsimédin jokin
kompakti osajoukko A; C A ja 16ytdaméédn Aj:ssé funktion arvo, jota pienempii se ei voi saada Aj:n
ulkopuolelta.

Esimerkki 27. Suorakulmaisen sdrmién muotoisen kannettoman astian tilavuudeksi halutaan 32. Sel-
vitetdin, miten seinien ja pohjan mittasuhteet tulee valita, jotta materiaalin tarve (kokonaispinta-ala)
olisi mahdollisimman pieni.

Tétd varten merkitdén pituutta, leveyttd ja korkeutta x:114, y:114 ja z:lla, jolloin astian pinta-ala

on 2xz + 2yz + xy. Astian tilavuus on xyz = 32, joten z = 32, jolloin minimoitavaksi jii funktio

xy
32 32 64 | 64
floy) =2x- 542y 5 +xy =T+ 7 +ay. . _ _
Tidsséd optimointitehtdvissd vaatimuksena on x > 0 ja y > 0, mutta ndiden ehtojen madrddma nel-
jinnestaso ei ole suljettu eikd rajoitettu joukko, eikd ndin ollen siis mydskddn kompakti. Adriarvo-

pisteissd on voimassa
64 64
Vf(x7y) = (_xiz +y7_y7 +x) = (070)7

Gradientin nollakohdat 16ytyvit siis yhtdloparin y = %’ X = S—? ratkaisujoukosta. Sijoittamalla x:n

lauseke ensimmdiseen yhtdloon saadaan y = g—:, misti saadaan y® = 64 ja siis y = 4. Tillgin x =
2—‘2‘ =4jaz= % =2.

Niin 15ydetyssi pisteessi (x,y) = (4,4) on itse asiassa funktion f absoluuttinen minimi f(4,4) =
48 (neljannestasossa x > 0, y > 0). Tdtd voidaan perustella nojautuen geometriseen intuitioon tai
seuraavasti:

Joukkoa x > 0, y > 0 voidaan rajoittaa siten ettd ldhelld x- ja y-akseleita funktio saa varmasti

suurempia arvoja kuin 48. Voidaan esimerkiksi todeta, ettd jos 0 < x < 1, on

64 64 64
fy)=—+—+xy=— =64
y X X

vastaavasti jos 0 < y < 1, on myds f(x,y) > 64. Jos taas x > 1 jay > 64, on

64 64
f(x,y):7+7+xy2xy2y264

ja samoin tapauksessa y > 1 ja x > 64 f(x,y) > 64. Tillgin siis kompaktin (miksi) joukon
{(ny) [ 1<xy <64}

joukon reunalla tai sen ulkopuolella funktio saa arvoja, jotka ovat suurempia kuin 64. Koska kom-
paktissa joukossa jatkuva funktio joka tapauksessa saa minimiarvonsa ja f(4,4) = 48 on edellisen
mukaan ainoa mahdollisuus, tiytyy timén olla funktion f absoluuttinen minimi koko neljannesta-
sossax >0,y > 0.

Esimerkki 28. Olkoon a > 1 ja tarkastellaan pintaa z = e =@ Koska x + ay® > 0, on pinnan
korkein piste kohdassa (x,y) = (0,0). Selvitetdén, missd pinnan pisteissi voidaan valita mahdolli-

. . N s - 2 a? u
simman jyrkki laskusuunta. Titd varten merkitidén f(x,y) = e ~®" ja todetaan, etti

Vf(xay) - (—2xf(x,y),72ayf(x,y)).

Pisteessd (x,y) jyrkin nousu tapahtuu gradientin suuntaan (vrt. seuraus 1).
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Toisaalta suunnattu derivaatta gradientin suuntaisen yksikkévektorin suuntaan on (kun V f(x,y) #
0)
Vf(xay) : va(xvy)||7l Vf(xay) = ||Vf(x7y)” .

Mairitetddn siis missi funktio
xy) = IV 2 )
g( 7)’) H f(x,y)|| = (4x2+4a2y2)(e X~ —ay )2

saa suurimman arvonsa. Funktion g gradientin nollakohtien méirdamiseksi tulee selvittdd yhtdlopa-
rin

x—2x3=2a*xy*> =0
a*y —2ax’y —2a*y’ =0

ratkaisut, jotka ovat (0,0), (0, :t\/%) (j:%,O). Laskemalla todetaan, etti g(0,0) =0, g(0, j:\/%) =
Yiag(5,00 =2

1.7 Sidotut dariarvot, Lagrangen menetelmé

Useampiulotteisissa tapauksissa joudutaan toisinaan kisittelemiin ns. sidottujen ddriarvojen maa-
rittimistd. Sidottujen ddriarvojen vastine yhden muuttujan funktioiden teoriassa olisi etsid dédriarvoja
x-akselin alempiulotteisilta osilta (pisteiltd), mutta tim4 on suoraviivainen tehtidvi, jos pistejoukko
on #grellinen. Toisaalta jo R?:ssa alempiulotteiset osat voivat olla huomattavasti monimuotoisem-
mat kuin reaaliakselilla, joten sidotuilla ddriarvoilla ei oikeastaan ole mielekéstd vastinetta yhden
muuttujan funktioiden teoriassa.

Kéytidnnossi voi esiintyd tilanteita, joissa joukko, josta ddriarvoa etsitddn ei ole mikd hyvénsd,
vaan hyvinkin selvisti rajoitettu. Nédiden ns. sidottujen ddriarvojen késittelyd varten tarvitaan maéri-
telma sddnnollisestd pisteestd.

Mairitelmé 17. Olkoon m < n ja g : R" — R funktio g = (g1, - - -,&m), jonka jokaisella kom-
ponenttifunktiolla g; on jatkuvat osittaisderivaatat. Sanotaan, ettd piste X on funktion g sddn-
nollinen piste, mikili Jacobin matriisin

(1.13)

aste on m, toisin sanoen mikéli matriisin (1.13) rivit muodostavat lineaarisesti riippumatto-
man joukon. Vieli toisella tavalla ilmaistuna, piste x on funktion g sédannéllinen piste, mikali
matriisi (1.13) on tdysiasteinen. On huomattava, ettd matriisin tiysiasteisuus voidaan aina pe-
riaatteessa selvittdd Gaussin-Jordanin menetelmalld. Tédssd yhteydessd tosin matriisin alkiot
eivit ole vakioita.

Tapauksessa m = 1, jolloin g on funktio R” — R, merkitsee pisteen x sdaannollisyys siis sité,
ettd Vg(x) # 0.

Adriarvojen etsimisessi voidaan usein kiyttdi Lagrangen menetelmdid, joka perustuu seuraavaan
lauseeseen.

Lause 15. Olkoon m < n, g : R* — R™ ja f : R" — R funktioita, joiden osittaisderivaatat ovat
jatkuvia. Jos piste a on funktion f ddriarvo joukossa g~'(0) = {x | g(x) = 0} ja a on lisdksi
funktion g scicinnollinen piste, niin tilldin on olemassa luvut Ay, ..., Ay, joille piitee
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V(f(a)+2igi(a) +...+ Angm(a)) =0.

Todistus. Vaikea, sivuutetaan suosiolla.

Taustatietoa

Joseph-Louis Lagrange (1736—1813) oli italialaissyntyinen matemaatik-
ko ja astronomi. Hén oli yksi 1700-luvun merkittdvimmisti tiedemiehisti
ja kehitti ns. variaatiolaskentaa, menetelmiin #iriarvojen 10ytdmiseen,
vakion variointi -menetelmin differentiaaliyhtiloille sekéd lukuteoriaa.
Hin kehitti myos Newtonin mekaniikkaa ja 16ysi stabiilit ratkaisut tai-
vaanmekaniikassa tunnetulle ns. kolmen kappaleen ongelmalle. Hanen
mukaansa on nimetty sijainnit (Lagrangen pisteet), joista yhteen mm.
Euroopan avaruusjérjeston Herschel-havaintoasema on lahetetty.

(kuva: Wikimedia Commons)

Huomautus 9. Edellisen lauseen lukuja Ay, ..., A, kutsutaan Lagrangen kertoimiksi, ja joukosta
2 1(0) loytyvii ddriarvoja sidotuiksi driarvoiksi. T#lloin kaikkia mahdollisia ddriarvoja rajoittavaa
ehtoa g(x) = 0 kutsutaan side-ehdoksi. Aidriarvot 16ytyvit tdlloin niiden pisteiden a = (ay,...,a,)
joukosta, jotka ovat joko g:n epésidnnollisii pisteiti tai jotka joillakin lukujen A4, ..., A, valinnoilla
toteuttavat yhtdloryhmén

{ g(a) =0
V(f(a)+Aigi(a)+...4+Angm(a)) =0,

miké voidaan yksityiskohtaisemmin kirjoittaa muotoon

gm(a)' =0
aaTI(f(a)+1181(a)+...+}ngm(a)) —0
2 (f@)+hgi(@) +...+Augn(a)) =0

2 (f@) +higi(@)+...+ lmgm(a)). —0

Yhtidloryhméssd tuntemattomia ovat siis vektorin a koordinaatit ay, . . ., a, sekéd luvut Ay, . . ., A,,. Tun-
temattomien méird n + m on siis sama kuin yhtildiden méaard. Optimointitehtdvén ratkaisemiseksi
ei yleensi kuitenkaan ole tarpeen tietdé lukuja Ap, ..., A, joten ne kannattaa pyrkié eliminoimaan.

Esimerkki 29. Funktiolla f(x,y,z) = x> 4+ x+y? 4 z? ei ole suurinta arvoa, vaan helposti nihdn,
ettd f saa miten suuria arvoja tahansa.

Tarkastellaan sitten f:n arvoja rajoitetussa joukossa. Valitaan side-ehdoiksi yksikkdympyri ja ta-
so x+y+z =1, jolloin siis tarkastellaan f:n @édriarvoja yksikkdympyrin ja mainitun tason leikkauk-
sessa. Side-ehdon méridviksi funktioksi voidaan tilloin valita g : R3 — R?, g = (g1, g2), missd

gi(xy,z) =x*+y" +22 -1 ja
&%, z) =x+y+z—1.

Talld tavoin midritelty joukko on kompakti (miksi?), joten f saa suurimman ja pienimmén arvonsa
tdssd joukossa.

Adriarvot 16ytyviit siis joko g:n episiinnollisisti pisteiden tai niiden pisteiden joukosta, jotka
toteuttavat yhtdloryhmin
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g1(x,y,2) =0
gz(x,y,z) =0
(f(x,y,z) +)ngl (xvyaz) +2,2g2()€,y,2)) =0
(fe,32) + Mg (x,y,2) + Aaga(x,y,2)) = 0
Z (f(x,y,z) +)~lgl (xvyvz) +/12g2(x,y,z)) =0,

R

RS

miké voidaan kirjottaa muotoon

Py 42 =1
x+y+z=1
2x+14+24x+2 =0
2y4+20y+2A2, =0
274201244 =0

Kahdesta viimeisimmastd yhtilostd seuraa 2(14+A;)(y —z) = 0, joten y = z tai A} = —1. Jilkim-
miisessi tapauksessa neljannestd yhtilostd seuraa A, = 0 ja kolmannesta taas A, = —1, mikd on
ristiriita. T4lldin siis on oltava y = z, jolloin kaksi ensimmadistd yhtilod saavat muodon
P+t =1
x+2y =1,

minki ainoat ratkaisut ovat (x,y) = (1,0) ja (x,y) = (—1,%). Ainoat pisteet, joissa f:1ld voi olla
ehtojen g (x,y,z) = 0 ja ga(x,y,z) = 0 sitoma &iriarvo, ovat siis (1,0,0) ja (—%, 2,%) seki g:n epi-
sddnnolliset pisteet. Suoraan laskemalla saadaan f(1,0,0) =2 ja f (—%, %, %) = 5. Koska tarkastel-
tava joukko (yksikkdpallon pinnan ja tason leikkaus) on kompakti, ovat ddriarvot joka tapauksessa
olemassa, joten ne ovat ndin 16ydetyissi pisteissi tai funktion g epasddnnollisissé pisteissi.

Selvitetddn sitten mahdolliset funktion g epasiddnnolliset pisteet. Funktion g Jacobin matriisi on

dg1 dg1 9g

Jdx dy dz | _ 2x 2y 2z

992 90 de | T\ 1 11 )
Jx dy Jz

[LSTV]

jonka aste on pienempi kuin kaksi tarkalleen silloin kun x = y = z. Téllaisia pisteitd ei kuitenkaan

ole joukossa, jossa g;(x,y,z) = 0 ja g2(x,y,z) = 0, joten funktion f g:n sitomiksi dériarvopisteksi

jadvit 16ydetyt: maksimi 2 pisteessé (1,0,0) ja minimi % pisteessi (—%, %, %)






Luku 2
Usean muuttujan funktioiden integraalilaskentaa

Riemann-integraalin méaritelma Differentiaali- ja integraalilaskennasta voidaan yleistdda melko suo-
raviivaisesti funktioille R" — R. Muotoa

1= [al,bl] X [a27b2] X ... X [ambn]

olevaa joukkoa sanotaan avaruuden R” viliksi ja vilin I geometrinen mitta (vilin pituuden yleistys
R":ss4d) madritelldan
[,L(I) = (bl —al) . (b2 —az) et (bn—an).
Tilld tavoin médritelty mitta esittidd pinta-alaa avaruudessa R? ja tilavuutta avaruudessa R.
Kuten reaalifunktioiden tapauksessa, voidaan kukin vili [a;,b;] jakaa osiin (kts. Differentiaali-

ja integraalilaskenta). Jos jokaiselle i € {1,...,n} D; on vilin [a;,b;] jako, sanotaan, etti D =
(D1,Da,...,Dy) on vilin I = [a;,b1] X ... X [ay,by,] jako. Jos kussakin jaossa D; on k; vilin [a;, b;]
osavilid, méirdd jako D = (Dy1,Dy,...,Dy) k=ki -ka - ... -k, kappaletta vilin I osavileji Iy, ..., I,

joiden unioni on /. Merkitdéin

m; :)}renzf(x) ja  M;=sup f(x)

Xel;

Kutakin vilin I jakoa D kohti médritelldén alasumma

k
Sp=Y m-u(l)
i=1

sekd yldsumma

k
Sp = ZM,‘ -u(L).
i=1

Samoin kuin reaalifunktioiden kohdalla, voidaan osoittaa, ettd kaikki alasummat ovat pienempid
kuin mik4 hyvinsd yldsumma ja ett jakoa tihennettidessi alasumma ei pienene eikd ylasumma kasva.

Miiritelmé 18. Funktio f : R” — R on Riemann-integroituva vililla I, jos

— infS
SLD1p§D 11% Sp,

missad D kiy ldpi kaikkien vélin / jakojen. Télloin sanotaan yldasummien infimumia (miké siis
on yhtédsuuri kuin alasummien supremum) funktion f : R” — R Riemann-integraaliksi yli vélin
I ja merkitddn

/f:/f(x1,...,xn)dx1...dx,,:/f(x)dx:supQD:infSD.
1 1 1 D 2

Usein joudutaan kuitenkin tarkastelemaan integraalia yli sellaisen joukon A C R”, joka ei ole
vili. Integrointi yli rajoitetun joukon A joka ei ole vili, kisitelldén teoreettisesti madrittelemalld uusi

25
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funktio f4 : R" — R seuraavasti:

f(x), josx €A,
0, muulloin,

Jax) = {

mink4 jalkeen funktion f integraali yli joukon A miiritellddn valitsemalla jokin joukon A sisdltidva

vili I ja midrittelemalld
/ f= / fa-
A Ji

Funktioiden f : R" — R Riemann-integraaleille pdtee samankaltainen tulos kuin reaalifunktioil-
lekin:

Lause 16. Funktio f : R" — R on integroituva yli vilin I tarkalleen silloin kun jokaista positiivilukua
€ on olemassa Viin I jako D, jolle pdtee

§D - 5 D < E.
Todistus. Helppo mutta pitka, sivuutetaan.

Tunnetusti jatkuvat reaalifunktiot ovat integroituvia, kuin myos funktiot, joilla on vain dédrellinen
madrd epidjatkuvuuskohtia (Differentiaali- ja integraalilaskenta). Vastaava tulos on voimassa myos
usean muuttujan funktioiden reaaliarvoisille funktioille, mutta tdlloin joukko, jossa funktion epéjat-
kuvuuskohtien joukko voi olla monimutkaisempi. Tétd varten maéritelldin nollamittaisuuden Kasite.
Joukon A nollamittaisuus tarkoittaa sitd, ettd A voidaan peittdd R":n vileilld, joiden yhteenlaskettu
mitta saadaan miten pieneksi hyvénsid. Tdmaé ilmaistaan tdsmallisesti seuraavassa midritelmassa.

Miiritelmé 19. Joukko A C R” on nollamittainen (eli mitdton eli Lebesgue-nollajoukko), jos
jokaista lukua € > 0 on olemassa sellainen jono I, I, I, ... avaruuden R” vileji, ettd

AC GI,,
n=1

ja

Y u) <e.

n=1

Esimerkki 30. Joukko A C R" on numeroituva, jos on olemassa bijektio f : N — A, miké puolestaan
merkitsee siti, ettd joukon A alkiot voidaan asettaa (p#dttymittomién) jonoon: A = {aj,a,a;3,...}.
Téll6in kutakin pistettd a = (ay,...,a,) kohti voidaan asettaa vili I = [a1,a1] X ... X [an,ay], joka
siséltdd vain pisteen a ja jonka mitta on nolla. Niin ollen numeroituva ja myos &ddrellinen joukko on
nollamittainen.

Esimerkki 31. Avaruuden R? suora y = x on nollamittainen, silld sen 1. neljannekseen kuuluva osa
voidaan peittdd vileilld I = [0,€] x [0,€], b = [e,e + 5] x [e,e +5]. h=[e+ §,e+ 5+ §] x [e+
£,e+5+5]. ... Tillsin vilit I, todella peittivit koko puolisuoran, sillie + 5+ 5+... + £ =¢(1 +
% + % +...+ %) tulee miten suureksi tahansa kun »n valitaan sopivasti (harmoninen sarja hajaantuu)
olipa &€ > 0 valittu miten hyvinsi. Toisaalta taas u () = €2, u(h) = g—;, u(h) = §—§, ..., josta vilien
yhteenlaskettu mitta saadaan laskettua:

s
3,0,
I
o

(3]
N

n=1

Niin saatu lauseke saadaan miten pieneksi hyvinsé valitsemalla € > O riittdvin pieneksi.

Edellisen esimerkin nollamittainen joukko on hyvin tyypillinen: Yksiulotteisessa avaruudessa
pisteet ovat nollamittaisia, kaksiulotteisessa pisteiden liséksi suorat, kolmiulotteisessa avaruudessa
myd0s tasot ovat nollamittaisia. Yleisesti ottaen avaruudessa R" kaikki “alempiulotteiset” joukot ovat
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nollamittaisia. Nédiden “alempiulotteisten” joukkojen ei kuitenkaan tarvitse olla lineaarisia osajouk-
koja, vaan my0s “alempiulotteiset pinnat” ovat nollamittaisia. Seuraava lause ilmaisee timén hieman
tasmallisemmin.

Lause 17. Olkoon m < n, U CR™ ja f: U — R" differentioituva kuvaus, jonka kaikki osit-
taisderivaatat ovat jatkuvia. Télloin f(U) on nollamittainen.

Todistus. Sivuutetaan.

Esimerkki 32. Avaruuden R” miki hyvinsi suora {r+rs |t € R} voidaan esittid reaaliakselin (yk-
siulotteisen avaruuden) R kuvana differentioituvassa kuvauksessa f(x) = r 4 xs (osittaisderivaatat
ovat vakioita ja titen jatkuvia), jolloin suorat ovat nollamittaisia, kun n > 2.

Esimerkki 33. suorakaiteen [0,27) x [0, 7) kuva kuvauksessa
f(6,0) = (cosOsing,sinOsind,cos )

on yksikkopallon pinta. Koska kuvauksen f osittaisderivaatat ovat jatkuvia, on yksikkdpallon pinta
on nollamittainen avaruuden R3 joukko.

Lause 18 (Lebesgue). Olkoon I avaruuden R" kompakti vili ja funktio f : I — R rajoitettu
funktio. Funktio f on Riemann-integroituva yli vdlin I tarkalleen silloin, kun joukko

{x €1| f on epdjatkuva x:ssdi}

on nollamittainen.

Todistus. Sivuutetaan.

Taustatietoa

Henri Lebesgue (1875-1941) oli ranskalainen matemaatikko, joka
viitoskirjatyossddn 1902 kehitti hyvin yleisen integraalikasitteen.
Insindorimatematiikan kursseissa kiytetty Riemann-integraali on eri-
koistapaus Lebesguen integraalista.

(kuva: Wikimedia Commons)

Yksi tirked Riemann-integraalin sovelluksista on mitan késitteen yleistiminen avaruuden R” vi-
lejd yleisemmille joukoille. Timi merkitsee samalla tilavuuden kisitteen yleistamist.

Miiritelmé 20. Jos vakiofunktio f(x) = 1 on integroituva yli avaruuden R” joukon A, sano-
taan, ettd A on Jordan-mitallinen ja integraalin arvoa kutsutaan joukon A Jordan-mitaksi Ja
merkitdan
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w(A) = /A dx.

Tapauksessa n = 1 puhutaan pituudesta, n = 2 pinta-alasta ja tapauksessa n = 3 tilavuudesta.

Usean muuttujan funktioiden integraaleille pitee samankaltainen tulos kuin reaalifunktiollekin.

Lause 19. Jos A C R” on rajoitettu ja f, g : A — R ovat integroituvia, on

. /A(af+ﬁg)=a/Af+ﬁ/Ag,
- hxﬂ@ﬁg@ﬂﬂh%xeAJm%Angg

/Af‘S/AIfI-

Todistus. Samoin kuin reaalifunktioiden tapauksessa, viitetyt ominaisuudet patevit dérellisille sum-
mille. Ominaisuuksien periytyminen dérellisiltd summilta integraaleille on niytettdvissd toteen peri-
aatteessa melko yksinkertaisesti, mutta yksityiskohdat vaativat tyo6ti, joka sivuutetaan. O

* Funktio |f| on integroituva ja

My0s joukko, jonka yli integroidaan, voidaan pilkkoa osiin samoin kuin reaalifunktioiden tapauk-
sessa.

Lause 20. Oletetaan, ettd jossakin avaruuden R" osajoukossa mddritelty reaaliarvoinen funk-
tio f on integroituva yli joukkojen Ay, ..., Ay, joille A;NAj on nollamittainen aina, kun i # j.
Tdlloin f on integroituva yli joukon A = A1 U...UAg ja

Af:A1f+...+Akf.

Todistus. Sivuutetaan.

2.1 Iteroidut integraalit

Funktion f: R"” — R integraali lasketaan usein palauttamalla integrointi n-ulotteisesta avaruudesta
matalampiulotteiseen tapaukseen. Téllaista palauttamisprosessia kutsutaan iteroinniksi.

Palauttamista varten tarkastellaan vektorin x = (x1,...,x,) € R" hajotelmaa x = (x1,X2), mis-
sd X1 = (X1,...,X,,) € R™ (ensimmiiset n; koordinaattia) ja X = (X, +1,...,%,) € R™ (loput ny
koordinaattia) ja n = nj + ny. Tilloin myo6s avaruuden R” suljettu vili I voidaan kirjoittaa muotoon
I} x I, missd I; on avaruuden R"! ja I, avaruuden R"? suljettu vili.

Lause 21 (Fubini). Jos [ = I} x I, kuten ylld ja f : I — R integroituva funktio. Jos lisiksi
Jjokaista x € I} kohti funktio 'y — f(X,y) on integroituva vdlin I, yli, on funktio

xazf@ww

/If=/ll (/sz(x,wdy)dx

integroituva yli vilin I ja
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Todistus. Perustuu suoraan Riemann-integraalin midritelméadn, jatetddn harjoitustehtdviksi. Huo-
mautetaan lisdksi, ettd edellisessé lauseessa voidaan X:n ja y:n roolit tietenkin vaihtaa keskendin.
O

Erikoistapauksessa, jossa f voidaan kirjoittaa muotoon f(x,y) = f1(x)f2(y), missd fj ei riipu
y:stéd eikd f> x:std, saadaan tulos, jota myo6s kutsutaan Fubinin lauseeksi.

Lause 22. Olkoot I, I}, I, ja f kuten lauseessa 21. Jos f(X,y) = f1(X)/f2(y), missd fi on in-
tegroituva yli valin Iy ja f> yli I:n, on

Jr= /Ilfl(X)dX /12f2<y>dy.

Soveltamalla n — 1 kertaa lausetta 21 voidaan integraali n-ulotteisessa avaruudessa palauttaa yh-
den muuttujan funktion integroimiseksi, mikéli tarkasteltava funktio on riittdvin sddnndllinen. Le-
besguen lauseen (lause 18) mukaan esimerkiksi jatkuville funktioille voidaan niin tehda.

Esimerkki 34. Jos I = [0,1] x [0,2] x [0,3] ja f(x,y,z) = x> 4+y* + 7%, niin

32 gl
/f = / / / (¥* +y> +2%) dxdydz
1 z=0Jy=0 Jx=0
3 o2 Ly
= / / /(fx3+xy2+xzz)dydz
z=0Jy=0 0 3

3 2 1 5 »
:/1—0/)1—0(§+y +z7)dydz
3511 3402
2/0 /(§y+§y +yz°)dz

0

310
(?—&-ZZZ)dZ

o~ v S—

10 2
(?z+§z3) =10+2-9=28.

Myds vilid yleisemmin joukon iteroitu integraali voidaan laskea samalla periaatteella. Télldin on
tosin huomattava joukon asettamat rajoitukset integraalien yla- ja alarajoille. Edellisessd esimerkis-
sd integrointimuuttujien jirjestyksen vaihtaminen ei oleellisesti muuta tehtiavda helpommaksi toisin
kuin monissa muissa tapauksissa.

Esimerkki 35. Madritetdin sen kappaleen A tilavuus, jota rajoittavat ehdot 0 <x <1, 1 <y <2 sekd
z>0jaz=4—x—y. Tilavuudeksi saadaan

2l
/ / (4—x—y)dxdy
Jy=1Jx=0

Esimerkki 36. Lasketaan funktion f(x,y) = xy integraali yli kolmion, jonka kirkind ovat pisteet
(0,0), (1,0) ja (1,1). Kolmio voidaan kattaa, kun x kidy vilin [0, 1] (ulompi integraali) ja y kuta-
kin x:n arvoa kohti vilin [0,x] (sisempi integraali). Tilloin saadaan
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1 rx 1 1 ’ I 3 1 1 4 1
= - = —x°d __/7 = —.
/0 /0 xydxdy /0 {zx ydy /0 2x y ! Sx 3

Esimerkki 37. Lasketaan paraboloidin z = 4 — x> — y? ja tason z = 4 — 2x rajoittaman joukon A tila-
vuus.

Kuvion piirtdmisen perusteella selvidd, ettd kysytyn kappaleen sisillid x-koordinaatti vaihtelee va-
1ill4 [0,2] (uloin integraali). Kutakin x:n arvoa kohti y-koordinaatti vaihtelee my®s tietyn vilin, jonka
selvittdmiseksi eliminoidaan muuttuja z: yhtdloistd nimittdin seuraa, ettd 4 — X2 — y2 =4 — 2x, siis
y? = 2x — x?. Tdmé on xy-tasossa ympyrin yhtilo, keskipisteeni (1,0) ja siteend 1; timin ympyrin
kautta kulkeva z-akselin suuntainen sylinteri siséltdd paraboloidin ja tason leikkauskdyridn. Tilloin
siis kutakin x:n arvoa kohti y:n annetaan kulkea vili [—v/2x — x2, v/2x — x2| (sisempi integraali). Lo-
puksi z:n annetaan kulkea tason ja paraboloidin vili [4 — 2x,4 — x> — y?]. Kysytty tilavuus saadaan
siis integraalista

2 V/ 2x—x2 4—x2—y?
A) = / / dzdydx
HA) . \/z;:z g W

2x x2
2 2
= —y?— (4—2x))dyd

/x 0/ -1/ 2x— xz - Y ( X)) yax

2x—x2

2 1
= / . / (2xy =y = 2y dx
=
=—v/2x—x2

4 (2
g/ (2x7x2)%dx.
0

Niin saatu integraali muuntuu sijoituksella t = x — 1 muotoon

4 rl
—/ (1-12)3 dr,
3/

miké saadaan edelleen sijoituksella # = sin & muotoon

4 3 4 8 (3 4 T
3/ ,cos 0d0 = — cos 0d0 = —
3/-z 3Jo 2
Viimeisimmin integraalin arvo saadaan osittaisintegoimalla useita kertoja tai suoraan kaavakokoel-
masta.
2.2 Sijoitus integraaliin
Seuraava lause vastaa yhden muuttujan funktion integraaliin sijoittamista.
Lause 23. Olkoot U ja V ovat rajoitettuja, avoimia avaruuden R" Jordan-mitallisia joukko-

ja ja g : U — 'V jatkuva bijektio. Jos lisiksi g:n osittaisderivaatat ovat jatkuvia ja kaikissa
pisteissd X € U funktion g Jacobin matriisin

922 (x) 982 (x) ... %2(x)
Dglx)= | 70 P

U

?;(X) a—i(x) %(X)

determinantti det(J,(x)) (ns. Jacobin determinantti) on nollasta poikkeava, on
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[ 1@y = [ fex)]dettse(x))] dx.

Todistus. Vaativa, sivuutetaan.

Esimerkki 38. Olkoon g(r,0) = (rcos8,rsin0) napakoordinaateista xy-koordinaatteihin vilittivi
muunnos ja U = (0,a) x (0,27) sekd V = {(x,y) | ¥* +y*> < @’} \ {(x,y) | x > 0,y = 0}, jolloin
g : U — V on bijektio; kumpikin joukoista U ja V kuvaa siis origokeskistd a-séteistd ympyrié, josta
on poistettu ei-negatiivisen x-akselin osuus. Funktion g Jacobin matriisi on

cosO —rsinf
sin® rcosO

Dg(r,6) = (

ja timin determinantti on det(Dg(r,8)) = rcos? @ -+ rsin® @ = r. Timi on nollasta poikkeava koko
tarkastelualueella, joten tilloin avaruuden R? jossakin osajoukossa méiritellyn jatkuvan reaalifunk-
tion integraali voidaan laskea sijoituksella

/f(x,y)dxdy:/f(rcos@,rsinG)rdrdG
14 U

2% ra
= / / f(rcosO,rsin@)rdrdd
0o Jo

On siis huomattava, etti sijoitettaessa napakoordinaattiesitys x = rcos 0, y = rsin 0 paitsi integroin-
tialue muuttuu V:std U:ksi, dxdy:n sijaan kirjoitetaan rdrd8. Tdmai on analoginen yhden muuttujan
integraaleihin tehtidvén sijoituksen x = g(¢) kanssa, jolloin dx:n sijaan kirjoitetaan g'(¢)dr. Usean
muuttujan funktioiden tapauksessa derivaattaa g'(¢) vastaa sijoitusfunktion g Jacobin matriisin J, (x)
determinantin itseisarvo |det(Jy(x))|.

Esimerkki 39. Pallokoordinaatistosijoitus. Funktion
(,0,0) — (rcos@sing,rsinOsing,rcos @) = (x,y,z)

Jacobin matriisi on

dx OJx oJx . P
gr ((999 z?;q) cosOsing —rsin@sin¢ rcoscosP
y . . . .
&2 5 | = | sin®sing rcosfsing rsme'cosd) )
9z dz 9z cos¢ 0 —rsing
dr 90 J¢

jonka determinantiksi saadaan viimeisen rivin mukaan kehittamailla

—rsin@sing rcosfcos¢ |
rcos@sin¢g rsin6cos¢

— r*sin’ ()]

1% cos® ¢ sin ¢ (— sin® @ — cos? B) — r* sin’ (cos? O + sin® H)
= —r*sin¢(cos® ¢ +sin® ) = —r?sin¢.

cosOsing —rsinOsingd
sin@sing rcosOsing

rsin@

cos ¢

cosO —sinO
sin@ cos0

—sinO rcos 6
cos@ rsinf

r? cos? Osin ¢

Kun 0 < ¢ < 7, saadaan Jacobin matriisin determinantin itseisarvoksi r sin ¢. Téten funktion f :
R? — R integrointi yli R-siteisen pallon B(0,R) voidaan suorittaa seuraavasti:

/ f(x,y,z)dxdydz
B(0,

BO.R)

T 2 R

_ / / F(rcosBsing, rsin @ cos ¢, rsin®) > sind drd0 do.
Jo=0./60=0Jr=0

oo

Esimerkki 40. Lasketaan integraalin [ = / ¢ dx arvo. Integrandille e e 16ydy antiderivaattaa
0

suljetussa muodossa, mutta Fubinin lauseen perusteella (itse asiassa sen yleistyksen perusteella)
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I’ :/0 e d)c/0 e dy:/o /0 e dxdy. (2.1

Kun tdhédn tehdddn napakoordinaattisijoitus x = rcos @, y = rsin 8, muuttuvat integroimisrajat: r :
0 —coja 0 :0— 7, seki dxdy korvataan rdrd6:lla ja siis integraali (2.1) muuttuu muotoon (huomaa
etti napakoordinaatistossa x> + y? = r?)

/7/ efrzrdrde.
6=0Jr=0

Talloin nimittdin integrandiksi on saatu e~ r, minki antiderivaatta r:n suhteen on helppo 16ytad,
2 2 . . o .
koska %e" = —2re” " . Sisempi integraali saadaan tdmin perusteella lasketuksi:

" Prdre— ) Lo 1
/Oe rdr = /2e =3
0
/] / P drde — / 7d9_47
90r0

X

Talloin

Koska I> = 7 jaintegrandi e
NG

positiivinen. Téten I = 5

on koko reaaliakselilla positiivinen, on myds integraalin arvon oltava

Esimerkki 41. Selvitd harjoitustehtdvini, miten integraalin

/we_xzdx: ﬁ
0 2

arvosta voidaan selvittdd I'(}).

Esimerkki 42. Miiritetdin sen kappaleen tilavuus, jota rajoittavat yksikkopallo x> +y* +z2 = 4 ja
sylinteri x> + y? — 2y = 0. Vaihdettaessa napakoordinaatistoon saadaan pallon yhtiloksi 2 4 z> = 4
ja sylinterin yhtéloksi » = 2sin 6. Kokonaistilavuus on neljd kertaa sen osan tilavuus, jota lisidksi
rajoittavat ehdot x > 0, y > 0, z > 0. T4ll6in tilavuus on siis

2sin®  pN/4—r2
t/ /] (/ dzrdrd
0=0Jr =0

2sin 0
/ / V4—r2rdrdd
6=0.Jr

Niin saatuun integraaliin sijoitus u = 4 — r* antaa

T4 4 rk
g/z/ \amw0=7/°@—8m§md&
0=0Ju=4cos2 6 3Jo

johon sijoittamalla v = sin 0 saadaan

16 32 /! 16 64
O 0= 222,
373 ), Uv)dv=37— 5

Esimerkki 43. Funktioiden f ja g Laplace-muunnokset ovat
/ ft)e™dt ja G(s / g(t)e ' dt.
Niiden tulo voidaan kirjoittaa muotoon
F()G() = [ e dx [ gl)e > dy
= [ [ st axay.
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Tason R? ensimmiinen neljinnes voidaan kiydi lipi kuten ylldolevassa integraalissa: Kutakin x:n
arvoa x € [0,0) kohti y kiy ldpi puolisuoran [0,c0). Tason 1. neljinnes voidaan kiydi lipi myos
siten, ettd kutakin suoran y = x pistettd (u, u) kohti kuljetaan titd suoraa vastaan kohtisuorassa oleva
janay = —x+ 2u pisteesti (2u,0) pisteeseen (0,2u). Tété vastaa sijoitus x = u+vjay =u—v (jolloin
u= %(x +y)jav= %(x —¥)) ja Jacobin matriisin determinantiksi saadaan

9x g ‘ 11
Iy

du dv

Talloin integraali saadaan muotoon

00 u
/ / Flu+v)glu—v)e s 2dvdu,
u=0Jv=—u

joka sisempiin integraaliin sijoittamalla v = w — u muuttuu muotoon

00 2u
/ / Fw)g(2u—w)e > 2dwdu.
u=0Jw=0

Kun vield ulompaan integraaliin tehdién sijoitus u = %t, saadaan integraali muotoon

/t:O /Wtzof(w)g(t —w) dwe ™ dt.

Niin saatu integraali voidaan tulkita funktion

(F28)(0) = [ F0ngle—w)dw

Laplace-muunnokseksi.

2.3 Vektorianalyysii

Vektorianalyysilld tarkoitetaan differentiaali- ja integraalilaskennan soveltamista vektoriarvoisiin
funktioihin ja oikeastaan vektorianalyysistd on ndhty jo esimerkkejd aiemminkin mm. gradienteis-
ta ja suunnatuista derivaatoista puhuttaessa. Vektorianalyysissid kiytetddn sekd differentiaali- ja in-
tegraalilaskennan ettd lineaarialgebran késitteistod. Perinteinen vektorianalyysi keskittyy kuitenkin
lihinni kolmiulotteisen avaruuden R* ominaisuuksiin.

2.3.1 Vektoriarvoisen funktion derivointi

Ajan suhteen muuttuva vektori voidaan mallintaa kuvauksella f : R — R3, jolloin siis f(r) =
(f1(r), f2(2), f3(t)) € R on tarkasteltava vektori ajanhetkelld z. Aiemmin on todettu, ettd mikili kom-
ponenttifunktiot f1, f», f3, ovat jatkuvia, on funtiolla f selked geometrinen merkitys: kun 7 kiy ldpi
jonkin reaalilukuvilin, piirtiz f(z) avaruuteen R? kiyrin. Jos lisiksi komponenttifunktiot ovat deri-
voituvia, sanotaan, ettd funktion f madrdama kdyré on siled. Tédssd luvussa tarkastellaan yleensi ti-
lanteita, joissa lisdksi komponenttifunktioden derivaatat ovat jatkuvia, jolloin sanotaan, ettd funktion
f madrddma kdyrad on jatkuvasti derivoituva.

Hieman yleisemmin voidaan tarkastella vektoriarvoista funktiota R — R”, jonka Jacobin matrii-
si on helppo médrittéd: Kyseessd on n x 1-matriisi (pystyvektori) (f](¢), f5(t), ..., f3(¢))". Télloin
funktion f Fréchet’n derivaatta pisteessi ¢ on lineaarikuvaus R — R”, joka kuvaa luvun & vektoriksi

(fi@)h, fo(0)h,.... £ ()h),

josta kéytetidin merkintid Af (r). Kyseinen lineaarikuvaus on siis avaruuden R” origon kautta kulkeva
suora, jonka suuntavektori on f'(¢). Koska
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f(t +h) —£(t) = hf (t) + |h| e(h),

voidaan todeta etti suora f(¢) + Af (t) on funktion f paras mahdollinen lineaarinen approksimaatio
pisteessd t. Suoraa
rihs, heR

missé paikkavektori r = f(¢) ja suuntavektori s = f'(r) kutsutaankin funktion f médrdéimén kiyrin
tangentiksi pisteessd t. Vektoriarvoisen funktion f : R — R" derivointi komponentteittain tuottaa siis
fn piirtdimén kdyrédn tangentin suuntavektorin.

2.3.2 Vektorifunktion kdyrdintegraali

Klassisessa mekaniikassa tyon késite ymmarretdén tulona F's, missi s merkitsee matkaa, jonka kap-

pale on siirtynyt voiman F vaikutuksesta voiman F suuntaan. Jos kuitenkin voima F' ja sen suunta

vaihtelee kappaleen siirron ajan, pitdd mekaanisen tyon kisite maéritelld laajemmin.
Yksinkertaisessa tapauksessa, jossa voima ei vaihtele ajan mukana, pitdisi mekaanisen tyon

lausekkeen olla muotoa ||F|| - ||s||, missd Fs merkitsee voiman F komponenttia liikesuunnassa s.
Komponentin F suuruus projektiona on selvitetty aiemmin (Lineaarialgebra)

B F-sS
ST 2>
|Isl]

missi F - s tarkoittaa vektoreiden pistetuloa. Téll6in

[E-s|

IEs|] = =
[Isl]

[Isll

mistd nahdiin, ettd
|[Fs|[[[s]| = [F-s]. (22)

jos halutaan sisdllyttdd tyon médritelmdidn mukaan myos suunta, voidaan itseiarvomerkit poistaa
lausekkeesta (2.2) ja todeta, etti mikéli voima F siirtdd kappaletta vektorin s verran, on tehty tyo
F-s.

Yleistettdessd mekaanisen tyon kisitettd tapaukseen, jossa kappaleen kulkusuunta ja voiman suu-
ruus vaihtelee otetaan my6s mukaan seuraavat apukisitteet: Kuvataan kdyrad, jota pitkin kappale
kulkee funktiolla y: R — R3, y = (¥1,%,73), jolloin siis () on kappaleen paikka ajanhetkelli 7.
Lisdksi kuvataan kappaleeseen vaikuttavaa voimaa funktiolla F : R3 5 R3, F= (F1,F, F3), jolloin
voimaa pisteessd y(7) on F(y(¢)).

Kiyrin y tangentin suuntavektori pisteessi 7 on (1) = (¥ (), %(t), ¥4(¢)) mikd siis on voiman
vaikutussuunta. Jos ¥ on riittdvén sddnnéllinen (esim ¥ jatkuva), pysyy ¥ (¢) lyhyelld aikavélilld
[t,t + dt] likimain samana ja tilloin kappaleen voidaan katsoa siirtyvin likimain matkan ¥/ (¢)dr.
Tilloin voiman F lyhyelld aikavililld [z,7 + dt] tekemid ty6td approksimoi lauseke

F(y(1)) Y (t)dt = Fy(v(1)) Vi (1) dt + Fa(y(1)) Yo (1) dt + F5(v(1)) 5 (¢) dt, (2.3)

ja lausekkeen (2.3) integointi yli tarkasteluvilin antaa

5]
F(y(1) -7 (t)dr. 2.4)
3l
Integraali (2.4) kuvaa siis muuttuvan voiman F tekemii tyotd, kun kappale siirtyy kdyrdéd y pitkin
pisteestd y(t) pisteeseen Y(7).
Integraalille (2.4) on aivan oma merkintitapansa ja nimi:

Miiritelmi 21 (Vektorifunktion kiyriintegraali). Olkoon 7 : [a,b] — R” siled kiiyrd ja f: R —
R", f=(fi1...,fn). Tdlloin funktion f kdyrdintegraalista pitkin kiyrdd y kdytetddn merkintid

/yf-dx:/yfldxl—i—...—i—fndxn:/bf(y(t))-q/(t)dt.

Ja
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Kiyriintegraalin méirittelevissd lausekkeessa f(y(z)) - ¥/(¢) on muodoltaan samanlainen kuin
madrittyyn integraaliin sijoitus, mikd antaa muistisdannon kdyrédintegraalin laskemiseksi.

Esimerkki 44. Olkoon y: [—1,1] — R? kiyrid y(¢) = (x(¢),y(¢)) = (¢>,£3) ja f(x,y) = (x> +y,x+y).
Lasketaan funktion f kéyriintegraali kdyrdd y pitkin.

Koska kéyrilld y on x = x(t) = ¢2, on kiiyrilld dx = 2¢ dt ja samoin y = y(¢) = t> sekii dy = 3¢% dt.
Talloin

/f- dx:/(x2+y)dx+(x+y3)dy

7/ )-2tdt + (12 + (%)) - 3t dt

J ] 1 1
11 5 4 12 6 5
- - - - —2
[1(3t +21° +5t%) dt /(4t MU )

Esimerkki 45. Olkoon y(t) = (cost,sint), t € [0,2x], jolloin ¥(0) = (1,0) = y(2x), siis ¥ on sulkeu-
tuva kdyrd (origokeskinen yksikkdympyrd). Talloin

—y X
d d
/x2+y2 x+x2+y2 Y

2

—sint . cost

= / ———————(—sint)dt + —————(cost)dt
coszt +sin%7 cos?t +sin”¢

= dt 27,
0

Kayridintegraalin midritelméastd seuraa melko suoraan seuraava lause:

Lause 24. Kdyrdintegraaleille pdtee

1. Jos kdyrdn vy pddtepiste on sama kuin kéyrdn Y alkupiste, ja yhdistettyd kdyrdd Yy, merkitddn

v:lla, on
/f~dx:/ f~dx+/f~dx.
Y N Y

2. Merkitddn —vy:lla kdyrdd, joka saadaan kulkemalla 7y lopusta alkuun. Télloin
/ f-dx:—/f~dx
-7 Y

/y(OCf—i—ﬁg)-dx:a/yf-dx—k[i/yg-dx

Jatkossa otaksutaan, ettd U on avaruuden R” kdyrdyhtendinen joukko, ts. sellainen joukko jonka
mitk tahansa kaksi pistettid voidaan yhdistdd joukkoon U sisiltyvilld kayralla.

Miiritelmé 22. Olkoon U C R”". Vektorianalyysissé funktiota U — R”, f = (f,..., f,) kutsutaan
vektorikentdiksi. Jos on olemassa funktio V : U — R jolle pitee f = VV joukossa U, sanotaan, ettd V
on vektorikentédn f potetiaali. T4lloin sanotaan myos, etti differentiaalimuoto fid; + ...+ fud, on
eksakti ja ettd sen integraalifunktio (joukossa U) on V.

Lause 25. Oletetaan, etti fidy + ...+ fnd, on eksakti alueessa U ja ettii f =VV. Jos y: [a,b] - U
on alueeseen U sisdltyvd siled kéyrd jonka derivaatta on jatkuva ja jolle y(a) = a ja y(b) =b, on

/fldxl+...+fndx,,:V(b)—V(a). 2.5)
Y

Todistus. Oletus f = VV merkitsee sitd, ettd f;(x) = aV . Tallsin
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- b
/fl dxi+ ...+ fudxy, = / f(Y(t)) ’ }/(l)dl
% a
b b
= [we)vwa= [(wer)wa
b
= /(VOY)(I) =V(y(b)) =V(¥(a)) =V (b) —V(a).

Huomautus 10. Edellinen lause sanoo, ettd mikili vektorikentilld on alueessa U potentiaali (jolloin
sanotaan my®os, ettd vektorikenttd on konservatiivinen), riippuu kéyrdintegraalin arvo vain kdyrin
padtepisteistd, eikd kdyrasti itsestddn. Esimerkiksi Newtonin mekaniikassa maan gravitaation maé-
rddma voimakenttd on konservatiivinen.

Huomautus 11. Huomaa yhtildisyys kaavan (2.5) ja Newton-Leibnizin sdéinnon

[ rwa=rw)-F ),

missd F’(r) = f(¢) vililli. Molemmat kaavat ovat itse asiassa erikoistapauksia ns. abstraktista Sto-
kesin lauseesta, jonka erikoistapauksia on vektorianalyysissé lukuisia muitakin.

Jos vektorikentén f = (fi,..., f,) potentiaalin V toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia,
v v _ 9f; ofi

- C ) i 1opite - s e
ON 3y, = Tx0% — dmdx; — ax° Tietyin edellytyksin ehto Froialy v kaikille 7, j on my®s riittdvd

potentiaalin olemassaololle.
Sanotaan, ettd alue U on tdhtimdinen, jos alueessa U on piste p, josta voidaan piirtdd alueeseen
U sisiltyvi jana mihin tahansa U:n pisteeseen. On mahdollista todistaa seuraava lause:

Lause 26. Jos U on R":n tihtimdinen alue ja f = (f1,..., fn) vektorikenttd, jonka osittaisderivaatat

ovat jatkuvia alueessa U. Jos % = TQ kaikille i, j, niin f:lld on potentiaali U :ssa.
J i

Todistus. Sivuutetaan.
Esimerkki 46. Selvitd, miksi esimerkin 45 funktiolla ei ole potentiaalia tarkastelualueessa.

Esimerkki 47. Selvitetéin, onko vektorikentilld f(x,y) = (f1,/2) = (2x+ 3y,3x + 4y) potentiaalia
R?:n jossakin alueessa. Todetaan ensiksi, etti %—j;l =3= ‘%2 ja ettd R? on tihtimiinen alue. Niin

ollen vektorikentilld on R?:ssa potentiaali V (x,y), ja timin mézrdamiseksi ratkaistaan osittaisdiffe-
rentiaaliyhtilot %—V =fija %—V = f». Osittaisdifferentiaaliyht&losti
X y

av
— =2x+3y
dx

seuraa, ettid V (x,y) = x> + 3xy 4 h(y), missi A(y) on vain y:sti riippuva funktio. Derivoimalla niin
saatu lauseke y:n suhteen todetaan, ettd

A%
3x+4y= Fr 3x+H(y),

joten /' (y) = 4y, misti h(y) = 2y + C. Titen potentiaali on
V(x,y) =x"+3xy+2y> +C,
missd C on vakio.

Esimerkki 48. Laskettaessa edellisen tehtdvin vektorikentédn kdyrdintegraalia f),f -dx yli kdyrin, joka
alkaa pisteesté (0,0) ja péittyy pisteeseen (2, 1) ei kilyrdd tarvitse méiritelld erikseen: potentiaalin
olemassaolosta seuraa, ettd kdyridintegraalin arvo riippuu vain péitepisteista ja

/f~dx:V(2,1)fV(0,0) —124+C-C=12.
Y
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2.3.3 Skalaarifunktion kiyrdintegraali

Edelld on puhuttu vain vektoriarvoisen funktion kiyridintegraaleista, kun myds skalaariarvoisen
funktion kdyrdintegraali on mahdollista médritelld luontevasti. Tarkastellaan aluksi kédyriintegraa-
lin médrittelevad lauseketta

b
[tax= [ty @ar
P ’y Ja
ja merkitddn
T= |yl Y (0),

jolloin T on kéyrin suuntainen ykkosen pituinen tangenttivektori. Jos liséiksi merkitéén ||y (¢)|| dtf =
ds, voidaan kdyrdintegraali kirjoittaa muotoon

/yf-dx;/abf-Tds=/ff-TH;/(t)H dr.

Koska T on yksikkovektori, merkitsee ylld oleva lauseke sité, ettd vektorifunktion kdyrédintegraalissa
itse asiassa integroidaan vektorifunktion f kidyrin tangentin suuntaisen komponentin skalaarikerroin-
ta ja lisiksi mukaan on otettu painokerroin || (¢)||.

Migritelmi 23. Skalaariarvoisen funktion f : R — R kéiyrdintegraali kiyrin y yli maritellddn
lausekkeella

b
Jras= [ roo)|yol|a
missé y(a) on kiyrin alkupiste ja y(b) sen péitepiste.

Tidssd yhteydessd ei kisitelld skalaariarvoisten funktioiden kdyrdintegraaleja sen tarkemmin, vaan
todetaan, ettd skalaarifunktion f = 1 kéyrdintegraali tuottaa lausekkeen

b
IOl

joka on tismélleen sama kuin aiemmin saatu lauseke kéyrin pituudelle (Differentiaali- ja integraali-
laskenta).

2.3.4 Pinta-ala

Pinta avaruudessa R? on tason R? alueen A kuva jatkuvassa kuvauksessa 7 : A — R? (tarkemmin
sanoen kyseessd on pinnan parametriesitys). Pinta on siled, mikéli f on differentioituva. Tédssd yh-
teydessi tarkastellaan lihinni sellaisia pintoja r : A — R, missi r:n osittaisderivaatat ovat jatkuvia.

Esimerkki 49. Suorakaide [0,27] x [0, 7] kuvautuu R-siiteiseksi, origokeskisen pallon pinnaksi ku-
vauksessar(60,¢) = (Rcos0sin¢,RsinOsind,Rcos ().

Esimerkki 50. Yhtélon z = f(u,v) médrddamille pinnalle saadaan parametriesitys r(u,v) = (u,v, f(u,v)).

Esimerkki 51. Ellipsoidin (£)?+ (3)?+ (£)* = 1 puolikkaalle z > 0 saadaan z = ¢ /1 — (¥)2 — (3)?

a
ja tistd edelleen parametriesitys

r(ry) = (e [1- P =(5)2).

Esimerkki 52. Edellisen esimerkin ellipsoidille saadaan my®s parametriesitys r(60,¢) = (acos 0 sin¢,bsin 0 sin@,ccos )
((6,9) € [0,27] x [0, 7))

Selvitetién aluksi, miten pinnan {r(u,v) | (u,v) € A} ala méérétdin. Tdtd varten huomataan ettid
koska ||x x y|| = ||x||||y||sin® (Lineaarialgebra), missd 6 on vektoreiden x ja y vilinen kulma,
merkitsee ||x X y|| vektoreiden x ja y médrddmén suunnikkaan pinta-alaa. Funktion  Jacobin matriisi
on
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joten funktion r Fréchet’n derivaatta pisteessid on kuvaus
(hy,h2) = hisy +hosa,
missd
s (arl ar 8;’3) . (arl ar 8r3)
= - —, — a - —= =
: ou u’ ou’ % dv’ dv’ dv
ovat pinnan tangenttitason suuntavektorit pisteessi r(ugp, vo).
Huomautus 12. Tason z = f(x,y) parametriesityksessé r(u,v) = (u,v, f(u,v)) saadaan tangenttitason
suuntavektoreiksi af af
S1 :(17077(1’{07‘}0)) ja 52:(07177(1407‘}0))
du dv

ja paikkavektoriksi (uo,vo,z0), missd zo = f(uo, vo). Selvitd miten téstd saadaan huomautuksessa 1.6
mainittu muoto.

Mikili muutosvektori (du,dv) on pieni, siirryttiessi pisteestd (u,v) pisteeseen (u+ du,v + dv)
arvioi funktion r muutosta r(u + du,v+ dv) — r(u,v) varsin hyvin lauseke dus; + dvs, (s; ja sp
ovat kuten edell) ja suorakaide [u,u + du] X [v,v+ dv] kuvautuu siis likimain suorakaiteeksi, jonka
sivuina ovat vektorit s; du ja s, dv. Tdmén suorakaiteen pinta-ala on ||s| du X sy dv||, mikd voidaan
kirjoittaa myds muotoon

dry dry dr3 dry dry dr3

G G G < G G = | 5 5

niin ollen pinnan {r(u,v) | (u,v) € A} alaa esittii integraali

Juve

Huomautus 13. Jos pinta on annettu muodossa z = f(x,y), voidaan parametriesitykselle r(u,v) =
(u,v, f(u,v)) laskea suoraan (miten?)

or \/ 2 /9f\2
= == - 1.
[Ers H (8u> (50)
Esimerkki 53. Midritetdin sen pinnan ala, jonka sylinteri x*> 4+ y> —y = 0 leikkaa yksikkopal-

lon x> +y> +z> = 1 ylemmiisti puolikkaasta (z > 0). Sylinterin yhtiilé voidaan kirjoittaa muo-

toon x> + y> — Z%y + % = % —= (- %)2 = (%)2, jolloin siis sylinterin ja xy-tason leik-

kaus on %-séiteinen ympyré A, jonka keskipiste on (0, l) Tarkasteltavaa pintaa esittda siis funktio

f(x,y) = /1 —x2—y2, missi x Ja y kulkevat yli ympyran A.
Nailld valinnoilla ’; T J a» ﬁ,uzﬂz , jolloin

H% H_\/(&u)z (%)2+1:1—ui—v2'

kysytty pinta-ala on siis

Jr

8u %Hdua’v.

A= / / e v 2.6)
(,v) 1- u2 —?
Symmetrian nojalla voidaan integroida yli ensimmadisen neljdnneksen ja siis
A=2 / / du dv. 2.7
v=0Ju=0 1 —u2—y?

Integraali (2.7) puolestaan voidaan médrittdd napakoordinaattimuunnoksella: Kun u = rcos8 ja
v = rsin 6, on sen puoliympyrin, jonka yli integroidaan, reunan yhtdlo r = sin 0 (miksi?). Talloin
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integraali (2.7) saadaan muotoon

7 sin@

—2/ /9 Ty drd® = 2/ / (=V1=r)ae

72/ V1—sin? 0—1)do = 2/ (1—cos0)d6

|
ST

2(6—sin9):2(g—1):7r—2.

Huomautus 14. Lausekkeelle Ha— X ?’ on mahdollista 16ytda my0s esitysasu, joka on kdyttokel-

poinen, vaikka parametriesitystd r(u,v) ei olisikaan mahdollista ratkaista u:n ja v:n lausekkeena.
Saattaa nimittiin olla, etti kolmen muuttujan funktio G : R® — R ja yhtilo G(u,v,w) = 0 méiritte-
levit funktion w = f(u,v), vaikka f:n lausekkeen 16ytdminen olisikin toivotonta.

Tilloin itse asiassa saadaan funktio R? — R yhdistimilld kuvaukset (u,v) = (u,v, f(u,v)) —
G(u,v, f(u,v)). Ehdon G(u,v, f(u,v)) = 0 toteutuessa on kyseinen funktio vakio ja siksi myds sen
Fréchet’'n derivaatta on nollafunktio. Fréchet’n derivaatta voidaan laskea ketjusddannon avulla: Ul-
kofunktion derivaatta (VG = (%—g, %—f, 3—3)) arvolla sisdfunktion (u,v) — (u,v, f(u,v)) derivaatta.
Matriisiesitys yhdistetyn funktion derivaatalle on siis 1 x 2-matriisi

26 26 96 (¢ 1\ _ 96 aGor 96 a6 or,
du’ v’ dw af Af T 'O0u  owou'dv  Ow v’
du Jv

ja koska niin saatu lineaarikuvaus on nollakuvaus, voidaan todeta, ettd

T T
du ILG a5 ?Tg
Talloin
af of 9 96 26
(E) (81}) +1_<§G + gz + %G
1 9G IG\? 9G\* 1 2
()2 <<‘9“) +<9V) +<<9W)> (Lg)z” Al
ja

2 = () (L) 1= vl

Sovellettaessa néin saatua esitysti esimerkkiin 53 voidaan valita G(u v,w) =u? +v> +w? — 1 ja tiistd
saadaan 9¢ = 2w seki ||VG|| = ||(2u,2v,2w)|| = 2v/u +12 + w? = 2, jolloin siis

55 l=2=v=
du” VA

2.3.5 Skalaarifunktion pintaintegraali

Miiiritelmi 24. Olkoon U avaruuden R? alue ja f : A — R reaaliarvoinen funktio ja § = {r(u,v) |
(u,v) € A} pinta avaruudessa R>. Tilloin integraalia

/%.uy)eA f(r(u,v))H% X %Hdudv
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sanotaan funktion f integraaliksi yli pinnan S.

Edellisen luvun perusteella lauseke HW X gr H toimii kertoimena, jolla kerrottuna saadaan uv-

tason du - dv-alaisen suorakulmion alasta timén yldpuolella tai (alapuolella) olevan plnnan S tangent-

titasolla olevan suunnikkaan ala ja fysiikan oppikirjoissa onkin tapana merkita ‘ ‘ X av dudv =

dA, jolloin pintaintegraali voidaan kirjoittaa muotoon

//(“AV)EA J(r(u,v))dA.
2

Esimerkki 54. Etdisyydelld r pyorimisakselista olevan pistemdisen massan hitausmomentti on mr-.
Yleisesti kappaleen hitausmomentti selvitetddn jakamalla kappale pieniin pisteméisiin massoihin ja

laskemalla yhteen osien hitausmomentit. Jakoa tihentimilld paadytiddn integrointitehtdviidn. Selvi-

tetddn R-siteisen ohuen pallonkuoren hitausmomentti (pydrimisakselina z-akseli), kun pallonkuoren

pintatiheys on p (kg/m?).

Pallonkuoren § parametriesitykseksi voidaan valita
r(u,v) = (Rcosusinv,Rsinusinv, Rcosv),

missd u € [0,27] jav € [0, ]. Télloin % = (—Rsinusinv,Rcosusinv,0) ja ‘3—5 = (Rcosucosv,Rsinucosv, —Rsinv).
Suoralla laskulla saadaan

H— X —rH = ’stinv‘ = R?sinv,
u v
kun v € [0, z]. Pallon pinnan pisteen (x,y,z) etiisyyden nelit pydrimisakselista (z-akseli) on
= 1|(x,5,2) = (0,0,2)| > = 2+,

joten kysytyn hitausmomentin lausekkeeksi saadaan

J= /p(x2+y2)dA.
S

Edelli on jo selvitetty lauseke dA:lle ja parametriesitys pinnalle, joten integaali voidaan laskea suo-
raviivaisesti:

J=p (R*cos? usin® v + R? sin® usin® v)R* sinvdv, du
v=0

T 4

= pR4/ / sin®vdvdu = pR* - 27:/ sin®vdv = pR* -2 —.

u=0 Jv=0 v=0 3
Jalkimmdisin integraali voidaan laskea osittaisintegroinnilla. Tédten

8 2 2
n PR = SR 4nRp = ZRPm

missd m = 4TR?p on pallonkuoren massa (ala kertaa pintatiheys).

2.3.6 Vektorikentin pintaintegraali

Miigritelmi 25. Jos f avaruuden R3 alueessa U miiritelty vektorikentti (siis funktio f: U — R3)
jaS={r(u,v)| (u,v) € A} pinta R?:ssa, on

r
//(u,v)eA f(r(u,v))- e ﬁdudv

vektorikentédn f pintaintegraali yli pinnan S.

Merkitddn lisdksi

n(r(u,v)) =

’31' H 181- 8r
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jolloin n(r(u,v)) on siis pisteessi r(u,v) pintaa vastaan kohtisuorassa oleva yksikkovektori. N#illd
merkinn6illd pintaintegraali voidaan kirjoittaa muotoon

/ / £(r(u,v)) - n(r(u, v)) dA, 2.8)
(u,v)€A

jolloin siis vektorikentédn pintaintegraalissa itse asiassa on kyseessd vektoriarvoisen funktion pintaa
vastaan kohtisuoran komponentin (skalaari) integrointi yli pinnan.

Tutkittaessa virtausilmiditd annetun pinnan ldpi (esim. nesteen virtaus, magneettivuo, jne.) kat-
sotaan normaalivektorin suuntainen virtaus positiiviseksi ja sille vastakkainen suunta negatiiviseksi.
Tamai tietysti edellyttdd, ettd pinta on kaksipuolinen (esim. ns. Mobiuksen nauha on yksipuolinen
pinta), jolloin voidaan sopia kumpaa puolta pidetdédn “sisdpuolena” ja kumpaa “ulkopuolena. Inte-
graalia (2.8) kutsutaankin nimelld vektorikentcin £ vuo pinnan S ldpi.

Esimerkki 55. Olkoon T (x,y,z) limpotila pisteessd (x,y,z) € W, missda W on R3:n alue. Termody-
namiikan mukaan 1dmpd siirtyy korkeammasta ldmpdtilasta matalampaan, ja 1dmmon johtumista
kuvaa ns. Fourierin laki, jonka mukaan lammon virtausnopeutta edustaa vektorikenttd F = —kVT,
missd vakio k > 0 kuvaa materiaalin limmonjohtavuutta.

Jos T(x,y,z) = x> +y*> + 2 ja pinta S yksikkopallon x?> 4 y? 472 = 1 pinta, saadaan F =
—2k(x,y,z). Pinnan ulospdin suuntautunut yksikkonormaalivektori saadaan seurauksen 1 mukaan
jakamalla funktion F(x,y,z) = x> +y? +z> — 1 gradientti normillaan, jolloin

-1
(42 +4y> +422)  (2x,2y,22) = (x,3,2)
pinnalla S. Tallsin F-n = —2k(x,y,z) - (x,y,z) = —2k(x*> +y? +z?) = —2k pinnalla S. Niin ollen

/F-ndA — /(—Zk)dA — 2k-47m = —87k.
S S

2.4 Stokesin lause

2.4.1 Greenin lause tasissa

Greenin lause on yksi Newton-Leibnizin sddnnon analogioista ja erikoistapaus abstraktista Stokesin
lauseesta. Greenin lausetta varten oletetaan, etti P ja Q ovat funktioita R*> — R ja etti P:n ja Q:n
ensimmadisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia. Tarkastellaan suorakulmiota A = [a,b] X

aQ

[c,d] ja lasketaan funktion 52 integraali timén suorakulmion yli.

/(9Q x,) dxdy _/ / Q dxdy / QO(a,y))dy. 2.9

Lasketaan sitten kdyrdintegraali ny(x,y) dy, missd 7y on suorakulmion A reuna vastapdivain kier-
rettynd. Reunoilla y = ¢ jay = d on dy = 0, joten integraaliin jd4 vain reunat x = b (y kulkeen vilin
¢ —d)jax=a (ykulkee vilind — c.)

Talloin

[t “oyar+ [“otayav= ["(0w) - 0ly)as

Huomataan siis, ettd saadut integraalit ovat identtiset:

a0 B
/Aadxdyf/dey. (2.10)

Tédsmilleen samoin voidaan ndyttdd, ettd

JaP

8 dxdy = /de (2.11)
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jolloin siis yhdistimaélld (2.10) ja (2.11) saadaan

90 op
/dex—FQdy—/A(g—a—y)dxdy.

Jos tarkasteltavana on suorakulmiota yleisempi R?:n alue, voidaan sen sisiosa jakaa suorakul-
mioihin ja Greenin lause voidaan yleistii:

Lause 27 (Greenin lause tasossa). Jos A on tason R? kiiyréiiyhtendiinen joukko ja dA sen reuna, sekdi
P ja Q funktioita, joiden 1. kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia, on

00 oP
=_Z =/ P
/A( B ay)dxdy /9A dx+ Qdy,

missd kéyrdintegraali yli joukon A reunan dA lasketaan vastapdiiviiéin.

Esimerkki 56. Lasketaan kiyrdintegraali

/xydx—yzdy
Y

yli suljetun kidyrin 7, jonka osat ovat {(0,y) |0 <y <1}, {(x,1) |0 <x<2}ja{(2\/y,y) |0<y<
1}. Greenin lausetta kiyttimilld voidaan kiyriintegraali muuttaa tavalliseksi integraaliksi yli R?:n
alueen A, jota rajoittaaa kayréa 7.

d 0
— 2 e —(— 2 -
/Mxydx y-dy /A(ax( ) = 5 () dxdy
1 2 1 1
= 7/ /ﬁxdxdy:f/ l(Z\fy)zdy:f/ 2ydy = —1.
y X 0 2 0

=0 Jx=0



