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Integraalilaskentaa

Sijoitus integraaliin

Jos f on reaalifunktio ja g sellainen kasvava ja derivoituva funktio,
ettd g(a) = o, g(b) = B, on

8 b
| fdy = [ fletigtx) o

a

Yleistys: Jos g : U — V on riittavan saannollinen bijektio, on

/ (y) dy = / F(g(x)) |det(Jg(x)] dx
1 U
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Sijoitus integraaliin

Esimerkkeja
Esimerkit 38, 39, 40, 42
Esimerkki 3.37 (J. Lahtonen)
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Integraalin sovelluksia

Kayra avaruudessa R"” on funktio v : / — R", missa
I =[a, b] C R". Merkitaan

Y(t) = (0(t); -+ 7n(2))

Kayra on siled, mikali derivaatat +/(t) ovat jatkuvia.

Kayran pituus

ds:\/dxf+...+dx§
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Kayra

Kayran pituus

_ Lb\/(‘§;)2+...+(f;)2dt
= /b \/'yi(t)2+...+’)/f,(t)2 dt

Esimerkkeja

J. Lahtonen: Esimerkit 5.6 ja 5.7.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 5 of 8



Kayraintegraali

Tangentti

Kayran ~ tangentin suuntavektori:

Y (t) = ((t), -, 7a(1))

Vektorikentan kayraintegraali

Voimavektori F, suuntavektori s, projektion avulla tyo F - s

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 6 of 8



Kayraintegraali

Maaritelma

Olkoon  : [t1, to] — R" silea kayra. Vektorikentan F
kayraintegraali kayraa ~y pitkin maaritellaan

/ttz F(~(t))-~/(t) dt.
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Kayraintegraali

(%)
/ F(’y(t))-’y'(t)dt:/F-dx:/Fldx1+...—|—F,,dx,,
Y Y

[51

Esimerkkeja
Esimerkit 44 ja 45, J. Lahtonen: Esim. 5.11

/f dx—/f dx+/f-dx
7 72

/fdx—/fdx

. /W(af%-ﬂg)-dx:aflf-dx+6/7g-dx
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