Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2024

Demonstraatio 1, 3.10.2024

1. Olkoon f(z) = 3z + 2. Laske etdisyys d(f(z), f(4)) ja ilmoita se lausekkeel-
la, joka siséltéd etdisyyden d(z,4). Miten d(f(x), f(4)) ja d(x,4) suhtautuvat
toisiinsa?

Mallivastaus:
d(f(z), f(4)) = |3z +2 — 14| = |3z — 12| = 3|z — 4] = 3d(z, 4).
d(f(x), f(4)) on siis kolminkertainen etiisyyteen d(z,4) verrattuna.

2. Olkoon f(x) = 422. Laske etiisyys d(f(z), f(2)) ja ilmoita se lausekkeella,
joka siséltdd etdisyyden d(x,2). Jos vield rajoitetaan muttujaa x siten, ettd
x € (1,3), millainen ylaraja etdisyydelle d(f(z), f(2)) saadaan?

Mallivastaus:
d(f(z), f(2)) = |42® — 16| =4 |2* — 4| = 4|z + 2| |z — 2| = 4|z + 2| d(x, 2).

Josz € (1,3), on valttamatta 3 < x+2 < b5 jasiksi d(f(z), f(2)) < 4-5d(z,2) =
20d(x, 2).

3. Jos edellisen tehtédvin rajoitetta € (1, 3) tiukennetaan muotoon x € (1.9,2.1),
millainen ylaraja etiisyydelle d(f(x), f(2)) saadaan?

Mallivastaus: Jos x € (1.9,2.1), on 3.9 < z + 2 < 4.1 ja siksi d(f(x), f(2)) <
4-4.1d(z,2) = 16.4d(z, 2).

4. Jos x on ldhelld lukua 2, on % ilmeisesti 1ahella lukua % Esita etéisyydelle

d(%, %) lauseke, jossa esiintyy myos d(z, 2). Ohje: Maaritelmét ja laventaminen.
Mallivastaus:
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5. Otaksutaan edellisessé tehtédvissd, ettd x on niin 1&helld lukua 2, ettd x >
1. Millainen arvio télldin saadaan edellisessd tehtévissid kysytylle etdisyyden

lausekkeelle?
Mallivastaus: Jos z > 1, on ﬁ = % < % Téaten
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6. Osoita, ettd z* — 502% + 2022 + 1 saadaan suuremmaksi kuin miki tahansa
ennalta annettu luku M > 0, kunhan x valitaan riittdvin suureksi.
Vihje: Kunhan 2 > 1, on * — 502° + 2022 + 1 > 24(1 — 2) (miksi?). Témén
jilkeen voidaan todeta, ettd 1 — ‘Z—O > % kunhan z on riittdvén suuri (kuinka
suuri?) Miten saadaan lopullinen johtop#&tos?
Mallivastaus: Koska 2022 +1 > 0, on z* — 5023 + 2022 + 1 > 2* — 5023 =
2(1—22). Jos z > 100, on 2 < 1 ja siksi 2*(1 — 2%) > Lz*. Kun siis = > 100,
on .

z* — 50z + 2022 + 1 > 53:4,



ja puolestaan %164 > M, kun z* > 2M, miki taas tapahtuum kun > v2M. Jos

siis > max{100, v2M }, on

2 — 5023 4+ 2022 + 1 > M.

. Olkoon f(z) = £=22=3_ Laske d(f(z),4) ja osoita, ettd timi saadaan miten
pieneksi tahansa, kunhan d(x,3) on riittdvin pieni.
Mallivastaus:
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Koska etéisyydet d(f(4),4) ja d(z,3) ovat yllaolevan yhtiloketjun perusteella
samat, on edellinen pieni, mikéli jalkimméinen on pieni.

. Selvitd funktion f(z) = sinx derivaattafunktio mééritelmaén perustuen:

sin(z + h) —sinx

/ .
r) = lim
f(z) h—0 h
z—y Tty sinx . ) )
Vihje: sinz —siny = 2sin =5 cos —5*, lim =1 ja cos on jatkuva funktio.
a:HO X
Mallivastaus:
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Viimeisin yhtédsuuruus perustuu tulon raja-arvosd&ntéon ja kosinin jatkuvuu-
teen.

. Médrité derivaattafunktio f/(z), kun f(z) = cos®z + 2zsinz + ¢*°

Mallivastaus:

f'(z) = 3cos®x - sinz + 2sinz + 2x cosz + e 322,



