Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2024

Demonstraatio 2, 10.10.2024

Huom: Vastaukset pitdd perustella ilman matematiikkaohjelmia ellei toi-
sin mainita. Ali kiiytd tekoiilyi vaan omaasi.

1. Olkoon f(zx) = 32 + 223 — 2. Perustele miksi f : R — R on bijektio. M-
ritd Df~1(3). Ohje: Kéytd kiidinteisfunktion derivointisdintod. On selvitettivi
sellainen z, jolla f(x) = 3 (miksi?) Kokeile joitain pienid lukuarvoja tdmén
yhtélon ratkaisemiseksi.

Mallivastaus: f'(z) = 15z + 622 > 0, joten funktio on kasvava (jopa aidosti,
kun = # 0). Néin ollen f on injektio. Voidaan todeta, ettd lim,_,~ f(z) = o0 ja
lim,, o f(z) = —o00 joten f saa miten tahansa suuria ja miten tahansa pienié
arvoja. Jatkuvana funktiona f saa kaikki arvot kahden saavuttamansa arvon
valiltd (Bolzanon lause lukion oppiméadristd), joten f saa kaikki reaaliarvot.
Niin ollen f on bijektio.

Kokeilemalla voidaan todeta, ettd f(1) = 3. Niin ollen
1 1 1

Df'(3) =

FO)  15-1446-12 21
2. Yhtalo
23:3y—5:ry3+y4—7:0
médrittelee jossakin pisteen (x,y) = (2,1) ympéristossa derivoituvan funktion
y = f(x). Totea ettd piste (2,1) toteuttaa yhtalon ja madrita f'(2).

Mallivastaus: Sijoittamalla yht&loon (z,y) = (2,1) voidaan suoraan todeta,
ettd tdma toteuttaa yhtalon.

Implisiittiselld derivoinnilla saadaan
622y 4223y — 5y — 1529%y +43y = 0 & (223 152> +49°)y = —622y+5y°,

josta
, —6z%y + 5y?
YT 20 1542 + 443

Sijoittamalla (x,y) = (2,1) saadaan

19

/

1) =——.

v =-15

3. Parametrimuoto {2t3 — 3t2 4+t + 1,12+ 2) | t € R} méirittelee jossakin pisteen
(x,y) = (7,6) ympéristossd derivoituvan funktion y = f(x). Maarita f'(7).
Mallivastaus: Ensiksi on selvitettdvé, milla parametrin arvolla saavutetaan pis-
te (7,6). Tami selvidd yhtaloparin

23 —3t2+t+1 = 7
t24+2 = 6.

Niéisté jalkimmé&inen yhtédlé on helpompi ratkaista, ratkaisut ovat t = +2. Vain
t = 2 toteuttaa ensimmaéisen yhtilon, joten ainoa tn arvo, jolla piste (7,6)
saavutetaan, on t = 2.



Talloin
dy e 2t

dr 9 T 612 —6t+1°

ja sijoittamalla ¢ = 2 saadaan y/(7) = li.

9%f 9?2 9%f .. 92
. Olkoon f(z,y) = 223y — bxy® +y* — 7. Laske a—z{, 87];, W@fy ja Wafx'

: . Of g2 3 9% _ 0% _ a2 2 of _
Mallivastaus: 73 = 6z7y — 5y°, 792 = 12y, BT — 6x° — 15y, oy = 223

152y? + 493, gingc = —30zy + 122, 80;8]; = 622 — 15y2.

. Olkoon f(z) = L. Mritd f™(z) kun n € {1,2,3,4,5}.
Mallivastaus: f(z) = (1 — )1, josta fl(z) = —(1 —2)"23)(~1) = (
f'(@) = —2(1-2)°(=1) = 2(1-2)7°, f"(2) = —6(1—2)"*(-1) = 6
F0) (@) = 24(1 ~ ) 75(~1) = 241~ 2)5, ja FO)(x) = ~120(1 — 2)
120(1 — )75,

. Maérita /mlnxd:c. Vihje: Osittaisintegrointi.

Mallivastaus:

1 1 1
/xlnxdaz = /x Inzdr = x2lnx—/a:2-dx
2 2 T

1 1 1
_ = 1 _ = _ - 21 -2

f
\/»
dx

Mallivastaus: Kun = = t2, on Gt = 2t, ja siksi

. Maarita dx kiyttimalld sijoitusta o = 2.

t
sm\f x—/sm2tdt—2/sint——2cost+0——2cos\/§+C.

. Maarita / ———— dx. Vihje: Etsi luentoesimerkin mukaisesti sellaiset
(x — 2)(:U +3)
luvut A ja B ettd

1 A N B
(r—2)(z+3) -2 x+3

(1)

Mallivastaus: Kertomalla yht&lo (1) tekijalla 2 + 3 saadaan

1 Az +3)
r—2  x—2

ja sijoittamalla x = —3 saadaan —% = B.

Kertomalla yhtélo (1) tekijalla  — 2 saadaan
1 A B(x — 2)
x+3 x+3

ja tdhén sijoittamalla x = 2 saadaan % = A.

+ B,

)

Niin ollen

/<+3>1<_2>d = éf(xiz—xig)dm

1 1 -2
= g(ln|x—2]—ln\m—|—3\> :gln i+3

o



. Madrita raja-arvo
e 4?1
lim ————.
z—0 T
Vihje: L’Hospitalin s&into.

Mallivastaus: L'Hospitalin sadntod kiyttamalld toistuvasti saadaan

e’ +a22 -1

i}g%) x?
e (=22) 4 2
- :lg% 43
i e (4a? — 2) + 2
z—0 1222
— lim e~ (=823 — 122
z—0 24z
. e~ (162 — 4822 + 12)
z—0 24
121
24 2

Huomautus: Vihemmalld maarilla L’ Hospitalin sddnnon soveltamisia pais-
tadn, jos toisella rivilla supistaa x:1l14.



