Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2024

Demonstraatio 3, 17.10.2024

Huom: Vastaukset pitdd perustella ilman matematiikkaohjelmia ellei toi-
sin mainita. Ali kiiytd tekoiilyi vaan omaasi.

1. Loydoksen ika ajoitetaan kaavalla T'(z) = —klnx, missd k = 8267 ja x = Nﬂo
on jaljelld olevien hiili-14 ytimien osuus. Esité lineaarinen arvio ajoitusvirheel-
le AT = T(z 4+ Ax) — T(x) kun xm virhe on Az. Kuinka suuri ajoitusvirhe
on arvion perusteella korkeintaan, kun oikea arvo z = 0,80 on mitattu viirin
arvoksi = + Az ja tiedetdédn ettd |Az| < 0,037 Téssé tehtavissd voi kiyttaa
laskinta tai matematiikkaohjelmaa ajoitusvirheen numeerisen arvion loytami-

seksi.
Mallivastaus:

AT ~T'(z)Aw,
ja koska T"(z) = —E, on

x?

k
AT ~ H IR
X

Sijoittamalla tdhin annetut lukuarvot saadaan

-0,03 = 310,013.

2 2
AT’%'S 67"A$‘§867

0,80 0,80
Néin ollen ajoitusvirhe on maksimissaan suunnilleen 310 (vuotta)

2. Etsi differentiaaliyhtélolle ¢’ = 5y ratkaisu, jolle y(0) = 2. Vihje: Luentoesi-
merkki.

Mallivastaus: Merkitddn muuttujaa symbolilla x. T&lloin differentiaaliyht&lo
voidaan kirjoittaa muotoon

/

d
Y o5& —Inly| =5<Inly| =5z +C & |y| = 7 = .
Y dx
Koska y(0) = 2 > 0 ja eksponenttifunktio saa vain positiivisia arvoja, on
C 5z

valttamittda e > 0 ja y = e“e®. Sijoittamalla = 0 saadaan 2 = €©, josta
lopulta y = 2e5*.

3. Etsi differentiaaliyhtilolle y?y’ = 3 ratkaisu, jolle y(0) = 1. Vihje: Luentoesi-
merkki. Mieti my6s millaisen funktion derivaattafunktio on y2.

Mallivastaus: Merkitdin edelleen muuttujaa symbolilla z. Téll6in differentiaa-
liyhtalo saadaan muotoon
d 1
2 (Z3) =3
7 (39) =3,
josta saadaan %y3 = 3z + C, ja edelleen y = +/9x + 3C. Sijoittamalla z = 0
saadaan 1 = v/3C, josta C' = %

4. Kiytid Newtonin menetelmid yhtilon a® + 22 — 1 = 0 likim#Asrdisen ratkaisun
loytamiseksi sellaisella tarkkudella, jossa vaikuttaa olevan 8 desimaalia oikein.
Ohje: Valitse alkuarvo siten, ettd se vaikuttaisi olevan ldhelld nollakohtaa. Tés-
sé tehtavissd voi kiyttda laskinta tai matematiikkaohjelmaa.



Mallivastaus: Iteroitava funktio on g(x) = x — @ =L~ I;ﬁigl Valitaan

esim.zg = 0 1dhtoarvoksi, jolloin

x1 = g(xp) = 0.5, x9 = g(x1) = 0.486486486486, x3 = g(x2) = 0.486389040729,
x4 = g(x3) = 0.486389035935, x5 = g(x4) = 0.486389035935, mistd voidaan
uskoa, ettd jo arvo x4 on jo ainakin kahdeksan desimaalin tarkkuudella oikein.

. Funktiolla ﬁ on pisteessd x = 0 tunnettu Taylorin kehitelm&
1
o= 4o+ +28 4. +2" 4+ 0@
Onko siis seuraava oikein kun x — 0:
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Enta onko seuraava oikein kun x — 5:

I 1
6—x 1—(x—05)

=14 (x—=5)+(z—-52+(x-5>+0(z -5

Mallivastaus: Molemmat ovat oikein. Ensimméinen on funktion Taylorin kehi-
telmd pisteessd x = 0, ja toinen Taylorin kehitelm4 pisteessd x = 5.

1
. Etsi funktiolle f(z) = (—2)(x+3)

teessé x = 0. Ohje: Kts. Demo 2 ja luentoesimerkXki.

astetta 6 oleva Taylorin polynomi pis-

Mallivastaus: Demon 2/tehtavd 8 mukaan mukaan

1 1111
(r—2)(x+3) BH5rxr—2 5x+3

Tastd saadaan
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. Etsi kosinifunktiolle viidennen asteen Taylorin polynomi pisteessd 7. Kirjoita
polynomi muodossa

7T m
CQ+C]($—§)+CQ($—§)2+...,

dlaka kerro sulkeita auki.

Mallivastaus:

2%+ 0(2")



8. Etsi funktiolle f(x) = (cosx)? astetta 4 oleva Taylorin polynomi pisteessi
x = 0. Vihje: Voit kdyttda tunnettua kehitelméai cosz = 1— %xQ + ﬁx‘l +0(29)
ja kertoa tdmén itsensd kanssa.

Mallivastaus:

(cosz)? =

9. Maéirita raja-arvo
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sin(a?) — a2

lim

x—0

Kayttamaélla Taylorin kehitelmié.

Mallivastaus:

a* + 22 + cos(a?) — *

sin(z?) — x
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