Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2024

Demonstraatio 4, 24.10.2024

1. Valitaan tarkasteluviliksi [0,1] ja funktioksi f () = e*. Valitaan lisdksi vi-
lin [0,1] jaoksi tasavilinen jako D, = {0, 1 T n, ce "—;1, 1}. Kirjoita nakyviin
lausekkeet Sp, ja Sp, ja sievenni niitd niin pitkille kuin mahdollista. Ohje:
Voit kiyttidd geometrisen summan kaavaa 1 +q+¢> +... +¢" 1 = #.
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2. Selvitd integraalin e” dx arvo edellisen tehtévin tuloksen perusteella. Ohje:
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Sopiva Taylorin polynomiapproksimaatio voi olla tarpeen lopullisen raja-arvon
madrittdmiseksi kun n — oo.

Mallivastaus: Koska lim en = € = 1, ndhdadn, ettd yla- ja alasummat

n—oo
saadaan miten tahansa ldhelle toisiaan ja téstd voidaan paddtelld ettd funk-

tio on integroituva. Integraalin arvo on yli- ja alasummien yhteinen raja-
arvo, joka voidaan ma#rittada Taylorin polynomiappoksimaation avulla: Koska
T =14z+ O(2?), on
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3. Madrita e — dt. Vihje: Voit merkitd funktion %ﬂt antiderivaattaa jol-
T )2

lain symbolilla F'(t).
Mallivastaus: Olkoon F'(t) funktio, jolle F'(t) = 82, T#llgin

/msmtdt /F ) — F(a?).
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4. MA#ritd pinta-ala, joka jid suorien x = 1, x = 3, x-akselin, ja kiyrin y = 3

valiin.
Mallivastaus: Koska 22 > 0 kun z € [1,3], saadaan pinta-ala integraalina
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5. Mairité pinta-ala, joka jid suorien x = 0, x = 2, seki kilyrien y = 22 ja y = 23
viliin.

Mallivastaus: Yht#lon 22 = 23 ainoat reaaliset ratkaisut ovat z = 0 ja z = 1.
Lisiksi 22 < 22 kun x € (0,1), mutta 2% > 22, kun = € (1,2). Kysytty pinta-
ala voidaan siksi laskea méadrittamalld ensin valilld [0, 1] kdyrien véliin ja&va
pinta-ala ja lisddmalld t&hén niiden viliin jaava ala vililla [1,2].

Kummassakin tapauksessa voitaisiin kilyrien pinta-ala laskea vihentédmélla ylem-
mén kdyrin ja x-akselin viliin jiadvisté alasta alemman kiyrén ja z-akselin vé-
liin jadva ala, mutta téalla tavoin saadaan integraalilauseke, jossa ylemman kéy-
ran lauseekkeesta on vihennetty alemman kiyran lauseke. Kysytty pinta-ala
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6. M&arita sen tasokuvion pinta-ala, joka jaa suorien x = —m, x = 7, sekd kéyrdn

f(x) = |sinz| ja z-akselin viliin.

Mallivastaus: Koska integrandi on ei-negatiivinen kaikkialla, saadaan pinta-ala
integraalina
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7. Oletetaan tunnetuksi, ettd R-siteisen ympyrin kehin pituus on 27 R. Selvi-
t4 mikd on R-sdteisen ympyrian pinta-ala seuraavalla tavalla: Sovella luennolla
mainittua Newtonin ja Leibnizin intuitiota ajattelemalla ympyréd jaettavaksi
darettémin moneen ddrettoméan kapeaan renkaaseen, joiden kaikkien keskipis-
teend on alkuperdisen ympyran keskipiste. Ajatellaan ettd kunkin renkaan le-
veys on dr. Mikj silloin on “4arettémén kapean” renkaan pinta-ala? Esitd vas-
taus integraalina, jossa integroidaan yli kaikkien “d&rettomén kapeiden” ren-
kaiden pinta-alat yhteen ja mé&iritd kyseisen integraalin arvo.

Mallivastaus: r-siteisen, dr-levyisen renkaan alan ajatellaan olevan dA = 2xr dr,
ja koko ympyrén ala saadaan integroimalla kaikkien renkaiden alat yhteen:
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8. Esiti integraalilauseke sen kappaleen tilavuudelle, joka muodostuu kun vililla
[1,M] (M > 1) méritelty kiiyrd y = 1 pydréhtdd z-akselin ympéri. Laske
tilavuus ja arvioi kuinka suuri se voi korkeintaan olla.

Mallivastaus: Py6rihdyskappaleen tilavuus on
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9. Esita integraalilauseke sen kappaleen vaipan pinta-alalle, joka muodostuu kun
valilla [1, M] (M > 1) méaéritelty kiyrd y = % pyorahtad x-akselin ympari.
(Padtyjen pinta-aloja ei lasketa mukaan, kun puhutaan vaipan pinta-alasta).
Arvioi titd integraalilauseketta ja osoita ettd pinta-ala on vahintddn 27 In M.

Vihje:
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Mallivastaus: Luennolla esitetyn mukaan kyseinen pinta-ala saadaan integraa-
lilausekkeella
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Koska joka tapauksessa % > 0, on kyseinen integraali vahintidin
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Lisipohdintaa: Edellisen tehtdvin mukaan pyorahdyskappaleen tilavuus on
rajoitettu, mutta tamén tehtavin mukaan sen pinta-ala ei ole rajoitettu, kun M
kasvaa. Miten tdm# on mahdollista? Jos pinta-ala kasvaa rajatta, pitéisi esim.
pinnan maalaamiseen kuluvan maalimadran myos kasvaa rajatta. Toisaalta taas
edellisen tehtdvian mukaan kappale voidaan kaataa tdyteen maalia rajallisella
maaralld, eiké ainakin sisépinta tulisi samalla maalatuksi?



