Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2024

Demonstraatio 5, 31.10.2024

1. Newtonin gravitaatiolain mukaan kappaleiden (massat M ja m, etiisyys s) vé-
linen voima on F' = GASI—Q”, missd G on gravitaatiovakio ja etdisyys s tarkoittaa
massakeskipisteiden vélistd etaisyytta.

Tarkastellaan tilannetta, jossa toinen kappaleista on maapallo (massa M, si-
de R) ja toinen pieni kappale (massa m), joka nostetaan tasaisella nopeudella
maapallon pinnalta korkeudelle h. Tdlloin massakeskipisteiden vélinen etéisyys
kasvaa arvosta R arvoon R+ h. [lmanvastusta ei huomioida. Kirjoita nostami-
sessa tehty tyo integraalilausekkeena ja miaaritd sen arvo. Ohje: Luento 22.10.
(3/12)

Oletetaan lopuksi ettd h on hyvin pieni R:n verrattuna. Kaytad Taylorin approk-
simaatiota saadulle lausekkeelle esittddksesi tyon likiarvon muodossa C'-m - h.
Minki likiarvon saat vakiolle C jos kiytit arvoja G = 6.6734 - 10711 rgnS

kg-s2>
M =5972-10%*kg, R = 6371 - 10> m.

Ohje: Jos tehty ty6 on laskettu oikein, esiintyy siiné lauseke % — ﬁ. Ottamalla

% vhteiseksi tekijaksi saadaan

ot
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Kaytéd tunnettua Taylorin kehitelmad sulkujen sisélla olevaan osamééralausek-

=1 -2+ O(z?) (kun = — 0) ja approksimoi jattamilld toisen

keeseen:
Ltz
asteen termi pois.

Mallivastaus: Kappaletta nostettaessa tasaisella nopeudella on nostavan voi-
man oltava yhta suuri kuin painovoima. T&lldin tehty tyo saadaan integraalina
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Sulkulausekkeelle voidaan 16ytééd Taylorin approksimaatio
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Sijoittamalla tdhin vakioiden ~, M ja R arvot saadaan

W =~ 9.8 - mh.

Huomautus: Kerrointa ~ 9.8 (yksikkd m/s?) merkitiifin yleensii symbolilla g.
Se on maapallon painovoiman aiheuttama kiihtyvyys putoamisliikkeelle 1dhelld
maan pintaa. Tehtdvissa saatu approksimaatio W =~ mgh on yleisesti kiytet-
ty kaava sille tyon mééarille, joka joudutaan tekeméidn kun nostetaan kappale
(massa m) korkeudelle h. Vaihtoehtoisesti voidaan sanoa, ettd kappaleen po-
tentiaalienergia kasvaa (likimain) méa#rédn mgh, kun se nostetaan korkeudelle
h.

. Olkoot merkinndt kuten edellisesséd tehtdvissd. Oletetaan, ettd kappale noste-
taan korkeudelle h = 5R (R on maan side). Laske tehtévé tyo sekd integraali-
lausekkeella ettéd approksimoivalla lausekkeella ja vertaa tuloksia keskendén.

Mallivastaus: Integraalilausekkeella saatu arvo on

L
R R+5R

kun taas approksimoivalla lausekkella saatu arvo on

yMm( )~ m-5,21-107J,
mg-5R~m-3,13-108J.

Lahes kymmenkertainen ero tuloksissa johtuu siitd, ettd approksimoiva lauseke
ei huomioi maan vetovoiman heikkenemistd kun kappale etddntyy maan pin-

nasta. Lisdksi on huomattava, ettd approksimaatio H% ~ 1 — x on hyva vain
kun x on itseisarvoltaan ldhelld nollaa. Tehtdvissd x = % = % = 5 on jo

melko kaukana nollasta.

. Kun valitaan aikayksikko sopivasti, voidaan vaihtovirran jannitettd kuvata
lausekkeella u(t) = @ sint, missd @ > 0 on vaihtovirran maksimijénnite. Sahko-
virran teho on p = w - 4, missé ¢ on sdhkévirta, joka puolestaan voidaan esittéia

jénnitteen avulla, kun resistanssi R on tunnettu: ¢ = .

Laske sdhkovirran keskimédrdinen teho yli aikavélin [0, 27] ja selvitd miten @
pitda valita, jotta vaihtovirran keskimi#rdinen teho vastaisi 230 V tasavirran
tehoa. Tasavirran teho méaritetdan niinikdan kaavalla P = U - I, missd U on
jénnite ja I = Y virta.

Ohje: p=u-i = “—RQ. Sijoita tdhdn jinnitteen w lauseke ja kiytd keskiarvon
laskemiseksi integraalilla kaavaa sin?t = 1(1 — cos(2t)). Jatkuvan suureen kes-
kiarvoa varten kts. luento 22.10 (2/12)

Mallivastaus: Vaihtovirran keskiméédrainen teho on

1 27 1 21 aQ SiIth a2 27 1
— tH)dt = — dt = —(1 — 2t)) d
or J, PO 27r/0 R 2R7r/0 5 (1= cos(2t)) da
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- = /(t— 5sin(2t) = - 2m = .

0

Vastaava teho tasavirralle on %, ja asettamalla lausekkeet yhtéisuuriksi saa-
daan 2 -
0]
— =—=1=V2U.
I 5 = 0 =V2U
Arvolla U = 230V saadaan u =~ 325V.



4. Selvitd suoraan midritelmisin perustuen suppenevatko seuraavat integraalit:

> 1
/ dz
9 xlnx

> 1
/ —— dz.
9 xln“z

Vihje: Antiderivaattojen etsimiseksi sijoitus z = €' voi olla kiyttokelpoinen.
Sen avulla lienee mahdollista m&arittda integraalien arvot, kun ylarajana on
M.

Mallivastaus: Tehdéin sijoitus x = et (tilldin dz = e! dt) mairddmittomiin
integraaliin:
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Niin ollen ensimméin integraali hajaantuu.

Miiritettiessi antiderivaattaa toisen integraalin integrandille sijoitus x = e

antaa
1 1 1 1 1
dx = tdt= | =dt=—+C=—— +C.
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Niin ollen
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Jalkimmaéinen integraali siis suppenee, ja sen arvo on 5.

5. Etsi sopivat vertailufunktiot ja péittele niiden perusteella suppenevatko seu-

raavat integraalit:
/ < 42
32 9, 1
1 drt+2x+1

/°° x/x + 1
——d
1

ja

3 +3r+1 .

Ohje: Supista sellaisella 2:n potenssilla, etté osoittajassa korkeimmaksi jii 2°

ja arvioi mika nimittdjassé jaa korkeimmaksi potessiksi.

Mallivastaus: Ensimmaéisen integraalin integrandia supistamalla x:114 ndhdaén,
ettd vertailufunktioksi kannattaa valita f(x) = % Taméa voidaan tidsmentid
laskemalla

T+ 2 1 2 4 2z

1
322 +2c+1 = 3a+22+1 342+ 3

oo
Néin ollen integraalilla / — dx on samanlainen suppenemiskiyttiytyminen
1 X

kuin tehtdvin ensimmdéiselld integraalilla, joka siis hajaantuu (z:n potenssi 1
nimittdjissa ei ole riittdvin suuri).



Tehtiviin toisessa integraalissa voidaan supistaa z1°, josta havaitaan, etti x1—15
on hyva lahtokohta vertailuun. Tarkemmin,
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Néin ollen integraalilla / — 5 dz on samanlainen suppenemiskayttaytymi-
€T

nen kuin tehtévéin toisella integraalilla, joka siis suppenee (x:n potenssi 1,5
nimittdjdssa on riittavan suuri).
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Mikéli integraali suppenee, maéritd sen arvo. Vihje: Suppenemisen selvittami-
seksi voi esittiid integrandin nimitt#jissd olevan lausekkeen muodossa 1 —x? =
(I —2)(1+ ) ja miettid kumpi tulon tekijoistd aiheuttaa epéoleellisuuden kun
x — 1. Voi kiiyttdd luentomonisteen huomautusta 29. Lisdvihjeend esimerkki
luennolla 16.10 (12/18).

. Selvitd suppeneeko integraali

Mallivastaus:
1 B 1
Vi—22 Vi+tz/1—2
ja tekija ei aiheuta epéoleellisuutta ylarajalla, vaan se johtuu tekijista

Vits

1
= . Koska % < 1, II lajin ep#oleellinen integraali suppenee.
Vi—z (1-2z) 27
Integraalin arvo voidaan selvittidd sijoituksella x = sint, jolloin dx = costdt ja
rajoiksi saadaan 0 ja 3:
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s
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/1 L 4 / ! dt / dt
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. Suppenevatko seuraavat sarjat:
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Vihje: Vertaa sopivaan integraaliin.

Mallivastaus: Vertaamalla tehtdvan 4 integraaleihin voidaan todeta, ettd en-
simmaéinen sarja hajaantuu ja jalkimméainen suppenee.

Huomautus: [lman integraalilaskennan tukea osasummille

M M
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annn Z

2
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olisi hyvin tyoldsté 16ytaa sellaista lauseketta, josta selvidisi miten osasummat
kiyttaytyvit, kun M — oo. Sen sijaan vastaaville integraaleille lauseke voidaan
16ytad suhteellisen vahéiselld tyolld, kuten nédhtiin tehtévissa 4.



Tam4d on yksi integraalilaskennan suomista eduista: Vaikeasti madritettavil-
le summille voidaan 16ytdéd approksimaatioita Newtonin-Leibnizin kaavaa hyo-
dyntadmalla.

. Selvitd suppeneeko sarja
> (3)
n=1

Vihje: vertaa sarjan perdkkaisid termejé ja selvitd onko niiden osaméird < ¢ <
1, kun n on kyllin suuri.

Mallivastaus: Peridkkiisten termien suhde on

(n+1Pg5m  m+1331
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Kun n — oo, tulee ”T“% miten tahansa ldhelle lukua % Jos esimerkiksi n > 10,

on L — 14 L <14 & Tallsin (2H)2L < ()% = $255 < 1, joten siis

perdkkiisten termien suhde on pienempi kuin % < 1, kun n > 10. Néin ollen
sarja suppenee.

. Madrité sarjan

n=1

summa. Ohje: Aloita tunnetusta sarjasta (geometrinen)
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ja derivoi molemmat puolet, oikea puoli termeittdin. Kerro x:114 puolittain ja
sijoita lopuksi x:n paikalle sopiva luku.

Mallivastaus: Laskemalla derivaatat puolittain saadaan
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ja tdma x:114 kertomalla saadaan

T o0
— 5 = g nx”.
(I—z)* £~

Sijoittamalla x = % saadaan

- (3)
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