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Luku 1
Johdanto

Insindorimatematiikan opintokokonaisuuden tarkoitus on esittdé perustiedot valikoiduista matema-
titkan tyokaluista, joita sovelletaan teknisilld aloilla. Tédssd osassa késitellddn differentiaali- ja inte-
graalilaskentaa.

Pohjatiedoiksi tille kurssille tarvitaan periaatteessa lukiokurssien laajan matematiikan tuntemus
tai halukkuus opiskella vastaavat asiat itsendisesti. Kdytdnnossa opiskelija pystyy omaksumaan t4-
man kurssin asiat myos lukion lyhyen matematiikan pohjalta, mutta timi vaatii huomattavasti enem-
min henkilokohtaista tydpanosta. Tukena toimii kurssi Insindorimatematiikka: Matematiikan perus-
tiedot. Osallistujien otaksutaan hallitsevan ainakin alkeellisen joukko-opin, itseisarvon kisitteen, ta-
vanomaiset polynomit, juurenoton, murtolausekkeet, potenssi- ja eksponenttimerkinnét, algebrallis-
ten lausekkeiden késittely- ja sievennyssdénnot, perusmenetelmid yhtédloiden ja epéayhtildiden rat-
kaisemiseksi, trigonometristen (sin, cos, tan), eksponentti- ja logaritmifunktioiden (e*, Inx) peruso-
minaisuudet silld tasolla kun niitd lukiomatematiikassa esitetdin.

1.1 Differentiaali- ja integraalilaskennan kehityksesti

Matematiikan historian tutkimus on osoittanut, ettd jo muinaiset kreikkalaiset, tai ainakin yksi heis-
td, Arkhimedes, tunsi integraalilaskennan suunnilleen kahdeksantoista vuosisataa ennen Newtonia
ja Leibnitzid. Erityisen huomionarvoista nykyaikaisesta ndkokulmasta on se, ettd Arkhimedeen an-
tiikkinen integraalilaskenta oli loogisilta perusteiltaan huomattavasti johdonmukaisempi kuin uutta
aikaa edustaneiden Newtonin ja Leibnitzin esitykset. Arkhimedes kykeni kehittiménsi integraali-
laskennan perusteella miérittdmiin pinta-aloja ja tilavuuksia jotka olivat aiemmin olleet tavoitta-
mattomissa. On hyvinkin mahdollista, ettd jotkut Arkhimedeen tieteellisistd saavutuksista eivit ole
sdilynyt nykypdivdin asti, mutta sdilyneidenkin toiden perusteella Arkhimedes oli selvisti antiikin
ajan merkittdvin ja yksi kaikkien aikojen merkittdvimmistd matematiikan ja tekniikan kehittdjista.

Vaikka Arkhimedes olikin todellinen uranuurtaja, on matematiikka hénekin aikojensa jilkeen ke-
hittynyt huomattavasti. Arkhimedeen tapa laskea integraaleja oli varsin tyolds ja parempi menetel-
ma saatiin vasta uudella ajalla differentiaalilaskennan myotd. Miksi Arkhimedes, liki kaksi vuosi-
tuhatta aikalaisiaan edelld oleva matemaatikko ei kehittanyt my0s differentiaalilaskentaa, jota New-
ton ja Leibnitz kayttivit aisaparina integraalilaskennalle? Newtonin ja Leibnizin 10ytimit kytkokset
differentiaali- ja integraalilaskennan vililld nimittdin osoittautuivat historialliseksi lapimurroksi in-
tegraalilaskennan ja sitd myotd luonnontieteiden kehitykselle.

Vastaus jddnee ikuisiksi ajoiksi l1dhestulkoon spekulaation varaan, mutta yksi tirkeid syy lienee, et-
td Arkhimedeen kulttuuripiirissd matematiikka perustui hyvin suurelta osin geometristen kisitteiden
varaan, ja titen negatiivisten suureiden kisite oli tuntematon. Differentiaalilaskenta edellyttdd yhti
lailla negatiivisten kuin positiivistenkin suureiden hallintaa, ja ehképé tita psykologista kynnysti ei
edes Arkhimedeen kaltainen mestari kyennyt murtamaan.

Lisdksi on syytd huomauttaa, ettd differentiaalilaskentaa edelsi, ja voisi ldhestulkoon sanoa edel-
Iytti, René Descartesin uraauurtava algebraa ja geometriaa yhdistiva tyo. Muita mainitsemisen ar-
voisia uuden ajan matematiikan pioneereja olivat Blaise Pascal ja Pierre Fermat. Integraali-ja dif-
ferentiaalilaskenta yhdessd muodostavat matemaattisen koneiston, jolla voidaan hyvin tehokkaasti
kuvata luonnontieteissd, erityisesti fysiikassa esiintyvid ilmi6itd. Jos timin koneiston oleellisimmat
piirteet pitdisi esittdd erittdin tiiviisti, voisi sanoa ettd integraalilaskenta sallii suureen kisittelemisen
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pistemadisissd osissa ja ndiden osien yhdistamisen, kun taas differentiaalilaskenta sallii suureen ja sen
muutoksen samanaikaisen kisittelyn.

Kokonaisuutena differentiaali- ja integraalilaskenta muodostui 1600-luvun jilkipuoliskolla New-
tonin ja Leibnizin téiden my&td. Newtonin motivaatio uudenlaisen matematiikan kehittamiseen lahti
tarpeesta kuvailla reaalimaailman ilmiditd kuten taivaanmekaniikkaa ja esittdd tdsmdillisesti meka-
niikassa tirke#dd kisitettd suureen muutosnopeus. Leibniz ei teoriaansa muodostaessaan korostanut
fysikaalista ldhtokohtaa. Leibnizin kidyttamid merkint6jd pidetéddn yleisesti selkedmpiné kuin New-
tonin, mutta myos Newtonin merkint6ji kdytetdédn edelleen jossain méérin fysiikassa.

Huolimatta erilaisista filosofisista ldhtokohdista Newtonin ja Leibnizin tyot johtivat samanlaisiin
matemaattisiin kisitteisiin ja ndiden myotd samanlaiseen teoriaan. Jalkikiteen arvioiden voidaan to-
deta, ettd kummankaan versio differentiaali- ja integraalilaskennasta ei tdytd nykypdivén vaatimuksia
loogisesti aukottomasta matemaattisesta teoriasta. Tama johtuu siité, ettd 1600-luvun lopulla reaa-
liluvun kasite ei ollut nykyiselld tavalla jasentynyt — koko asiaa ei ollut ollut tarpeen pohtia antiikin
aikojen jdlkeen. Newtonin ja Leibnizin aikoina puhuttiin “ddrettdmin pienistd” suureista, ns. infi-
nitesimaaleista, joiden avulla perusteltiin seki differentiaali- ettd integraalilaskennan tuloksia. Téalla
ldhestymistavalla saavutettiin merkittdvid tuloksia, mutta sen looginen hataruus havaittiin jo varhain:
Reaalilukujen joukossa ei ole infinitesimaaleja, joihin Newtonin ja Leibnizin aikainen differentiaali-
ja integraalilaskenta perustuu. Newton ja Leibniz siis perustivat tyonsé kisitteille, joista ei edes se-
naikuisen tietdimyksen mukaan voitu puhua tisméllisesti. Loogisesti tyydyttavé teoria differentiaali-
ja integraalilaskennasta saatiin vasta 1800-luvulla Cauchyn ja Weierstrassin tdiden myota.

On kuitenkin korostettava, etti Newtonin ja Leibnizin ja heiddn aikalaistensa tapa ldhestyd
differentiaali- ja integraalilaskentaa infinitesimaalien avulla on melko intuitiivinen ja helposti ym-
marrettidvi. Lisdksi infinitesimaaleja kiyttdvin lahestymistavan kautta on saatu merkittdvid tulok-
sia, jotka on myShemmin voitu tasmillisemmén ldhestymistavan puitteissa osoittaa oikeiksi. Siksi
on mahdollista ajatella, ettd epatdsmaéllisen, infinitesimaaleihin tukeutuvan idean takana olisi jokin
loogisesti tdsmillinen 1dhestymistapa ja téllainen 16ydettiinkin 1960-luvulla. Luomalla ns. epdistan-
dardin analyysin Abraham Robinson osoitti, miten infinitesimaaleja voidaan késitelld loogisesti tyy-
dyttavilld tavalla. Robinsonin tekniikka vaatii kuitenkin huomattavasti vankemman matemaattisen
pohjan kuin Weierstrassin 1800-lukulainen £-6 -tekniikka, eikd Robinsonin ldhestymistapaa siksi
kiytetd yleensd. My0s tdméin kurssin kisitteet esitetddn Weierstrassin tavalla.

Logiikan ndkokulmasta katsoen differentiaalilaskennan kehittdmiseksi tarvitsee mdadritelld ai-
noastaan yksi uusi kisite, nimittdin raja-arvo. My0s integraalilaskenta sellaisessa muodossa kuin
tiatd kurssikokonaisuutta varten tarvitaan, olisi mahdollista rakentaa timén raja-arvokésitteen péille,
mutta integraalien ominaisuuksia on helpompi ymmartidd kun kdytetddn hieman toisenlaista raja-
arvokisitettd.



Luku 2
Raja-arvo ja jatkuvuus

2.1 Raja-arvo

Jos reaalifunktio f on midritelty jollakin vililld [a,b] pistettd xo € [a,b] lukuunottamatta, voidaan
kuitenkin tarkastella miten f:n arvot kiiyttdytyvit luvun xq ldhelld. Jos f(x) kidyttdytyy siten, ettd sen
arvot “tarkkenevat” kohti lukua y kun x "tarkkenee” kohti lukua xo, sanotaan, ettd f:114 on raja-arvo
y pisteessi xg.

Differentiaalilaskenta voidaan varsin yksiselitteisesti rakentaa raja-arvon késitteen pohjalle. Kéa-
sitteen raja-arvo nykyaikaisena perustana puolestaan toimii reaalilukujen ja -funktioiden etdisyyk-
sien arviointi. Monia arviointien perustana toimii kolmioepdyhtdilo.

Ennen seuraavaa méaritelmad muistutetaan, ettd R:n alkioita (reaalilukuja), kutsutaan my®os pis-
teiksi. Myos useampiulotteisten rakenteiden (vektoriavaruuksien) R" alkioita kutsutaan pisteiksi;
nimityksen taustalla on geometrinen esitys. Usein myds minkd hyvinsd joukon alkiota kutsutaan
pisteeksi analogiaan nojautuen.

Miiritelmi 1. Pisteen xo € R avoin ympiiristé on avoin vili (a,b), joka sisdltdd pisteen xo.

Ellei toisin mainita, pisteen ymparistolld tarkoitetaan aina avointa ymparistod. Intuitiivisesti anne-
tun reaalifunktion f(x) raja-arvolla (limes) pisteessd xg tarkoitetaan sellaista lukua y, jota funktion
f(x) arvo ldhestyy, kun x ldhestyy lukua xg.

Témé voidaan tarkemmin ilmaista siten, ettéi d( f(x),y tulee pieneksi, kunhan x valitaan siten, etti
d(x,xp) on pieni. Liséksi on voitava ilmaista se, etti d(f(x),y) voidaan saada miten pieneksi tahansa
(esim. pienemmiksi kuin miké hyvénsi ennalta annettu € > 0) , kunhan d(x,xp) in riitdvén pieni
(pienempi kuin &) ja timi puolestaan johtaa seuraavaan méaritelmézn.

Mairitelmi 2 (Raja-arvo). Olkoon reaalifunktio f maéritelty jossakin pisteen xy avoimessa
ympéristossd mahdollisesti pistettd xo lukuunottamatta. Télloin

lim f(x) =y < (Ve > 0)(30: > 0)(0 < d(x,x0) < 8 — d(f(x),y) < €).

X—X()

ja sanotaan, ettd reaalifunktion f raja-arvo pisteessd xp on y € R. Raja-arvo lim f(x) =y
X—X(

voidaan merkitd myds f(x) LN .
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Taustatietoa

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) oli ranskalainen mate-
maatikko, joka saavutti merkittivid tuloksia muun muuassa
kompleksifunktioiden integraalilaskennan alalla. Cauchy aloitti
analyysin modernisoinnin esittdmilld erikoistapauksissa nykyisen
kaltaisen raja-arvon méadritelmén.

(kuva: Wikimedia Commons)

Taustatietoa

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Weierstrall) (1815-1897)
oli saksalainen matemaatikko, joka modernisoi differentiaali- ja
integraalilaskennan nykyiseen asuunsa. Muun muuassa nykKyisin
kdytetyt eksaktit raja-arvon, jatkuvuuden ja derivaatan kisitteet
ovat hdneltd perdisin. Ennen Weierstrassin toitd mainitut kisitteet
oli yleisesti perustettu enemmaén intuitiiviselle pohjalle.

(kuva: Wikimedia Commons)

/ﬂaw%% .

Raja-arvon médritelmé merkitsee siis sitd, ettd reaalifunktion f raja-arvo pisteessd xp on y € R,
jos valitsemalla x riittdvin pienestd xo:n ympéristostd (niin pienestd ettd d(x,xp) < 8) funktion f
arvo saadaan miten pieneen pisteen y ympiristdon tahansa (siis d(f(x),y) pienemmiksi kuin miké
hyvénsi positiiviluku €).

Jos halutaan funktion f arvo aina vain y:n pienempiin ympiristoon, on yleensi x valittava ai-
na vain pienemmésti xo:n ymparistostd, mikd merkitsee siis sitd, ettd luku 6 = 8, yleensd riippuu
luvusta €. Sen lisdksi on huomattava, ettd § riippuu yleensid myos pisteesti xg.

Huomautus 1. Raja-arvon midritelméssi x toteuttaa ehdon 0 < d(x,xg) < 6. Tdlldin siis aina
d(x,xp) # 0, joten x # xo. Tésté seuraa, ettd raja-arvo lim f(x) =y ei riipu arvosta f(x),
X—X(

vaan arvoista f(x), missd x # xo on pisteen xo ympdiristossd. On myos huomioitava, etti raja-
arvoa pisteessd xp ei voida midritelld laisinkaan, ellei f on médritelty jossakin pisteen xo ym-
paristossa (xo mahdollisesti poislukien).

Huomautus 2. Koska f(x) ei voi samanaikaisesti olla mielivaltaisen lihelld kahta eri lukua y; ja
yo, on raja-arvo (mikéli olemassa) vilttamattd yksikasitteinen. Muodollisesti padttely voidaan tehdd
vaikkapa seuraavasti: Tehdddn vastaoletus, jonka mukaan funktiolla f on pisteessa x kaksi eri raja-
arvoa yj ja yp. Merkitidin € = %d(yl,yz) > 0. Koska y; on raja-arvo, on d(f(x),y;) < &, kunhan
d(x,x0) < O¢. Samanaikaisesti my6s d(f(x),y2) < €. Tdmi ei kuitenkaan voi pitdd paikkansa, silld
talloin olisi kolmioepdyhtdlon mukaan
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£ = Ld0y.3) < L0, 7W) +d(F30) < (e+e) =€,

miké on ristiriita (€ < €).

Esimerkki 1. lin% (3x+ 1) =7, miké voidaan muodollisesti todistaa oikeaksi seuraavasti:
X—

d(B3x+1,7)=3x+1-7]=3x— 6| =3 |x—2| = 3d(x,2).

Téll6in siis etdisyys d(3x+ 1,7) saadaan pienemméksi kuin €, kun x valitaan niin ldheltd 2:sta, etté
d(x,2) on pienempi kuin § = £.

Esimerkki 2. Funktio f(x) = 2"1:7"1_1 on médritelty kaikkialla muualla paitsi pisteessd x = 1. raja-
arvo pisteessd x = 1 on 3, mikd ndhdddn oikeaksi seuraavalla laskelmalla: Koska 2 —x—1=
(2x+1)(x—1), voidaan tapauksessa x # 1 supistaa, jolloin saadaan

a(fw),3) = | | = [

= [2x+1-3] = [2x—2| =2]x— 1| = 2d(x,1) < &,

2% —x—1 Al ’ (2x+1)(x—1)

kund(x,1) < § = &. Toisin sanoen, arvo f(x) saadaan miten lihelle kolmosta tahansa, kun x valitaan
riittdvén ldaheltd lukua 1 (ei kuitenkaan valita x = 1).

Esimerkki 3. lin% (x> —2x+2) = 5. Téimi voidaan osoittaa oikeaksi seuraavasti:
X—

d(x* —2x+2,5) = | —2x+2 5| = |x¥* = 2x = 3| = |(x + 1) (x = 3)| = [x + 1|d(x,3).
Jos x on valittu niin ldheltd lukua 3, ettd d(x,3) < 1, on tillgin [x+ 1| = [x —=3+4| < |x = 3|+ |4| <5
ja siis

d(x* —2x+2,5) < 5d(x,3).
Télloin siis d (x> — 2x+2,5) < €, kunhan d(x,3) < min{1,£} = &.

3x% —2x+4
Esimerkki 4. lim XXt = 72, miki osoitetaan oikeaksi seuraavasti:

x——1 x—3 4

d<3x2—2x+4 9)_ 3x2 —2x+4 ( 9) 122 x— 11| [(x+1)(12x—11)
x-3 4 | x-3 470 | 4(x-3) | 4(x—3)

[12x — 11|

= ——d(x,—1).
4|x—3] (e, —1)

Jos nytx on valittu niin ldheltd lukua — 1, ettéd [x+ 1| =d(x,—1) < 1,on |12x — 11| = [12x + 12 - 23| <
12+ 12|+ =23 = 12x+1|+23 < 12423 =35 ja [x—3| = |—d+x+1| > |4 — |x+ 1] >
4 —1 = 3. Talloin

3 —2x+4 9. 35 35

d(?,—z) < ﬂd(%*l) = Ed(%*l)

jasiis d(22H %) < ¢ kund(x,—1) < min{2¢,1} = 6.

Huomautus 3. Raja-arvon miiritelma ei yleensé sovellu raja-arvon y loytdmiseen, ainoastaan

sen todistamiseen, ettd 1oydetty luku y on etsitty raja-arvo. Esimerkeissd 1, 2, 3 ja 4 raja-

arvot on loydetty kdyttamalla mielekkéédn tuntuista péattelyé: “x:n ollessa ldhelld lukua —1 on
2 (=1)2—2(— : q

lauseke % ldhelld lukua % = _?T‘ Tamén pidttelyn oikeellisuus perustel-

laan myohemmin lauseessa 3.

Esimerkki 5. Funktio f(x) = ﬁ on madritelty kaikkialla muualla paitsi pisteessd x = 2. Tdssd pis-
teessd funktiolla ei kuitenkaan ole raja-arvoa, mikd nihddin seuraavasti: Tehdédédn vastaoletus, jonka
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mukaan M = lirr% f(x) olisi olemassa. Téllin ’ﬁ -M ‘ pitdisi saada pienemmaksi kuin miki hy-
X—
vinsi positiiviluku, kunhan x valitaan riittdvin ldheltéd lukua 2. Erityisesti | ﬁ -M ’ < 1,kun |x —2|
on kyllin pieni, sanotaan |x — 2| < §; ja siksi |ﬁ —M| < 1,kun [x—2| < min{§;, W}
Kolmioepdyhtiloid ja vastaoletusta kdyttamalla

1
- M| ——-M| <1,
x2’ | |_‘x2 ‘

mistd seuraa, ettd | 5| < 1+ [M|, kun |x— 2| on kyllin pieni. Mutta edellisesté epéyhtilostd seuraa
|x —2| > —1—, miki on ristiriidassa epéyhtilon |x — 2| < min{8;, %‘M‘} kanssa. Tistd péitelldén

1+[M]°
ettd vastaoletus on viiri eiki raja-arvoa M ole olemassa.

Osa edellisen esimerkin kaltaisista tapauksista kuuluu seuraavan méaéritelmén piiriin:

Miiritelmé 3. Olkoon reaalifunktio f madritelty jossakin pisteen xo ympéristossd mahdolli-
sesti pistettd xp lukuunottamatta.

1i_>m f(x) =00 (VM > 0)(30y) (0 < d(x,x0) < Oy — f(x) > M).
X—X(0
Talloin sanotaan, ettd funktion f raja-arvo pisteessd xo on ddreton.
Raja-arvo —oo méiritelldén samoin kuin ylld, vaihtamalla epayhtild f(x) > M epéyhtiloksi
f(x) < —M. Talloin merkitidén

Jim f(x) = —eo.

Vapaammin ilmaistuna funktion raja-arvo pisteessd xo on ddreton, jos valitsemalla x riittdvan
laheltd pistettd xo saadaan funktion f arvo kuinka suureksi hyvinsid. Jitetddin harjoitustehtdviksi
raja-arvojen

lim f(x) =y ja lim f(x) = oo

X—>o00

sekd vastaavien symbolien —oo sisdltidvien raja-arvojen méirittely.

Huomautus 4. Symbolit oo ja —co eivit vastaa mitddn reaalilukua, vaan niitd kédytetddn ainoas-
tan apumerkint6ind puhuttaessa “adrettomistd” raja-arvoista, jotka on tdsmillisesti médritelty
ylla. Erityisesti ei voida médritelld sellaisia summia, tuloja tai osamaiérid, joissa symboli co tai
—oo esiintyy.

Esimerkki 6. Funktio f(x) = xLZ on midritelty aina kun x # 0. Silld on pisteessd x = 0 raja-arvo oo,
koska xiz > M kun x> < ﬁ, miké toteutuu aina, kun d(x,0) = [x—0| = |x| < ﬁ Toisin sanoen,

f(x) > M, kun x valitaan niin ldhelti nollaa, ettd d(x,0) < ﬁ = Oy.

Esimerkin 5 tapauksessa ei funktiolla pisteessd x = 2 kuitenkaan ole ddretontikéin raja-arvoa, mikd
johtuu siitd, ettd tapauksessa x > 2 lauseke ﬁ on positiivinen, kun taas tapauksessa x < 2 lauseke

)ﬁ on negatiivinen. Kummassakin tapauksessa lauseke voi itseisarvoltaan olla kuitenkin miten suuri
tahansa.

Miiritelmé 4. Olkoon reaalifunktio f mééritelty jollakin avoimella vélilld (xo,b).

lim f(x)=y< (Ve >0)(38 > 0)((0 < d(x,x9) < 0) A (x> x0) = d(f(x),y) < €).

xX—x0+

Talloin sanotaan, ettd funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessd xo on y € R. Tétd mer-
kitdsn my6s symbolilla f(xo+)
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Oikeanpuoleisen raja-arvon midritelmé poikkeaa siis raja-arvon méiéritelmésta vain siiné, ettd
pisteen xo ympéristossi tarkastellaan vain sellaisia funktion f(x) arvoja, joissa x sijaitsee xo:sta kat-
soen oikealle, siis x > xo. Analogisesti méiritelldéin vasemmanpuoleinen raja-arvo lim f(x) =y

X—=X0)—

ja merkitddn f(xo—). Oikean- ja vasemmanpuoleiset direttomit raja-arvot méiritellidn ilmeiselld
tavalla.

Esimerkki 7. Osoitetaan, ettd f(x) = ﬁ oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessd x = 2 on oo ja ettd va-
semmanpuoleinen raja-arvo samassa pisteessd on —eo. Valitaan tétd varten positiiviluku M. Oikean-
puoleisen raja-arvon mérittimistd varten tarkastellaan lukuja x > 2, jolloin x — 2 = |x — 2|. Tillgin
epayhtilo ﬁ > M pitee tarkalleen silloin, kun

1
—2=Ix-2|=d(x,2 —
x |x—2| (x, )<M,

joten raja-arvon médritelmissi esiintyviksi luvuksi voidaan valita 8y = ﬁ Néin ollen lim =

x—=24+x—2
OO'

Vasemmanpuoleista raja-arvoa oikeaksi osoitettaessa on néytettiva toteen, ettd lausekkeen x%z

arvo voidaan saada pienemmaiksi kuin mika hyvinsé luku —M, missd M on kuinka suuri positiiviluku
hyvénsi, kunhan x valitaan riittdvin laheltéd lukua 2, siten, ettd x < 2. Oletetaan siis, ettid x < 2, jolloin
d(x,2) = |x—2| = 2 — x ja epiyhtilod ﬁ < —M on yhtépitivi epiyhtilon —(x —2) < ﬁ kanssa,
miké puolestaan voidaan kirjoittaa muotoon d(x,2) < i Lauseke ﬁ tulee siis pienemmiksi kuin
—M, jos x < 2 valitaan siten, ettd d(x,2) < ﬁ

Tarkastellaan seuraavaksi raja-arvojen laskusiintoja.

Maiiritelmé 5. Funktio f on rajoitettu joukossa I jos on olemassa sellainen positiiviluku M,
ettd | f(x)] < M aina, kun x € [.

Lause 1. Jos funktiolla f on ddrellinen raja-arvo A pisteessd xo, siis im f(x) = A, niin silloin
X—X(
funktio f on rajoitettu jossakin pisteen xo ympdaristossd.
Todistus. Raja-arvon midritelmdn mukaan d(f(x),A) saadaan miten pieneksi tahansa, kunhan x
valitaan riittdvin ldheltd xg:aa. Erityisesti etdisyys d(f(x),A) < 1, kun d(x,xp) < 8;. Jos siis
d(x,xp) < 01, on
() — Al = d(f(x),4) < 1.

Kolmioepéyhtilon mukaan |f(x)| — |A| < |f(x) — A, joten siis

f@ =A< [f(x) —A[ <1,

kunhan d(x,xo) < 6;. Néin ollen
If()] <Al +1

kun xo on x:n sellaisessa ympéristossd, ettd d(x,xp) < 8;. O

Lause 2. Jos ILm f(x) =A >0, on olemassa sellainen xo:n ympiiristo 1, etté f(x) >4 > 0 aina kun
X—X(0
xel

Todistus. Raja-arvon miritelmén perusteella on olemassa sellainen § > 0, etti | f(x) —A| < 4 aina,
kun x € (xp — 8,x0 + &). Nyt vili (xo — 8,x0 + §) voidaan valita kysytyksi ympéristoksi, silld

WAl <b= A cfw-a<tsw>t
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Lause 3. Olkoon lim f(x) = A, lim g(x) = B ja ¢ € R. Seuraavat raja-arvojen laskusddnnot
X—X(

pdtevdt: e
1. lim x = xp.
2. xl::lo cf(x)=cA
3. hm( (x) +e(x ))
4. hm L (f(¥)g(x)) =
Lo flx) A
5. Jos B # 0, niin xllgclo % 3

7 niin lim g(f(x)) =z

X—X0

6. Jos lim f(x) =y ja hmg( )
X—X0

Todistetaan nidistd esimerkin vuoksi 4 ja jatetddn loput harjoitustehtiviksi.
Todistus.
d(f(x)g(x),AB) = |f(x)g(x) —AB| = |f(x)g(x) — Bf (x) + Bf (x) — AB|

< [f(¥)g(x) = Bf(x)| + [Bf (x) —AB| = [ f(x)| |g(x) — B| + [B[[f(x) —
= |f(x)|d(g(x),B) + [Bld(f (x),A).

Koska lim f(x) = A, tulee d(f(x),A) miten pieneksi tahansa, kunhan x valitaan kyllin ldhelti x:aa,
X—X0

erityisesti d(f(x),A) < 2‘%‘ kun d(x,x0) < O p, joten jilkimmiinen yhteenlaskettava saadaan miten
pieneksi hyvénsi valitsemalla x riittivén ldheltd xo:aa. Edellisen lauseen mukaan |f(x)| < |A] + 1,

kunhan d(x,xo) < 0.
Koska lim g(x) = B, tulee d(g(x),B) miten pieneksi tahansa, kunhan x valitaan kyllin 1dheltd
X—X0

Xo:aa, erityisesti d(g(x),B) < m kun d(x,x0) < 8¢ 4. Jos siis d(x,x0) < 8 = min{S¢ g, 1, 0¢.4},
niin
d(f(x)g(x),AB) < |f(x)|d(g(x),B) + [B|d(f(x ) A)
€
< (|A‘+1)2(\A\+1) +|B| 2|B\ =¢.
(]

Edellinen lause perustelee sen, ettd rationaalifunktioiden raja-arvo on sama kuin funktion arvo
sellaisissa pisteissd, missd nimittédjd ei tule nollaksi. Adrettdmien raja-arvojen kohdalla ei vilttdmaitta
saada yleisid laskusddntojd.

1 1 1
Esimerkki 8. lim — = oo, limx =0, hmx =0, hmx =0, mutta raja-arvoa hm — -x=lim —eiole
x—0 X 7 x—0 —0 —0 —0 X x—=0 X

1 .
olemassa, lim — - ¥ =liml= 1 ja lim —x* =limx=0.
x—0 X x—0 x—0 X x—0
Esimerkki 9. Selvitetiin lausekkeen S0 kéytt’ciytyminen, kun x léhestyy nollaa. Kun 0 < x < 7, on
geometrlsen kuv10n (piirrd) perusteella 5 smxcosx < 2x <1 5 tanx, misti 1 5 sinx:11d jakamalla saadaan
cosx < 2~ < L ja edelleen cosx < $0¥ < _L_ Alemmln on todettu ettd kosini on kutistava

anx COosx X cosx”

funktio, siis d (cosx 1) <d(x,0). Kiyttamalld liséksi Lausetta 3 voidaan péitelld ettd

Six lahestyy lukua 1 kun x ldhestyy nollaa
X

Kisittelemittd jaivit vield arvot x < 0, mutta koska @ = SIY hami eivit muuta edellisti

johtopaitosta.
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Matlabiin on ohjelmoitu tyokaluja myds raja-arvojen madrittimiseen. T#lloin tulee huolehtia
siitd, ettd symbolisen laskennan paketti on asennettu ja ettd tarvittavat symbolit médritelldin
syms-komennolla

>> syms x

>> limit (sin (x)/x,x%x,0)

ans =

1

1imit-komennossa ensimmiinen paikka on varattu funktiolle, toinen muuttujalle joka ldhes-
tyy kolmannessa paikassa ilmaistua arvoa. Raja-arvot ddrettomyydessé ja toispuoleiset raja-
arvot lasketaan seuraavien esimerkkien mukaan.

) xlOO
lim
x—oo X
>> 1limit (x~100/exp (x),x,1inf)
ans =
0
>>
lim :
=2—x—2

>> limit (1/(x-2),x%,2,’left’)
ans =
—inf

>>

2.2 Jatkuvuus

Maidritelméan mukaan funktion raja-arvo pisteessd xo ei riipu milldén tavoin funktion arvosta tissi
pisteessd, vaan madrdytyy funktion arvoista pisteen xoy ympiristossd. Aiemmin kuitenkin jo néhtiin,
ettd esimerkiksi rationaalifunktioiden raja-arvo on sama kuin funktion arvo tarkastelupisteessi, mi-
kili funktio on kyseisessd pisteessd midritelty. Yleisesti funktiota sanotaan jatkuvaksi pisteessd x,
mikili sen raja-arvo yhtyy funktion arvoon.

Mairitelmé 6. Olkoon reaalifunktio f midritelty jossakin pisteen xo ymparistossd. f on jat-
kuva pisteessi xp, jos lim f(x) = f(xo).
X=X

Raja-arvon miiritelmén mukaan funktion jatkuvuus pistessd xg voidaan kirjoittaa seuraavaan
muotoon: Funktio f on jatkuva pisteessi xg, jos jokaista positiivilukua € kohti on olemassa sellainen
positiiviluku 8 = &, etti

d(f(x), f(x0)) < €, kun d(x,x9) < 9.
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Reaalifunktion jatkuvuus pisteessd x( pitdd siis sisdllddn seuraavat asiat: 1) funktion tulee olla
madritelty pisteessd xo ja jossakin sen ympdiristdsséd ja 2) funktiolla tulee olla raja-arvo pisteessi
Xo ja 3) raja-arvon pisteessd xg tulee yhtyd funktion arvoon tisséd pisteessd. Nédin ollen jatkuvuus
pisteessd xo merkitsee intuitiivisesti ajatellen siti, ettd arvo f(x) tulee miten ldhelle tahansa arvoa
f(x0), kun vain x valitaan kyllin liheltd x(:aa.

Esimerkki 10. Médritellddn reaalifunktio f : R — R seuraavasti:

l .
_ E,Josx;«éZ
U { 0, josx=2.

Niin madriteltynd f on koko R:ssd mdidritelty reaalifunktio, mutta kuten esimerkissid 5 nihtiin, ei
funktiolla f ole raja-arvoa pisteessd x = 2. Tdten funktio f ei myoskdin voi olla jatkuva pisteessd
x = 2, eikd tilanne muutu miksikdin, vaikka f méadriteltdisiin toisin pisteessd x = 2.

Esimerkki 11. Palataan esimerkin 2 funktioon ja laajennetaan sen maéritelmédi asettamalla

2,9 .
Flx) = %,]osx;«é 1
3, josx=1.

Niin saatu funktio on jatkuva pisteessid x = 1, silld lin} f(x) =3 = f(1). Itse asiassa sama funktio
X—

olisi saatu médrittelemélld f(x) = 2x+ 1, mistd voidaan todeta ettd f on jatkuva kaikissa muissakin
pisteissa.

Miiritelmé 7. Funktio f on jatkuva vdlilld I, jos f on jatkuva jokaisessa I:n pisteessa.

Esimerkki 12. Olkoon f : R — {0, 1} méiritelty seuraavasti:

[ 1,josxeQ,
flx) = {O muulloin
Funktio f ei ole jatkuva missdcn pisteessi xo, silld jos xo € Q, on f(xo) = 1jad(f(xo), f(x)) =1 ai-
na, kun x ¢ Q, ja tillaisia pisteitd x 16ytyy miten laheltd pistettd xo hyvinsi. Siis edes d(f(xo), f(x)) <
1 ei voi toteutua, vaikka d(xo,x) olisi miten pieni hyvénsi. Samoin todetaan, etté f ei voi olla jatkuva
misséin pisteessd xo € R\ Q.

Tunnetusti esimerkiksi polynomifunktiot ovat jatkuvia koko R:ssd. Jatkuvista funktioista saadaan
uusia jatkuvia funktioita esimerkiksi rationaalisin operaatioin.

Lause 4. Olkoot f(x) ja g(x) jatkuvia joukossa I. Télloin myds f + g, ja fg ovat jatkuvia jou-
kossa I ja Jé on jatkuva joukossa I\ {x | g(x) = 0}. Lisdksi f o g on jatkuva mddrittelyjoukos-
saan.

Todistus. Seuraa lauseesta 3. O

Itse asiassa voimassa on myos huomattavasti laajempikin tulos (jonka todistus myos sivuutetaan).

Lause 5. Kaikki alkeisfunktiot (katso mddritelmd kurssilta Insinoorimatematiikka: Matematii-
kan perustiedot) ovat jatkuvia mddrittelyjoukossaan.
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Analogisesti toispuoleisten raja-arvojen kanssa voidaan mééritelld toispuoleinen jatkuvuus

Miiritelmé 8. Olkoon f méiritelty jollakin vililld [xo,b) ja lim f(x) = f(xo). Télloin sa-

X—Xx0+
notaan, ettd f on oikealta jatkuva pisteessd xo.

Miiritelmé 9. Olkoon f méiritelty jollakin vililld (a,xo] ja Lim f(x) = f(x0). Talloin sa-
X—x0—

notaan, ettd f on vasemmalta jatkuva pisteessd x.

Esimerkki 13. Madritellddn f paloittain seuraavasti (kuva 9):
2

. X, josx <0,
f(x){x+l,josx>0.

5 it 3

Kuva 2.1 f(0) =1, liI('gl f(x)=1ja 1in01 f(x) = 0. Funktio f on siis pisteessd x = 0 oikealta jatkuva mutta vasem-
x—0+ x—=0—

malta epdjatkuva.

Téllsin f(0) = 1, lim f(x) =1 ja lim f(x) =0, joten funktio f on pisteessd x = 0 oikealta
x—0+ x—0—

jatkuva mutta vasemmalta epdjatkuva.

Matlabissa voidaan itse maaritellyt funktiot kirjoittaa ns. M-tiedostoiksi (valikoista file — new
— M-file). Esimerkin 13 funktio (kutsutaan sitd nimelld e s im) voidaan mééritelld seuraavasti:

function y = esim(x)

% ESIM on paloittain maaritelty funktio,

% lineaarinen, kun x>0 ja nelidllinen muutoin.

if (x>=0)

y=x+1
else y=x"2
end;






Luku 3
Derivaatta

3.1 Derivaatan maaritelma

Differentiaalilaskennan peruskisitteisiin kuuluva derivaatta voidaan saavuttaa monella tavalla, mut-
ta kaikkein yleispitevin on nikemys, jonka mukaan derivaatta edustaa monimutkaisen, epélineaari-
sen suureen likimadrdistysta eli approksimaatiota yksinkertaisemman, lineaarisen avulla. Lineaari-
suus tdssd yhteydessé viitta ensimmaiisen asteen polynomifunktioon. Kun k € R on vakio, on muotoa
T (h) = kh oleva lineaarinen funktio erittiin yksinkertainen reaalifunktio, ja derivaattakisite voidaan
perustaa tdminkaltaisiin (lokaaleihin) approksimaatiohin.

Approksimaatiota varten tulee kuiten selvittdd joitakin yksityiskohtia. Ensinndkin funktioille
T(h) = kh pitee aina T(0) = 0, miki ei tietenkdén pdde kaikille reaalifunktioille. Lisiksi on sel-
véd, ettd lineaarinen funktio ei voi approksimoida mitd hyvinsi f funktiota kaikkialla, vaan yleensd
on tarpeen kiinnittii jokin tarkastelupiste x, jonka ympaérilld funktiota approksimoidaan. Funktiota f
tarkasteltaessa on télloin hyodyllistéd valita uusi muuttuja 4, jonka suhteen piste x edustaa origoa, siis
siirtyd tarkastelemaan pistettd x + 4. TAma merkitsee sité, ettd funktion x — f(x) sijaan tarkastellaan
funktiota & — f(x+ h). Téstd tulee vield siirtdd pystysuoraa koordinaattia vastaava piste origoon,
miké merkitsee sité, etté tarkasteltavaksi tulee funktio g(h) = f(x+ h) — f(x), jolle g(0) = 0. Nyt
g edustaa alkuperiistd funktiota, mutta uuden muuttujan ja lisiyksen — f(x) ansiosta piste (x, f(x))
vastaa siirretyssd koordinaatistossa pistettd (h,g(h)) = (0,0), siis tarkastelu on siirretty origoon ja
funktiolle g haetaan lineaarista approksimaatiota.

Esimerkki 14. Olkoon f(x) = x? ja tarkastellaan titd funktiota pisteessi (2, f(2)) = (2,8). Siirros
origoon merkitsee siti, ettd f:n sijaan tarkastellaan funktiota g(h) = f(24h) — f(2) = (2+h)> —23.

Miiritelmé 10. Pisteen x ymparistossa madritelty reaalifunktio f on derivoituva pisteessi x,
mikdli on olemassa sellainen k € R ja jossain nollan ympéristossd médritelty reaalifunktio
€(h), etti

f(x+h)—f(x)=k-h+e(h)-h

ja funktiolle £(h) pitee }llirr(l) e(h) = €(0) =0.
—

Esimerkki 15. Tarkastellaan funktiota f(x) = x> pisteessid x = 2. Talldin
FQ4h) —f2)=(2+h)> =23 =2343.22h 4320 + 1® — 2> = 12h + (6h + h®)h.

Kun merkitiin €(h) = 6k 4 h?, huomataan, etti lim (k) = 0. Tillsin funktio 7 (h) = 124 on etsitty

h—0
lineaarinen approksimaatio funktiolle f(2+ %) — f(2), siis f on derivoituva pisteessd x = 2.

Esimerkki 16. Olkoon f(x) = x*. Tillsin

fx4h) —f(x) = (x+h)> =3 =X +32h+3xh> +1° — X3
= 3%h+ (3xh+h*)h = 3x°h +e(h)h,

17
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missd on merkitty £(h) = 3xh+h?. Tilloin & (h) toteuttaa derivaatan miiritelmin ehdot limy, o £(h) =
£(0) = 0, joten f(x) on derivoituva pisteessi x, ja f(x) = 3x°.

b
T

=]
=
T

Kuva 3.1 Funktion f(x) = x> lineaarinen approksimaatio pisteessd x = 2.

Huomautus 5. Edellisen mdéritelmén oikealla puolella esiintyvid funktiota T (h) = kh sanotaan
funktion f(x+ h) — f(x) lineaariseksi approksimaatioksi ja kyseessé on siis origon kautta kulkeva
suora. Derivaatan késittdminen lineaarisena approksimaationa avaa keinot derivaattakésitteen yleis-
tamiseen usean muuttujan funktioille.

Kun £ # 0, voidaan kirjoittaa

fO+h) - f(x)

p =k+e(h), 3.1)

mistd saadaan valittomasti vaihtoehtoinen muoto derivaatan maéritelmalle:

Lause 6. Pisteen x ympdristossd mddritelty reaalifunktio f on derivoituva pisteessd x, mikdli
on olemassa sellainen k € R, ettdi

o S ) = 1)

=k.
h—0 h

Huomautus 6. Méiritelmi 10 ja Lause 6 ovat matemaattisesti yhtépitivit ja johtavat tismaélleen sa-
maan derivoituvuuden kisitteeseen. Lause 6 on usein kéyttokelpoisempi derivaatan arvon laskemi-
seksi, mutta Midritelma 10 on yleistyskelpoisempi, erityisesti kun ryhdytéén tarkastelemaan usean
muuttujan funktioita kurssikokonaisuuden myohemmissi osassa.

Huomautus 7. Kun raja-arvo oletetaan tunnetuksi ja perusteiltaan hallituksi késitteeksi, ei derivaatan
kisite periaattessa vaadi mitddn uutta perustavaa laatua olevaa matemaattista innovaatiota. Kyse on
ldhinnd tunnetun rakenteen jasentelystd ja soveltamisesta. Néin ollen voidaan katsoa, ettd differenti-
aalilaskenta voidaan perustaa raja-arvon kisitteen varaan.

Huomautus 8. Derivaatan mééritelmén k ja €(h) yleensd riippuuvat pisteesti x.

Huomautus 9. Yhtdlon 3.1 osaméérad kutsutaan erotusosamdidirdiksi.
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Miiritelmé 11. Jos f on derivoituva pisteessd x, sanotaan madritelméan 10 lukua k funktion f
derivaataksi pisteessi x ja merkitddn k = f(x).

Huomautus 10. Derivaatan miiritelma saatiin tarkastelemalla funktion f mahdollisimman hyvia li-
neaarista approksimaatiota, joten on selv, ettd f’(x) on funktion kuvaajan pisteen (x, f(x)) kautta
kulkevan sivuavan suoran eli fangentin kulmakerroin. Suoran y = kx kulmakerroin k kuvaa suoran
kasvunopeutta, joten

derivaattaa f’(x) voidaan pitidé funktion f kasvunopeutena pisteessi x.

Lause 7. Pisteessd xo derivoituva funktio on myos jatkuva pisteessd x.

Todistus. Suoraan derivaatan madritelmista seuraa kolmioepdyhtilod kéyttien, ettid

d(f(x),f(x0)) = |f(x) = f(x0)| = |k(x—x0) +&(x —x0)(x —x0)|
< [k| |x —xo| +|€(x —x0) | [x — xo]
= (|k[+[&(x —x0)|)d (x,x0)-

Koska limy,_,0 €(h) = £(0) = 0, on erityisesti |€(x —x¢)| < 1, kun d(x — x0) = |x — xo| < ;. Tilldin
siis

A (0). 1)) < (K + D(x0) < (K1) 5 = e

kun d(xg,x) < min{‘kfﬁ,&}. O

Mairitelmé 12. Jos f on derivoituva (avoimen) vilin / jokaisessa pisteessd, sanotaan, ettd f
on derivoituva vélilld /. Funktiota x — f’(x) sanotaan f:n derivaattafunktioksi. Derivaatta-
funktiosta kiiytetdin my6s merkintdd Df (x), Dy f(x), % f(x), ‘;—{c ja mikéli merkitddn y = f(x),
myos merkinnit % jay' ovat tavallisia. Jos tuntemattomia on useita ja ainoastaan x:n muutosta

tarkastellaan, kiytetddn osittaisderivaattamerkintaa ’;—f

Historialliselta kannalta Leibnitzin merkinta % ansaitsee erityistd huomiota. Ennen differen-
tiaalilaskennan modernisointia oli tapana ajatella, ettd dx merkitsee “ddrettomin” pientd (in-
finitesimaalista) lisdystd muuttujaan x ja dy puolestaan “infinitesimaalista” muutosta funktion

y = f(x) arvossa. Titen Z_y = w ajateltiin puolestaan “infinitesimaalien” osamazrak-
X X

si. Nykyisessd (standardimuotoisessa) differentiaalilaskennassa merkintda % ei tulkita osa-
madrdksi, vaan kyseessid on vain derivaatan merkintitapa.

Esimerkki 17. Merkinnin % ja osittaisderivaattamerkinnin a—i ero on siind, ettd muuttujan riippues-

sa edelleen toisesta muuttujasta ei merkinnissi % derivointia uloteta riipumattomaan muuttujaan.
Jos esimerkiksi f(x,y) = x*>+y? jaedelleen y = 3x%, on ‘;—f =2x, mutta L f(x,y) = L (x?+(3x?)%) =
% (x? +9x%) = 2x + 36x°.

Esimerkki 18. Olkoon f(x) =x~! = }( joukossa R\ {0} midritelty funktio. T#lléin
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X —f(x)
firl A _1< 1 l)z_x(lerh)

x+h x

h h

)

kun 4 # 0. Lauseen 6 ja raja-arvon laskuséiantdjen mukaan télloin on

1 1

flx)=1

N N
70 x(x+h) x2

3.2 Derivointisdantoja

Tarkalleen ottaen derivaatta merkitsee funktion derivaattaa jossakin pisteesséd, mutta melko yleisesti
derivaattafunktiota kutsutaan myos derivaataksi. Derivointi puolestaan merkitsee derivaattafunktion
madrittamista.

Derivointi suoraan miiritelméédn perustuen on varsin tyoldstd, ja siksi kannattaa johtaa derivointi-
sddntojd joiden avulla derivointi onnistuu systemaattisemmin. N#it4d sddntojd on koottu matematiikan
taulukkokirjoihin.

Lause 8 (Vakiofunktion derivaatta). Jos funktio f(x) = ¢ on vakio viilillé I, niin f'(x) =0
valilla 1.

Todistus. Lauseen 6 mukaan

plitee

Todistus. Perustuu suoraan derivaatan madritelmién tai lauseeseen 6 ja raja-arvon laskusdintoihin.
Todistetaan esimerkiksi tulon derivointisddnto ja jatetddn summaa koskeva siint6 harjoitustehtiavik-
Si.

Suoralla laskulla ndhdéin, ettid

fx+h)glx+h) — f(x)g(x)

h
_ Sath)gx+h) = f(x)glx+h) + f(x)glx+h) — f(x)g(x)
h
— f(x+hl’)l_f(x)g(x+h)+f(x)g('x+hl?l_g(x)’
mistd raja-arvon laskusidinnot antavat

h—0 h

Lause 10 (Ketjuséénto). Olkoon f(x) derivoituva vdlilld I ja g(x) derivoituva vililli f(I).
Tdlloin g o f on derivoituva vililld I ja
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Todistus. Funktion f derivoituvuudesta seuraa, ettd f(x+h) — f(x) = f'(x)h+ hes(h). Kun merki-
tdén hy = f'(x)h+ heg(h), saadaan suoralla laskulla

8(fx+h) —g(f(x)) = g(flx+h) = fx) + f(x)) — g(f(x))

= g(f(x)+ f'(x)h+hep(h) —g(f (x)) = g(f (x) +h1) — g(f(x))

& (F)h +higg(hy) = g'(f (x)) (f (x)h + hey () + hi g ()
:g'(f(X)) F' @)+ hg'(f(x))ep(h) + higg ().

Viite seuraa tistd suoraviivaisesti (harjoitustehtavd). 0O

Huomautus 11. Jos merkitidn y = f(x) jaz = g(y) = g(f(x)), saadaan ketjusdannolle helposti muis-
tettavissa oleva esitys

dz dz dy
dx dy dx’
Esimerkki 19. Funktio x — ﬁ on kuvausten x — f(x) ja x — 1 yhdiste, joten ketjusddnnon ja
esimerkin 18 perusteella
d 1 1,
= f'(),

dx f(x)  f(x)?
mikéli f(x) # 0 tarkasteltavalla vililla.

Lause 11 (Osaméirén derivointi). Olkoot f(x) ja g(x) derivoituvia viililli I ja lisciksi g(x) #

0 tailléi vilillé. Téllgin
d f(x) _ f'(x)elx) — f(x)g'(x)
dx g(x) g(x)? '

Todistus. Tulon derivointisddnnon ja esimerkin 19 mukaan

dfx) d
dxg(x) — dx

_ f’(X)g(x) —f(x)g' (x)
g(x)? '

Lause 12 (Potenssifunktion derivointi). Olkoon k € 7. Tdlloin

Sy e
dxx

Todistus. Jos k = 0, on kyseessi vakiofunktio x? = 1 ja viite pitid paikkansa Lauseen 8 perusteella.
Jos k > 0, voidaan kidyttdd Newtonin binomikaavaa, jonka mukaan
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k k
(x4 h)k —xF =2 4 <l)xklh+ (2>xk2h2+...+hk—xk
k
=k Th+ (2)xk2h2+...+hk

k
=k T h <2>xk_2h1 4R

&(h)

.. S . h—0 . . .
Ylldolevasta lausekkeesta nidhdéin, ettd €(h) 700 = €(0), joten derivaatan arvo on muuttujan A
ensimmiisen asteen esiintymin kerroin kx*~!.

Jos k < 0, on —k > 0 ja tarkasteltava funktio voidaan kirjoittaa muotoon f(x) = (%)’k. Loppu
jétetddn harjoitustehtaviksi. O

Lause 13 (Kianteisfunktion derivointi). Jos f on injektiivinen jossakin pisteen x ympdris-
tossi I, derivoituva pisteessd x ja etti f'(x) # 0. Talléin kédnteisfunktio f~' on derivoituva

pisteessi y = f(x) ja

Todistus. Titetdin todistus funktion f~! derivoituvuuden perustelemisen osalta vajaaksi ja osoite-
taan vain ettd mainittu sddnto on voimassa. Koska f : I — R on injektio, on f : I — f(I) bijektio ja
siis kaznteisfunktio f~! : f(I) — I on midritelty. Lisiksi pitee £~ (f(x)) = x aina, kun x € I, joten
yhdistetyn funtion derivointisdint6d soveltamalla saadaan

S () =1.
Viite seuraa tdstd suoraan kun muistetaan, ettd y = f(x). O

Huomautus 12. Kaidnteisfunktion derivaatalle saadaan muistisdaanto

dx
o T

Trigonometristen funktioiden derivointisddntojd varten tarkastellaan ensin lauseketta

1 1 h h cos(x+1)sin’
—(sin(x + h) —sinx) = 7 -2cos(x+ E)Sini = ( hz) 2 120, cos.
2

Viimeisin raja-arvo perustuu kosinifunktion jatkuvuuteen sekéd Esimerkkiin 9.

Muille trigonometrisille funktioille derivointisdéinnot seuraavat suoraviivaisesti tastd, esimerkiksi
kayttimalld identiteettid cosx = sin(x+ 7). Eksponenttifunktion derivointia varten taas pitdd tarkas-
tella lauseketta

&t — -1
h B h

3.2
=0 h (3-2)
mutta tdtd ei voida ndyttad toteen tdimén kurssin tiedoilla. Yhtédlon 3.2 osoittaminen oikeaksi edel-
Iyttdisi itse asiassa eksaktia méadritelméa luvulle e, eikd tdamikéddn yleensi olisi helpoin reitti ekspo-
nenttifunktion derivointisdinnon oikeaksi todistamiseksi.

Seuraavia derivointisdéintoja ei siis tdssi yhteydessi todisteta yksityiskohtaisesti:
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d

. %" SInXx = COSX,
* 77 COSX = —sinx,
o Lov=e".

X

Logaritmin derivointisdanto
1

d 1
> %lnx—x

puolestaan seuraa eksponenttifunktion ja kdanteisfunktion derivointisddnnosti (harjoitustehta-
vi).

Huomautus 13. Potenssifunktion derivointisdintod %x“ = ax®~! pitee vaikka o ei olisikaan koko-
naisluku (harjoitustehtivi)

Esimerkki 20. Lasketaan

d sinx  cosx-cosx—sinx- (—sinx) 1 2
—tanx = — = 5 = 5 =1+tan"x
dx dx cosx COS* X COS* X

Esimerkki 21. Miiritetdan

d
— arctanx.

Yhtilostd
arctan(tanx) = x

saadaan puolittain derivoimalla
Darctan(tanx) d (tanx) =1
r x)— (tanx) =1,
dx

josta
1

Darctan(tanx) = Trams
an®x

Merkitsemilld y = tanx ndhdéén, ettd

Darctany = L

3.3 Parametrimuodossa olevan ja implisiittifunktion derivointi

Reaalifunktio voidaan antaa myos parametrimuodossa f = {(x(¢),y(¢)) | ¢t € [}, missd x,y: I — R
ovat reaalifunktioita. TAma merkitsee sité, ettd f(x(r)) = y(¢) vililld . Jos x'(¢) on nollasta eroava
vililld 1, saadaan yhdistetyn funktion derivointisdannon perusteella

josta x'(¢):114 jakamalla saadaan

Huomautus 14. Parametrimuotoisen funktion derivaatalle saadaan muistisdantd

/ dy %
f(x):azg-

dt
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Esimerkki 22. Olkoon f = {(cost,sint) | t € [0, 7]} yksikkympyrin yldpuoliskon parametriesitys.

d o
se17ses / g smt cost 1
Téllsin f/(x) = F = S = anr
dt

Huomautus 15. Ylldolevaan esimerkkiin liittyen voi olla valaisevaa selvittdd lauseke tant:lle x:n
avulla, kun tiedetdén, ettd x = cost.

Tietyt sdannollisyysehdot (ei késitelld tdssd yhteydessd) toteuttava kahden muuttujan funktio
F(x,y) midrittelee yhtilon F (x,y) = 0 kautta funktion: y voidaan ratkaista x:n avulla: y = f(x) (vaik-
ka varsinaista lauseketta ei aina saataisikaan). Kyse on télloin implisiittisesti mairitellystd funktiosta.

Yhtilon F(x,y) = 0 oikea puoli on vakiofunktio, joten sen derivaatta on nolla. Vasenta puolta
derivoitaessa on otettava huomioon, ettd y = f(x) ja kéytettivi ketjusdéantod kun derivoidaan y:td
sisdltidvid termejé.

Esimerkki 23 (Implisiittimuotoisen funktion derivointi). Yksikkoympyrin yhtilo x> +y? — 1 =
0 madrittelee funktion y = f(x) kun rajoitetaan x € [—1,1] jay > 0. Kirjoittamalla tdmi muo-
toon x> + (f(x))> — 1 = 0 ja derivoimalla puolittain saadaan

21+ 2f () f (x) =0,

mistd voidaan vield ratkaista f/(x) = — 2% = —%.

Esimerkki 24. Oletetaan tunnetuksi, ettd yhtdlo
P 2x2y — 4xy2 + 3y4 =37

médrittelee derivoituvan funktion f jossakin pisteen (1,2) ympéristdssi. Lasketaan f7(1). Implisiit-
tiselld derivoinnilla saadaan

302 4+ dxy +2x%y — 4y* — 8xyy +12y%y =0,

johon sijoittamalla (x,y) = (1,2) saadaan

5
3—1—8—&—2)/—16—16y’+96y’:O<:>—5+82y/20(:>y’:@.

3.4 Useampikertaiset derivaatat

Olkoon f jollakin vililld derivoituva reaalifunktio. Jos my®s funktio f’ on derivoituva jollakin vélil-
14, voidaan tietysti puhua myos funktion f’ derivaattafunktiosta. T#td kutsutaan funktion f kaksin-

2f ,
kertaiseksi derivaattafunktioksi ja merkitizin D” f(x), f”(x), ;—; (x), 4 d]; o ja 3—2.

Jos edelleen f” on derivoituva, saadaan vastaavasti kolminkertainen derivaatta, jne. Funktion f

n-kertaisesta derivaatasta kiytetdin merkintoja D7 f(x), £ (x), % f(x), d d{cﬁx ) ja Z;ﬁ

Kaksin- ja useampikertaiset osittaisderivaatat merkitian seuraavasti: Ut it B o il tai D2 f
J p Cox2? ayax, axay, 8y2’ xJ

Dy, f, Dy f ja Df f. Osittaisderivoinnin jérjestys saattaa toisinaan vaikuttaa derivaatan arvoon. Téten

. .. 2 2 . .. .. .. .. esee .. . . . . . . LEET IR .
voi olla, ettd % #* gTafy' Osoittautuu, ettd riittdvin sadnnollisille funktioille derivointijédrjestys ei
kuitenkaan vaikuta useampikertaisten osittaisderivaattojen arvoon.

Esimerkki 25. Dsinx = cosx, D?sinx = — sinx, D3sinx = —cosx ja D*sinx = sinx.

3.5 Antiderivaatta ja sen méarittiminen

Derivointisddntd % (x) = g(x), joka esittdd f:n derivaattafunktion voidaan lukea myds oikealta
vasemmalle, jolloin se esittdd g:n antiderivaatan.
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Miiritelmi 13. Funktio F(x) on f(x):n antiderivaatta, jos F'(x) = f(x). Antiderivaattaa kut-
sutaan my0s nimelld kantafunktio, primitiivifunktio ja mddrddmdton integraali.

Esimerkki 26. Jos n > 1, niin %x" = nx"~! misti seuraa etti % ﬁx”“ = x" aina, kun n > 0. Till5in
siis ﬁx”“ on funktion x” (n > 0) antiderivaatta.

Jos C on vakio, ja F(x) on funktion f(x) antiderivaatta, on - (F(x)+C) = LF(x)+ 4C =
f(x)+0= f(x), ja siis myds F(x) -+ C on funktion f(x) antiderivaatta. Niin ollen antiderivaatta ei
ole yksikisitteinen, vaan muita antiderivaattoja saadaan lisdimalld vakio johonkin antiderivaattaan.
Myohemmin ndhdién, ettd kaikki tietyn funktion antiderivaatat saadaan lisddmalld vakio johonkin
antiderivaattaan.

Funktion f(x) antiderivaatoista kiytetdéin merkintdd
/f(x)dx =F(x)+C,

ja tissd merkinndssa funktiota f kutsutaan integrandiksi. Merkintaa / f(x) dx kutsutaan my6s funk-
tion f mddrddmadttomdksi integraaliksi, mutta sen suhteen tulee olla huolellinen, silld se ei viittaa
yhteen ainoaan funktioon F (x), vaan joukkoon funktioita F (x) + C, missd C on miké hyviinsi vakio.

Huomautus 16. Olkoon I jokin avoin reaalilukuvili. Vililld [ jatkuvien reaalifunktioiden joukkoa
merkitiin symbolilla C°(I) ja C'(I) merkitsee niiti vlilld I médriteltyji reaalifunktioita, jotka ovat
derivoituvia ja joiden derivaatta on jatkuva vililld /.

Tillsin derivointi médrittelee funktion C'(I) — C°(I), mutta antiderivaatta relaation C°(I) —
C'(I), joka ei ole funktio.

Edelldmainituista derivointisddnnoistd saadaan helposti seuraavat sdédnnot, joita kutsutaan in-
tegrointisddannoiksi

1
. /xl"dx:n_'_—lx"“—i—C, josn# —1
. /—dlenx+C

X
. /sinxdx:—cosx+C

J /cosxdx:sinx+C
. /exdx:ex—FC

Lisdd integrointisddntdjd 10ytyy matematiikan taulukkokirjoista.
Yleisesti ottaen antiderivaatan eli madradméttomin integraalin 10ytdminen on hankalampaa kuin
derivaattafunktion 16ytdminen. Derivointisddannoistéd seuraa kylld suoraan muun muuassa se, etti

/cf(x)dx:c/f(x)dx
ja

/ () Al = / e / 7 3.3)

Toisaalta taas ei ole mitdiin derivointisddntdd, josta suoraan seuraisi muoto esimerkiksi antideri-
vaatalle

[ rswax.
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Jos funktiosta ei ndhdd suoraan, ettéd se on jonkin toisen funktion derivaatta, on antiderivaatan 1oyt4-
miseksi kuitenkin olemassa kaksi tekniikkaa, joita voidaan soveltaa.
Osittaisintegrointi perustuu tulon derivointisdantoon

%(f (¥)8(x)) = f'(x)g(x) + f ()8’ (x),

josta seuraa, ettd funktion f’(x)g(x)+ f(x)g'(x) erds antiderivaatta on f(x)g(x). Timi toteamus
voidaan kirjoittaa muotoon

/ (f'(x)g(x) + f(x)g'(x)) dx = f(x)g(x),

mistd yhtélon (3.3) perusteella seuraa, etti
/ f(x)g(x)dx = f(x)g(x) — / f(x)g (x)dx. (osittaisintegrointi)

Esimerkki 27. Mééritetddn [Inxdx ja titd varten kirjoitetaan g(x) = Inx, f(x) = x, jolloin f’(x) = 1
ja siis
d 1
/lnxdx = /lnx—x =xlnx— / —-xdx=xlnx—x+C.
dx X

Esimerkki 28. Médritetdédn [ xsinxdx.
. d .
/xsmxdx = /xd—(—cosx) dx = —xcosx— /(—cosx) dx = —xcosx+sinx+C
b
Esimerkki 29. Médritetidn [ x*e* dx.
2 x 2 d X 2 x X 2 X d X
xe'dx= [ x*—e'dx=x"¢" -2 [xedx=x"¢"—2 [ x—e"dx
dx dx
= x2e" —2(xe* — /exdx) = 12" —2xe* + 2+ C.

On suositeltavaa tarkistaa antiderivaattojen mééritys derivoimalla.
Sijoitus mddrddmdittomdcn integraaliin perustuu yhdistetyn funktion derivointisddntoon: Merki-
tddn %F (x) = f(x), jolloin .,
27 (8(0) = f(g(t)g' (@),

mistd saadaan antiderivaattaa koskeva sdinto
[ Fe0)g' 0 = Fg(0) +C. (sjoitus)

Antiderivaatta / f(x)dx voidaan siis laskea suorittamalla sijoitus x = g(), jolloin dx integraa-

lissa korvataan g'(¢) dr:114. Tarkoituksena on tietysti valita sellainen sijoitus, ettd uusi integraali on
helpommin laskettavissa kuin alkuperiinen. Lopuksi palataan alkuperdiseen muuttujaan x sijoituk-
sellat = g~!(x). Kysymys siiti, miten sijoitettava funktio pitiisi valita ei ole mitenkéin suoraviivai-
nen ratkaistavaksi, eikd mitddn yleispatevad saantod olekaan. Tarkeimméit sijoitustyypit on kuitenkin
lueteltu matematiikan laitoksen kaavakokoelmassa.

Jotta tarvittavat operaatiot olisi mahdollista suorittaa, tulee funktiolle g asettaa joitakin sadannolli-
syysvaatimuksia, kuten esimerkiksi ettd g on aidosti monotoninen ja g’(¢) jatkuva. Kuitenkaan ni-
hin ehtoihin ei kidytdnnossi tarvitse yleensi kiinnittdd huomiota, silld lopputuloksen voi tarvittaessa
tarkistaa derivoimalla.

1
Esimerkki 30. Médritetdin / de. Tehdiin sijoitus x = v/5sint, jolloin % = /5cost ja
5—x°)2
madrddmiton integraali saa muodon
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1 1 1 1 1
/73 dx:/i3 \Gcostdt:f/—dtzftant+c.
(5—x2)3 53 cos3t 5/ cos?t 5

Sijoittamalla tdhén takaisin alkuperdinen muuttuja saadaan

1 1
[—a-l e
(5—x2)2 SV5—x?

3.6 Rationaalifunktion antiderivaatta

Palautetaan mieleen, etté rationaalifunktiolla tarkoitetaan muotoa f(x) = f;(—)f; olevaa funktiota, jossa

p(x) ja g(x) ovat polynomeja. Antiderivaatan

px)
q(x)

madrittiminen derivointisdantoihin perustuen ei ole suoraviivaista, silld titd varten pitdd 16ytad deri-
vointisdantojd, jotka tuottavat tulokseksi osamédirin. Téllaisia ovat mm.

d 1 nf’(x)

dx f(x)"  fx)]

d f'(x)
o 1] =
dx nf('x) f(.x)
1
b a arctanx = )5274—1
4x+3 1
Esimerkki 31. dx = — C
yHmertit /(2x2+3x—1)2 * 2x2+3x—1+
Esimerkki 32. Lasketaan / Txl dx. T4td varten voidaan kirjoittaa
X
3x § 2x
2+l 2x241
joten
3x 3 2

Esimerkki 33. Lasketaan
L
/ 1 de—d TR ),,,+C]osn7é1
(x—a) In(x—a)+C josn=1

1
—d
/x2—2x—|—5 .

Nimitt4jallé ei ole reaalisia nollakohtia, mutta nelioksi tiydentamailld saadaan

Esimerkki 34. Lasketaan

— 172
x2—2x+5=x2—2x+1+4:(x—1)2+4:4((x2 ) +1).
Kun sijoitetaan = -1 < x = 27 + 1, saadaan integraalin arvoksi

I xe
~ arctant +C = - arct c.
/ 2x+5 /4t2+1 2/r2+1 arcan+ e T

Muita menetelmié rationaalifunktion antiderivaatan etsimiseksi esitetdéin kurssin seuraavilla osil-
la tarpeen mukaan. Ne perustuvat péadsadntoisesti rationaalifunktion pilkkomiseksi sellaisiin osiin,
joihin voidaan soveltaa ylldolevia periaatteita.







Luku 4
Differentiaalilaskennan sovelluksia

4.1 Differentiaalilaskennan viliarvolause

Merkittavi osa derivaattafunktion ja alkuperiisen funktion yhteyksistd voidaan johtaa differentiaali-
laskennan viliarvolauseesta, mikd puolestaan seuraa helposti ns. Rollen lauseesta

Lause 14 (Rollen lause). Olkoon f jatkuva vdlilld [a,b] ja derivoituva vililli (a,b). Jos
f(a) = f(b), niin valilléii (a,b) on ainakin yksi sellainen piste &, jolle péitee f'(&) = 0.

Todistus. Jos f on vakiofunktio, kelpaa miki hyvinsi piste & € (a,b). Jos f ei ole vakio, saa f joko
suurempia tai pienempii (tai molempia) arvoja kuin f(a) = f(b). Tarkastellaan tapausta, jossa f saa
suurempia arvoja kuin f(a) (toinen tapaus on samankaltainen ja sen tarkastelu sivuutetaan).

On mahdollista niyttii toteen, etté jatkuvalla funktiolla f on suurin arvo M suljetulla vililli [a, b],
olkoon & jokin sellainen piste, jossa tdmi suurin arvo saavutetaan, siis f(§) = M. Osoitetaan, etti
f'(&) =0.Koska f(&) = M on funktion suurin arvo, on f(& + ) < f(&) aina, kun || on niin pieni
ettd & + & € [a,b]. Téllaisille 4:n arvoille siis pétee

f(E+h)—f(€) [<0,kunh >0
T h 1 >0,kunh<0.

Oletuksen mukaan f on derivoituva pisteessi &, mikéd merkitsee siti, ettd raja-arvo

, +h) - f(8)

ey £

F&) = lim ==,

on olemassa. Y114 olevista arvioista ja lauseesta 2 seuraa, ettd raja-arvo f7(€) ei voi olla positiivinen

eikd negatiivinen, siispd f'(£) =0. O

Seuraus 1. Jos f on vdlilld [a,b] jatkuva ja derivoituva vililli (a,b) ja f(a) = f(b), niin f:n
maksimi- tai minimikohdassa pdtee f'(&) = 0.

Seuraus 2 (Differentiaalilaskennan viliarvolause). Jos f on jatkuva vdlilld [a, b] ja derivoi-
tuva viilillii (a,b), niin tilldin on ainakin yksi piste & € (a,b), jossa f'(E)(b—a) = f(b) — f(a).

Todistus. Méiritellddn apufunktio g(x) = f(x)(b—a) — (f(b) — f(a))x ja huomataan, etti g tiyttid
Rollen lauseen ehdot. T#lldin on olemassa & € (a,b), jolle pitee g’ (&) = 0, miki voidaan kirjoittaa

muotoon f/(£)(b—a) — (£(b) — f(a)) =0. O

Huomautus 17. Differentiaalilaskennan viliarvolause voidaan tulkita seuraavasti: Funktion f muu-
tos vililld [a,b] on f(b) — f(a), ja timd muutos saadaan vilin pituudesta b — a kerrottuna luvulla

29
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f'(&). Téllsin siis f/(€) on funktion keskimdicirdiinen muutosnopeus vililld [a,b]. Téten Viliarvo-
lause ilmaisee sen ilmeisen seikan, etté ainakin vilin [a,b] yhdessi pisteessé funktion kasvunopeus
on keskiméérdinen.

Seuraus 3 (Integraalilaskennan peruslause). Jos f’(x) = 0 jollakin viililli 1, niin f on tdllé
valilld vakio.

Todistus. Jos a € I jaa < x € I, niin viliarvolausetta kdyttien saadaan f(x) — f(a) = f'(§)(x —a) =
0-(x—a)=0,siis f(x) = f(a). O

Seuraus 4. Jos f'(x) = g'(x) vdlillé 1, niin f(x) = g(x)+ C viililli I (C on vakio).

Todistus. Oletuksen mukaan apufunktio 4(x) = f(x) — g(x) toteuttaa i’ (x) = f'(x) — g’ (x) = 0 vililld
1, joten h(x) on vakio, siis f(x) = g(x)+Cvilillal. O

Huomautus 18. Jos F(x) ja G(x) ovat funktion f antiderivaattoja vililld I, niin F'(x) = G/ (x) = f(x)
jasiis G(x) = F(x) +C vililld I.

Seuraus 5. Jos f on jatkuva viilillé [a,b] ja f'(x) > 0 (vastaavasti f'(x) < 0) aina kun x €
(a,b), niin f on kasvava (vastaavasti viihenevd) vililld [a, b].

Edelleen, jos f'(x) > 0, (vastaavasti f'(x) < 0) kun x € (a,b), niin f on aidosti kasvava
(vastaavasti viihenevd) valilld [a, b).

Todistus. Jos x; < xp € [a,b], niin viliarvolauseen mukaan f(x;) — f(x1) = (é)(xz —x1) jolle-
kin pisteelle & € (a,b). Oletuksen mukaan f'(§) > 0, joten f(x2) — f(x1) > 0, siis f(x2) > f(x1).
Vihenemistd koskeva osa todistetaan samoin. [

Seuraus 6 (Yleistetty viliarvolause). Olkoot f ja g ovat jatkuvia vililld [a,b] ja derivoituvia
valilli (a,b). Télloin on sellainen piste & € (a,b), ettd

joka oletusten mukaan on jatkuva vililléd [a,b] ja derivoituva vililld (a,b). Suoralla laskulla havai-
taan, ettd h(a) = h(b), joten Rollen lauseen mukaan on sellainen piste &, ettd A'(£) = 0. Koska

H(x) = f'(x)(g(b) —gla)) — g (x)(f(b) — f(a)), seuraa viite suoraan tistd. O

Huomautus 19. Valitsemalla g(x) = x saadaan yleistetysti viliarvolauseesta tavallinen viliarvolause.

Differentiaalilaskennan tehtédvia voi suorittaa Matlab-ohjelmistossa symbolisen matematiikan
tyokalujen avulla. Talloin tulee syms-komennolla luoda tarvittavat muuttujasymbolit.
Esimerkki:
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>> syms X Yy
>> f=sin(xxy"2)

f =
sin (xxy”"2)

>> diff (£, x)
ans =

COS (X*xy"2) xy"2

>>
Antiderivaatan etsimistd varten puolestaan on toiminto int:

>> int (f, x)
ans =

-1/y"2*cos (x*xy"2)

4.2 I’Hospitalin sainto

I’Hospitalin sdéntd soveltuu toisinaan osamiérin raja-arvon selvittdmiseen.

Lause 15 (I’Hospitalin sainto). Oletetaan, ettdi liin f(x)=0ja lgrl g(x) = 0ja ettd raja-arvo
X—a X—a

f'(x)

x—a g ( x)

on olemassa ddrellisend tai ddrettomdnd. Silloin

Todistus. Médritellddn funktioiden f ja g arvot pisteessd a uudelleen f(a) = g(a) = 0, jolloin siis f
ja g tulevat jatkuvaksi pisteessd a. Yleistetyn viliarvolauseen mukaan

misséd & € (a,x) (tai § € (x,a)), mikili x on valittu riittdvin ldheltd pistettd a. Tilloin myos yllé oleva
yhtild voidaan kirjoittaa muotoon
) _ fix)

gE) sl

Jos x — a, niin myos & — a, koska & € (x,a) (tai & € (a,x)), ja viite seuraa tistd vilittomdasti. O
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Taustatietoa

Guillaume de I’Hospital (I’Hopital) (1661-1704) oli ranskalainen
matematiikan harrastaja. Markiisi de 1’Hospital ei kuitenkaan
keksinyt nimeddn kantavaa sddntdd, vaan julkaisi sen. Sddnnon
keksi tiettavésti kuuluisa sveitsildinen matemaatikko Johann
Bernoulli, joka toimi 1’Hospitalin opettajana.

(kuva: Wikimedia Commons)

Esimerkki 35. Médritetddn lim .Nytlimlnx=0, hmx —1=0jaDylnx=+ D (2 —1) =2x,

. Lo x—1 x2 1 x—1
joten I’Hospitalin sdanto antaa

Inx l/x 1
lim = lim —.
—=la2—1 xos12x 2

Esimerkki 36. Lasketaan raja-arvo

. osinx—x
lim
x—0 X
I’Hospitalin sd@dntd antaa
i sinx —x i cosx—1 lim — sinx . —COSXx 1
im =lim ——— = lim = lim = ——.
x—0 X x—0 3)(2 =0 6x x—0 6 6

4.3 Kiyrin tangentti

Derivaatan méadritelmé perustuu siihen, ettd pisteessd x derivoituvan funktion f kuvaaja muistuttaa
lokaalisti suoraa sitd enemmén mitd pienemmissi pisteen (x, f(x)) ympéristossid kuvaajaa tarkastel-
laan;

f(xo+h) = f(x0) = f'(x0)h.

Jos merkitddn x = xo + h, saadaan

f @) ~ f'(x0) (x = x0) + f (x0),

ja suoraa, y = f”(xo)(x —xo) + f(xo), jota funktion f kuvaaja siis lokaalisti muistuttaa, nimitetién
kiyrin y = f(x) tangentiksi pisteessi (xo, f(xo)).

Esimerkki 37. Selvitetiin yksikkoympyrille x> +y* = 1 pisteeseen (%7 5> ) liittyvin tangentin yhti-

16.

Relaation {(x,y) € R x R | x* +y? = 1} ldhto- ja maalijoukkoa sopivasti rajoittamalla (esim.
(x,y) € (0,1) x (0,1)) saadaan funktio y = f(x), jonka implisiittimuotoa x*> + f(x)?> = 1 derivoimalla
saadaan 2x+2f(x) f'(x) = 0, ja edelleen sijoittamalla (x,y) = (3, ‘f) saadaan 2 5 +2- ‘ff’( )=

0. Tistd yhtilostd ratkeaa f'(3) = —7 Pisteeseen (é,%) liittyvén tangentin yhtalo on siis y =

— )+

Sen sijaan yksikkdympyrin midrizvii relaatiota {(x,y) € R x R | x> +y? = 1} ei voida rajoittaa
avoimilla vileilld 7 ja J silld tavoin, ettd 1 € 1,0 € J ja D = {(x,y) € I x J | x> +y* = 1} olisi funktio.
Tama johtuu siiti, ettd jos pisteen 1 ympéristd on avoin, on sielld aina pisteitd xo < 1, joita kohti
16ytyy kaksi eri arvoa yg ja —yo, joille kummallekin pétee (xo,yo) € D ja (xo, —yo) € D.

Helposti huomataan kuitenkin, ettd 1dhtd- ja maalijoukkoja voidaan rajoittaa siten, etti pisteen
(1,0) ympiéristossd voidaan x esittdd y:n funktiona: x = f(y). Tdmi vastaa x:n ja y:n roolien vaihta-
mista keskenddn. Tallsin implisiittimuodon (f(y))? +y? = 1 derivointi antaa 2f(y)f’(y) +2y = 0,

[
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johon sijoittamalla (x,y) = (1,0) saadaan 2-1- f'(0) +2-0 = 0, josta ratkeaa f’(0) = 0. Pisteeseen
(1,0) liittyvén tangentin yhtils on siisx =0- (x— 1)+ 1, ts. x = 1.

4.4 Funktion kulun tutkiminen

Miiritelmé 14. Piste xo on reaalifunktion f lokaali maksimi, jos on olemassa sellainen pisteen xg
ympiristo 7, ettéd f(x) < f(xo) aina, kun x € I. Vastaavasti mééritelldén lokaali minimi. Lokaaleja
maksimeja ja minimeji kutsutaan yhteiselld nimelld ddriarvopisteet.

Rollen lauseen seurauksena (seuraus 1) saatiin, ettd dériarvopisteessi xo on vilttamiittéd f'(xp) = 0.
Titen siis ddriarvopisteet 10ytyvit derivaatan nollakohtien joukosta, mutta on huomattava, etté kaikki
derivaatan nollakohtapisteet eivit vélttimaittd ole ddriarvopisteita.

Esimerkki 38. Funktiolle f : R — R, f(x) = x> on f/(x) = 3x%, joten derivaatan ainoa nollakohta
on x = 0. Kyseinen piste ei kuitenkaan ole ddriarvopiste, silld miten tahansa ldheltd nollaa 16ytyy
pisteitd a > 0 ja —a < 0, joille f(a) =a® > 0ja f(—a) = —a’> < 0.

Miiritelmi 15. Jos f/ (x0) = 0, mutta xo ei ole funktion f ddriarvopiste, sanotaan, ettd xp on safu-
lapiste.

Huomautus 20. Voidaan todistaa, etté funktion f(x) derivaatan nollakohta xo on lokaali mak-
simi, jos f”(xo) < 0 ja lokaali minimi, jos f”(xp) > 0.

Differentiaalilaskennan viliarvolauseen seurauksena (seuraus 5) saatiin my0s tulos, jonka mu-
kaan ehdosta f/(x) > 0 (vastaavasti f’(x) > 0) vililld / seuraa, etti funktio f(x) on kasvava (vastaa-
vasti aidosti kasvava) vililla I, ja toisaalta vihenevyys seki aito vihenevyys seuraavat analogisista
ehdoista.

Lisiksi ns. Bolzanon lauseesta' seuraa, etti jos derivaatta f’(x) on jatkuva funktio, ei se voi
vaihtaa merkkia tulematta vililld nollaksi. Edelld mainittuja tuloksia voidaan kéyttda funktion kulun
selvittimiseen.

Esimerkki 39. Olkoon f(x) = 3x* +4x® — 6x> — 12x 4 5 koko reaalilukujen joukossa miiritelty funk-
tio. f/(x) =123 + 1232 = 12x— 12 = 12(3 + 2> —x— 1) = 12(:®(x +1) — (x+ 1)) = 12(x> — 1) (x +
1) = 12(x+ 1)?(x — 1). Koska derivaattafunktio on my®s jatkuva ja sen nollakohdat ovat —1 ja 1,
ovat nama ainoat mahdolliset pisteet, joissa funktion f kasvusuunta muuttuu. Helposti todetaan, ettd
f(x) <0,kunx < 1ja f'(x) >0, kun x > 1, joten funktio f on vihenevi vililld (—eo, 1] ja kasvava
vililld [1,0). Lisiiksi x = —1 on satulapiste.

4.5 Optimointitehtavit

Rollen lauseen seurauksen mukaan derivoituvan funktion lokaaleissa ddriarvokohdissa funktion de-
rivaatta saa arvon nolla. Tdmén perusteella voidaan ratkaista joitakin optimointitehtédvii, joissa pyri-
tddn 10ytdmadn jonkin suureen minimi- tai maksimiarvo annetulla vélill&.

Derivaatan nollakohtiin perustuva menettely toimii, mikéli tarkasteltava suure voidaan esittdd yh-
den muuttujan derivoituvana funktiona jollakin suljetulla vililld. Tdlloin mahdolliset optimiarvot
saavutetaan derivaatan nollakohdissa tai vilin pditepisteissd. Téten tarkasteltavaksi jad yleensd da-
rellisen monta mahdollista pistettd, ja nditd vertaamalla voidaan optimointitehtidva ratkaista.

Esimerkki 40. Selvitetdin, missi funktio f(x) = x> — 5x +2 saa suurimman ja pienimmén arvonsa.
Todetaan, ettd f’ (x) = 2x— 5, jolloin derivaatan ainoa nollakohta on x = % Lisdksi todetaan, ettd
f"(x) =2 > 0, joten piste x = 3 on minimipiste. Funktiolla f ei ole muita minimipisteitd, joten
kyseinen piste on myds absoluuttinen (globaali) minipiste. Maksimiarvoa funktiolla ei ole, vaan f

saa miten suuria arvoja hyvénsa.

! Bolzanon lause: Jos jatkuva funktio saa erimerkkiset arvot suljetun vilin piitepisteissd, on vililli funktion nollakohta
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Esimerkki 41. Selvitetddn, miten sdilyketolkin (sylinterin muotoinen) mittasuhteet tulee valita, jotta
kaytettivin materiaalin midrd (tolkin pinta-ala) olisi mahdollisimman pieni kun tilavuudeksi halu-
taan jokin tietty kiinted V. Olkoon t6lkin pohjan sdde r ja korkeus A. Tdlloin tolkin pinta-ala koostuu
pohjasta ja kannesta 2772 ja lierion alasta 27rh. Kokonaispinta-ala on siis A = 277> + 27rh. Télkin
tilavuus V siti vastoin on pohjan ala kertaa korkeus V = mr2h. Tisti voidaan ratkaista i = #

Talloin siis pinta-ala séteen funktiona on

\% 2V
A(r) = 2t + 2nr—— = —+ 212,
r r

missé ilmeisend rajoitteena toimii ehto r > 0. Lisiksi on ilmeisti, ettd funktiolla A(r) ei ole maksi-
mia, vaan 10ydettivi ddriarvokohta on kysytty minimi. Derivointi antaa

A%
A= -2 +ar
()= 2% +amr
joten yhtld A’(r) = 0 voidaan kirjoittaa muotoon
2V
dnr = —-
r=—g

miki on yhtipitivii ehdon r° = % kanssa. Tama voidaan edelleen kirjoittaa muotoon

2mrh

3 2
= =—r°h
d 41 M

mikd merkitsee sité, ettd optimi 18ytyy arvolla r = 5h.

4.6 Muutoksen arviointi

Huomautus 21. Jos halutaan korostaa nimenomaan, ettd kyseessid on muuttujan x muutos, kiytetdian
merkinnén x + £ sijaan merkintdid x + Ax, missd Ax = h edustaa x:n muutosta.

Muuttujan vaihtuessa arvosta x arvoon x + Ax vaihtuu myos funktion arvo y = f(x):std f(x +
Ax):didn. Yleensd merkitidéin Ay = f(x+ Ax) — f(x), miké vastaa hyvin merkintdd Ax = (x+ Ax) —x,
mutta funktion arvon muutosta Ay saattaa olla vaikea esittda tarkasti Ax:n avulla.

Koska derivaatta on 1dhtokohtaisesti funktion lineaarinen approksimaatio

flx+h)—fx) ~ f'(x)h,

voidaan muutosta A f sen sijaan approksimoida muutoksen Ax avulla: Sijoittamalla ylli & = Ax
saadaan
Ay~ f'(x)Ax,

missd approksimaatio on sitéd tarkempi mitid pienempi Ax on.

Esimerkki 42. Pallon siddettd kasvatetaan prosentin verran. Arvioidaan, kuinka paljon télldin pallon
tilavuus kasvaa. Koska r-siteisen pallon tilavuus on V(r) = %mﬁ, saadaan V' (r) = 47r? ja siis

AV =V (r+Ar) =V (r) = V'(r)Ar = 4xr?Ar
ja siis tilavuuden prosentuaalisen kasvun likiarvo saadaan osamirésti

AV AmrtAr AT
|4 o3 T

Siteen kasvu prosentin verran merkitsee siti, ettd % = %, jolloin siis tilavuuden prosentuaalinen

kasvu on likimain 3 - 17(1)0’ siis noin kolmen prosentin luokkaa.
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4.7 Yksinkertaiset differentiaaliyhtiilot

Yhden muuttujan differentiaaliyhtdlolld tarkoitetaan yhtdlod

F(x,yy,y",...)=0,

missd F on jokin lauseke, joka sisdltdd termit x, y, y', ¥, jne. ja y on x:n funktio. Jos y(") on kor-
kein derivaatta, joka differentiaaliyhtilossé esiintyy, niin silloin sanotaan, etté differentiaaliyhtdlo on
kertalukua n.

Differentiaaliyhtilon ratkaiseminen tarkoittaa funktion y = f(x) etsimisti. Koska derivaatta mer-
kitsee funktion kasvunopeutta tietyssi pisteessi, esiintyvét differentiaaliyhtdlot luonnontieteellisten
kisitteiden mallintamisessa varsin usein.

Differentiaaliyhtdloiden ratkaiseminen on kuitenkin varsin ongelmallista: mitdén yleistd ratkai-
sumenetelmad ei ole olemassa. Tdmai ei kuitenkaan merkitse sité, etteiko joihinkin merkityksellisiin
ongelmiin liittyvid differentiaaliyhtéloitd voisi ratkaista. Differentiaaliyhtdloité kisitelldédn enemméin
myoShemmalld insindorimatematiikan kurssilla, mutta jo tissi yhteydessid voidaan esittédd joitakin yk-
sinkertaisten differentiaaliyhtildiden ratkaisumenetelmia.

Esimerkki 43. Tapauksessa f’(x) = g(x) differentiaaliyhtilon ratkaiseminen palautuu pelkiksi an-
tiderivaatan eli médraaméttomin integraalin etsimiseksi. T#ll6in tulee siis etsid funktio G(x), joka
toteuttaa ehdon G’(x) = g(x), jolloin voidaan valita f(x) = G(x) + C, missi C on jokin vakio. Vakio
C miiriytyy reunaehdosta, joka kiinnittdd arvot f(xg) ja G(xo): Télloin C = f(x9) — G(xp). Myos
yleisempien differentiaaliyhtédloiden ratkaisujen 16ytdminen edellyttid, ettd reunachdot méarddvit
esiintyvét vakiot.

Esimerkki 44. Radioaktiivisen hiilen '*C miird N ajan kuluessa vihenee nopeudella, joka on ver-
rannollinen '“C:n miiriin N. Timi voidaan ilmaista differentiaaliyhtilolla

N'(t) = —AN(z),

missd A on verrannollisuuskerroin. Y114 oleva yhtils voidaan kirjoittaa muotoon

N(@) _
N(@t)
Logaritmin derivointisddntod kiyttden ndhdién, ettd % InN(t) = 11\\[1/((:)) , jolloin paddytdin muotoon
d
—InN(t) = —A,
5 InN(@)
minki ratkaiseminen on pelkk integrointitehtivi, eli antiderivaatan médrittdminen: InN(¢) = —Ar +

C, missi C on jokin vakio. Tidstd seuraa suoraan, etti
N(t) _ e*ltJrC _ €C€7M7

ja vakio €€ miiriytyy alkuehdosta N(0) = N, jolloin N(z) = Noe .

4.8 Suoraviivainen tasaisesti kiihtyvai liike

Kuten aiemmin mainittiin, mekaniikan lainalaisuuksien kuvaaminen toimi Newtonin motivaationa
differentiaali- ja integraalilaskennan kehittdmiseksi. Tarkastellaan seuraavaksi yksinkertaista ajan
myo6td muuttuvaa systeemid, liikettd suoran suuntaisesti.

Ajatellaan, ettd kappaleen paikan suoralla ilmoittaa koordinaatti s, joka riippuu ajasta. T#lloin siis
s voidaan esittéid ajan funktiona s(¢). Jos funktio s(z) on derivoituva, esittié derivaatta s'(r) kappa-
leen paikan muutosnopeutta, jota yleensi kutsutaan pelkéstiadn nopeudeksi. Tavanomaiseen tapaan
merkitédn s’ (z) = v(r), missd siis v(r) tarkoittaa kappaleen nopeutta ajanhetkelld 7. Jos edelleen v(r)
on derivoituva, esittidd v/ (¢) nopeuden muutosnopeutta, jota kutsutaan kiihtyvyydeksi, ja merkitiéin
V' (t) = a(t), joten siis a(r) = 5" (r).
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Jos a(t) = a on vakio, sanotaan, etti kappale on tasaisesti kiihtyvissi liikkessid. Koska v/ (1) = a,
on timin differentiaaliyhtélon ratkaisu

v(t) = at + vy,

missd vg on jokin vakio. Edelleen on differentiaaliyhtidlon () = v(¢) ratkaisu
1
s(t) = Sat —+ vot + 50,

missd so on jokin vakio. Vakioita vg ja so kutsutaan alkunopeudeksi ja alkumatkaksi. Suora sijoitus
yll& oleviin kaavoihin antaa s(0) = s¢ ja v(0) = vo, mitka siis ilmaisevat kappaleen paikkakoordinaa-
tin ja nopeuden ajanhetkelld r = 0.

Esimerkki 45. Maan pinnan ldheisyydessa kaikkiin kappaleisiin vaikuttaa kiihtyvyyden g ~ 9,81 ;%
aiheuttava gravitaatio eli painovoima. Jos pallo heitetdéin kahden metrin korkeudelta suoraan ylos-
péin ldhtonopeudella 107, voidaan edelld johdettua liikeyhtdlod kiyttien madrittdd, kuinka suuren
korkeuden se saavuttaa ja milloin se osuu maan pinnalle.

Jos maan painovoiman aiheuttavan kiihtyvyyden suunta valitaan negatiivisen akselin suunnaksi
ja maan pinta nollakohdaksi, on lihtonopeus tilldin vo = 107, lahtopiste so = 2m ja kiihtyvyys g.
Tilloin pallon nopeutta ajanhetkelld ¢ esittdd lauseke (yksikot pois jittden)

v(t) = —gt+10

ja sen paikkaa lauseke (edellisen antiderivaatta)

1
s(t) = —Egtz + 107 +2.
Pallo saavuttaa lakikorkeutensa silloin, kun s’ (1) = v(r) = 0, siis ajanhetkelld s = I’gfo ~ 1,02 ja lakipis-
teen korkeus on tilloin s(%) = % +2~7,1. Pallon maahantuloaika voidaan selvittid madrittimalla
yhtilon s(¢) = 0 positiivinen ratkaisu (likiarvo 2,22).

Tissd esimerkissd ei ole otettu huomioon ilmanvastusta, eiki sité, ettd maan gravitaation aiheutta-
ma kiithtyvyys pienenee maan pinnasta etdinnyttdessi. Insindorimatematiikan differentiaaliyhtdloita
kisittelevissi osiossa esitetdin menetelmid, joiden avulla liikeyhtidlod saadaan tarkennettua mainit-
tujen lisdehtojen mukaisesti.

4.9 Yhtilon likimairiinen ratkaiseminen

Esimerkki 46. Tee seuraava koe laskimella: aseta kulman yksikoksi radiaani ja 1ahtéarvoksi miki ta-
hansa reaaliluku. Laske tdmin jdlkeen kosini ldhtdarvosta, sen jilkeen kosini tuloksesta, sitten kosi-
ni edellisestd, jne. Mitd useampia kertoja kosini lasketaan perédkkdin, sitd ldhemmaéksi tulos saadaan
lukua

0,73908513321516064165531208767 .....

Toistuvaa saman toimituksen suorittamista kutsutaan iteroinniksi. Edellisessi esimerkissd midritet-
tiin yhtédlon x = cosx ratkaisun likiarvo iteratiivisesti.

Jos f on tarkasteltavalla vililld jatkuva funktio, voidaan yhtilon f(x) = 0 nollakohdan likiarvo
médrittdéd miten tarkasti hyvinsé, mikéli tunnetaan kaksi pistettd a ja b, joissa f(a) ja f(b) ovat
erimerkkiset. T&lloin nimittdin Bolzanon lauseen nojalla vélilld (a,b) on funktion nollakohta, ja
nollakohdan sijaintia voidaan rajoittaa haarukointimenetelmdlld (binary search):

1. Asetetaani =0, ag = a ja by = b.

2. Jos |a; — b;| on pienempi kuin haluttu tarkkuus, lopetetaan prosessi, a; on haluttu nollakoh-
dan likiarvo

3. Asetetaan ¢; = %”i (padtepisteiden a; ja b; keskiarvo)
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4. Jos f(c;) = 0, on nollakohta 15ytynyt ja lopetetaan prosessi.

5. Jos f(a;) ja f(c;) ovat erimerkkiset, asetetaan a;+; = a;, bi11 = c;, kasvatetaan i:td yhdelld
ja palataan kohtaan 2.

6. Jos f(c;) ja f(b;) ovat erimerkkiset, asetetaan a;+ = ¢;, bi+1 = b;, kasvatetaan i:td yhdelld
ja palataan kohtaan 2.

Haarukointimenetelmé soveltuu luonnollisestikin vain sellaisille funktioille f, joiden arvot tarvit-
tavissa pisteissd voidaan laskea ja joille péitos “onko f(a) > 0” voidaan tehdé. Niin on esimerkiksi
silloin mikli f on polynomifunktio.

Mikéli derivoituvan funktion nollakohdalle pitee f’(&) # 0, voidaan riittdvén tarkkaa nollakoh-
dan likiarvoa tarkentaa myos Newtonin menetelmalld, joka perustuu siihen, ettd nollakohdan 14helld
olevaan pisteeseen xy piirretty tangentti leikkaa x-akselin lahempini nollakohtaa kuin xo. Mainit-
tu leikkauspiste voidaan méirittid geometrisesti tai seuraavalaisen idean perusteella: Jos f(xg) # 0,
pyritidéin etsimidén sellainen 7, ettd f(xo + h) = 0. Kéyttimailld derivaatan médritelmid paddytiin
approksimaatioon

0= f(xo+h) = f(x0) + f'(x0)h,

minkd vuoksi voidaan ajatella, ettd valinta h = — ){,((); %)) tuottaisi ldhempind nollakohtaa olevan pis-
teen x; = xog — }C,(a‘;)) . Likiarvoa voidaan siis mahdollisesti tarkentaa asettamalla
X
] @)

ja yhtélon (4.1) toistuvaa soveltamista kutsutaan Newtonin menetelméksi.
Tarkastellaan seuraavaksi, milld ehdoilla Newtonin menetelmai tuottaa hyvii likiarvoja f:n nolla-
kohdista. Titd varten siirrytdédn tarkastelemaan hieman yleisempad tilannetta.

Miiritelmi 16. Ehdon x; = f(x;) toteuttavaa pistetté x ; kutsutaan funktion f kiintopisteeksi.

Mairitelmé 17. Jos on olemassa vakio ¢ € (0,1) ja véli I jolle pitee f(I) C I ja
|f(x) — f(y)| < c|x—y| aina, kun x, y € I, sanotaan, ettd f on kufistava funktio (kuvaus) vililld
I

Lause 16 (Kiintopistelause). Olkoon f kutistava kuvaus vdlilli I = [a,b]. Télloin f:lli on kiinto-
piste xy € I ja mikd hyvinsd ehdoilla xo € I ja xiy1 = f(x;) mddritelty jono xo, x1, X2, ... ldhestyy
kiintopistettdi x r.

Todistus. Koska

d(f(x),f() = &) = fW) < clxr =y < |r=yl =d(x,y),

on f jatkuva vililld 1. Koska f(I) C I, on vilttdmittd f(a) > a ja f(b) < b. Médritelldén g(x) =
f(x)—x. Ndin ollen my®6s g on jatkuva vililli I. Nyt g(a) = f(a) —a>a—a=0jag(b) = f(b)—b <
b—b =0 ja siis funktiolla g on nollakohta x vililld /. Tilloin 0 = g(xy) = f(xs) — xy, joten xs on
funktion f kiintopiste.
Todistetaan, etti
d(xi,xp) < c'd(x0,xy),

misti viite seuraa, silld ¢! — 0 kun i — oo,
Oletuksen f(I) C I mukaan kukin x; kuuluu vilille 1 ja
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d(xi,xp) = d(f(xi-1), f(xr)) < ¢ d(xi1,xf)
=c-d(f(xi2),f(xf)) <c C'd(xifZ_xf)
= 2d(f(xi-3), f(xp)) S C'd(xi%axf)
= C3d(f(xz4) fxp)) <c-c-d(xiy,xp)

= ... ~d(x0,xf).

Huomautus 22. Toisinaan voidaan kiyttad differentiaalilaskennan viliarvolausetta kiintopiste-
lauseen vakion ¢ 16ytimiseksi. Jos nimittéin jollakin vililld / pitee |f'(x)| < ¢ < 1, on vélttd-
matta

[f@) = fO) = |F(E)(x =) < cle—yl.

Jotta f olisi kutistava funktio vililld 7, pitdd vield selvittid onko f(I) C I.

Edellinen lause selittdd miksi kosinifunktion iteratiivinen laskeminen kuljettaa minkd hyvinsd
lahtopisteen ldhelle pistettd 0,739085 .. .. Geometrisesti on selvid, ettd kosinifunktiolla on vain yksi
kiintopiste xy ~ 0,739085.... Ensimméisen kosinin laskeminen tuo minki hyvinsi ldhtdpisteen vi-
lille [—1, 1], ja toisen vilille [cos 1, 1] (likiarvo cos 1 ~ 0,5403) ja voidaan helposti todeta, etti tilld
vililld kosinin derivaatta — sinx toteuttaa epiayhtilon —sinx <sinl ~ 0,8414 < 1.

Olipa x siis mikd hyvinsé reaaliluku, on coscosx vililld I = [cos1,1], jossa edellisen lauseen
oletukset toteutuvat. Téstd eteenpéin kosinin iteratiivinen laskeminen johtaa lauseen mukaan luku-
jonoon, joka ldhestyy kiintopistetti.

Newtonin iteraatiomenetelméssi iteroitava funktio on muotoa

)
f(x)’
jonka derivaatta voidaan midrittdd helposti, mikili f on kahdesti derivoituva tarkasteluvililla:
S (x) = fx)f"(x) _ f)f"(x)
(f'(x))? (f'(x))?

Titen siis Newtowin iteraatiomenetelmé tuottaa nollakohtaa ldhestyvin jonon, mikili tarkasteluva-
lilld
’f

g(x) =

gx)=1-

<c<l1

jollekin positiiviselle vakiolle c. Melko helpostl voidaan osoittaa, ettd polynomifunktioille tillainen
tarkasteluvili 16ytyy aina, mikili funktion derivaatta nollassa ei ole nolla.

Yhtilon F(x) = O ratkaisua voidaan toisinaan pyrkid approksimoimaan Kirjoittamalla, mikéli
mahdollista, yhtélo muotoon x = Fj (x) ja etsimélli likiarvoa funktion Fj kiintopisteelle.

Esimerkki 47. Etsitién likiarvo funktion f(x) = In(14 x) —x+ 1 nollakohdalle. Havaitaan aluksi,
ettd f(2)=In3—1>0ja f(3) =In4 —2 < 0, joten vililld (2,3) on olemassa nollakohta. f(x) =
voidaan kirjoittaa muodossa x = In(1 +x) + 1, joten funktion g(x) = In(1 +x) + 1 kiintopiste vastaa
funktion f(x) nollakohtaa. Nyt g’'(x) = l—ix ja tistd huomataan, etté |¢'(x)| < % valilld [2,3]. Téten
voidaan vaikkapa aloittaa pisteestd x = 3 ja soveltaa iteraatiota: xo = 3, x; = g(xo) =~ 2,38629, x =
g(x1) ~2,21974, x3 = g(x3) = 2,1693, x4 = g(x3) ~ 2,15351, x5 = g(x4) ~ 2,14852, x¢ = g(x5) ~
2,14693 jne.

Matlabin x = fzero (fun, x0) etsii funktion fun nollakohtaa annetun luvun x0 ldhis-
tolta.
Esimerkki:

>> x=fzero(@sin, 1)
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Luku §
Taylorin polynomit

5.1 Korkeamman asteen approksimaatiot

Derivaatan kisitteeseen pdidytdin arvioimalla muutosta f(x + i) — f(x) lineaarisella funktiolla
hes f (x)h. On luontevaa otaksua, ettd edelldmainittua muutosta arvioiden toisen, kolmannen, tai
korkeamman asteen polynomilla voitaisiin saada parempia approksimaatioita kuin lineaarisella funk-
tiolla. Voidaankin siis kysy#, onko mahdollista arvioida muutosta f(x+ &) — f(x) h:n polynomina:

g(h) = f(x+h) — f(x) = cih+coh® +c3h® +eah* + .. (5.1

ja jos voidaan, mitki ovat luvut ¢y, ¢, ¢3, ...? Symmetrian vuoksi yleensd siirretdén f(x) toiselle
puolelle, merkitdédn co = f(x) ja g(h) = f(x+ h). Tilloin kysymys on siitd, mitkd ovat luvut cy, ¢,
c3, ... esityksessa

g(h) = f(x4+h) = co+crth+crh? +c3h® +eqh* + ... (5.2)

Mikaili oletetaan tdminkaltaisen esityksen olemassaolo (ja viimeisen yhteenlaskettavan, ns. jiin-
nostermin riittdva sddnnollisyys), ei kertoimien 16ytdminen ole erityisen ongelmallista: Jos otaksu-
taan, ettd derivoimalla yhtdlo (5.2) puolittain /:n suhteen saadaan

g (h) = fl(x+h) = c1 +2c2h+3c3h® +4esh® + .. (5.3)

16ydetéin sijoittamalla h = 0 f'(x) = c1. Edelleen derivoimalla yhtils (5.3) puolittain /:n suhteen
saadaan
g'(h) = f"(x+h) =2c3+2-3c3h+3-degh® + ..., (5.4)

ja sijoitus & = 0 osoittaa, etti f”(x) = 2c,. Edelleen derivoimalla ja sijoittamalla nihddén, etti
F"(x) = 3les, fW(x) = 4ley, jne. Induktiolla saadaan lopulta ¢, = % £ (x).

Taustatietoa

Brook Taylor (1685-1731) oli englantilainen matemaatikko,
joka tarkasteli funktioiden arviointia polynomien avulla. Tama
Taylorin téarkein ty6 jéi kuitenkin vaille aikalaisten huomiota. Sen
merkitys havaittiin vasta yli 40 vuotta Taylorin kuoleman jélkeen.

(kuva: Wikimedia Commons)
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Edelld kuvailtu paittely voidaan tehdi tietenkin vain siind tapauksessa, ettd funktio f on riit-
tavéin sddnnollinen (tarvittavat sadnnollisyysehdot esitetddn seuraavassa lauseessa). Edelld kuvailtu
ajatuskulku johtaa kuitenkin helposti seuraavaan méaritelmaan.

Mairitelmé 18. Jos funktio f on n kertaa derivoituva jossakin pisteen x ymparistossd, maari-
tellddn funktion f pisteeseen x liittyvé n:n asteen Taylorin polynomi seuraavasti:

1 1 1
Pa(k) = FO)+ £/ ()t 5 ()R + 3 " 0+ — O ()"

Taylorin polynomi approksimoi funktion f muutosta f'(x+ /), kun / on pieni, ts. f(x+h) = B,(h).
Polynomia P, (k) kutsutaan funktion f Taylorin approksimaatioksi tai Taylorin kehitelmdiksi pistees-
sd x. Jos funktiolla on myo6s n + 1:n kertaluvun derivaatta, voidaan virhetermid arvioida seuraavan
lauseen avulla.

Lause 17. Olkoon f jossakin pisteen x ympdristossd n+ 1 kertaa derivoituva funktio. Tdlloin
f(x+h) = P,(h) + E,(h), missd

1
(n+1)!

En(h) = ARl

ja & € (x,x+h) (tai § € (x,x+h)). Termid E,(h) kutsutaan Taylorin kehitelmdn virhetermiksi.
On huomattava, ettii E, (h) ei ole h:n polynomi, sillé se siséiltid h:sta riippuvan luvun &.

Todistus. Esitetddn myohemmin integraalilaskennan yhteydessd. 0O

Huomautus 23. Usein merkitddn x:n sijasta xo ja h:n sijasta x — xo, jolloin Taylorin kehitelmi saa
muodon

£ = £la0)+ 1 (x0) (= x0) + 5 £ (30) (6= 30)? oo F ) o)+ Bn), 5)

missd E,(x) = <n+11>!f("+1)(5)(x—x0)”+1 jollekin & € (x,xp) (tai & € (x,xp)).

Sanotaan, ettd (5.5) on funktion f n:nnen kertaluvun Taylorin kehitelmd pisteessd xo. Kehitelméan
polynomia sanotaan funktion f n:nnen asteen Taylorin polynomiksi tai Taylorin approksimaatioksi
pisteessd xo. Jos xo = 0, saadaan

1) = FO)+ £/ O+ 31" 00 .o FO O+ Enf), 56

missd E,(x) = (n+11)!f(n+1)(g)xM1 jollekin & € (0,x) (tai & € (x,0)). Yhtdlon (5.6) kehitelmi on
siis Taylorin kehitelmé pisteen xo = O suhteen ja sitd kutsutaan Maclaurinin kehitelméksi. Samoin
kehitelmissd esiintyvid polynomia kutsutaan Maclaurinin polynomiksi. Siihen voidaan viitata myos
termilld Maclaurinin approksimaatio.

Esimerkki 48. D, sinx = cosx, D% sinx = —sinx, Dﬁ sinx = — cosx, Dﬁ sinx = sinx, ch sinx = cosx,
jne. Neljidnnen asteen Maclaurinin approksimaatio sinifunktiolle on siis

1 1 1
sinx = sin0+cos0-x+ 5(—Sin0)x2 + g(—COSO)X3 + a0 sin0 - x* 4 E4(x)

1
=x— 6x3 + E4(x), 5.7

missi E4( ) = T £y jaé e (O,x) (tai & € (x,0)). Titen esimerkiksi vililld [—F, F] on |E4(x)| <
B (3) < m(3)7 <00
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Kuva 5.1 Sinifunktio ja sen Taylorin polynomit astetta 1, 3 ja 5.

Esimerkki 49. Olkoon a ¢ Z ja selvitetéén funktion f(x) = (1+x)® toisen asteen Taylorin polynomi
pisteessid x = 0. Ensinnikin f/(x) = a(14+x)%"L, f(x) = a(a —1)(1 +x)%2 ja " (x) = a(o —
(o —2)(1+x)%3. Koska f(0) =1, f/(0) = & ja f”(0) = at(ax — 1), huomataan, etti kysytty
Taylorin polynomi on

a(a—1
R
2

Liséksi virhetermi on muotoa W(l +&)* 3%, missd € € (0,x). Jos esimerkiksi tarkastelu
rajoitetaan vilille |x| < ﬁ, onl+&<i+x<1+ ﬁ = % ja virhetermi suuruudeltaan korkeintaan

ele-Dl@2) (101ya-3( 13| Esimerkiksi arvolla o = — 1 timi on likimain 3.01804 - 10~7. Nin
ollen 1 1 3

1
=(1 2 =1——x+-X*+E
Vit P gt TR,

missi |E (x)| < 3.01804 - 107, mikali [x| < 5.

Esimerkki 50. Aiemmin mainittiin, ettd ddriarvon laatu voidaan selvittdi toisen derivaatan merkkia
tarkastelemalla. Taylorin polynomien avulla timé voidaan perustella seuraavasti: Oletetaan, ettd f
on ainakin kahdesti derivoituva pisteessi xg, f'(xo) = 0, ja ettd f” on jatkuva xg:ssa. T4lldin

£ = £l0) + £ (x0) (o —x0) 4 3 (E) x—x0)? = o) + 5 7(8) v x0)

missd & € (x,xp) tai & € (xo,x). Jos f”(x0) > 0, on jatkuvuuden perusteella myos f” (&) > 0, mikéli
x on kyllin ldhelld xo:aa. Télloin siis f(x) > f(xo). Tapauksessa f”(xo) < 0 huomataan, ettd f(x) <
S(x0), jos x on riittdvén 1dhelld xp:aa.

MacLaurinin polynomien méaérittimiseksi voidaan Matlab-ohjelmistossa toimia seuraavasti:
>> syms X
>> taylor(sin(x),7,x)

ans =
x-1/6%x"3+1/120%x"5
>>

Yl1ld annetussa komennossa 7 méddrad ensimmadisen pois jitetyn termin asteen ja x muuttujan.
taylor (f,n, x, a) tuottaa funktion f pisteeseen a liittyvin taylorin polynomin.
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5.2 Ordo-merkintia

Taylorin polynomin kertoimien miirittimien korkeampien derivaattojen arvojen perusteella johtaa
usein tyoldisin derivointitehtiviin. Siksi Taylorin polynomit kannattaa kdytdnnossd maarittdd tunnet-
tuja Taylorin polynomeja soveltamalla. Tédssd luvussa esitellddn tétd helpottava ordo-merkinti.

Madiritelmé 19. Jos on olemassa positiivinen vakio K ja pisteen x( avoin ymparisto, jossa

)] < Klg()],

niin tdlloin merkitddn f(x) = O(g(x)), kun x — xo tai f(x) = O(g(x),xo) (luetaan ”f(x) on
ordo g(x) x:n lahestyessd xo:aa”) Tapauksessa xg = oo pisteen oo avoin ympiristd tarkoittaa
jotakin vilid (M, ). Jos xo kiy ilmi asiayhteydesti, voidaan se jittid merkitseméttd. Merkinté
f(x) = g(x) + O(h(x)) tarkoittaa, ettd f(x) — g(x) = O(h(x)).

Esimerkki 51. Esimerkissd 48 E4(x) = Clos'): 3, joten |Ey4(x)| <
siis

135 || (koko reaaliakselilla). Tallsin
1
sinx =x— §x3 +0(x°),

missi ei tarvitse merkitd nakyviin lisdamadrettd x — xo, koska xp voidaan valita miten hyvinsa.

Esimerkin tulos yleistyy my6s monille muille funktioille.

Lause 18. Jos funktio f on n+ 1 kertaa derivoituva ja f("H) on jatkuva jossakin pisteen x
avoimessa ympdaristossd, niin

fx+h) =P, (h)+ 0K, kunh— 0,

missd P,(x) on méidritelmdn 18 mukainen n:nen asteen Taylorin polynomi.

Todistus. Lauseen 17 mukaan En(h) = (n_:l)!f(nJrl)(é)thrl' Koska f<"+l> on jatkuva jossakin x:n

ympiristossi (x — a,x+a), on funktiolla | /"™ (x) | maksimi M suljetulla valilld [x — §,x+ %]. Télla
vililld siis |
(n+1)!

1
(n+1)!

|En(h)| =

‘f(nJrl)(g)thrl‘ < M|hn+l‘.

O

Taylorin kehitelmésté ja lauseesta 18 saadaan helposti mm. seuraavat esitykset:

Seuraus 7. Kun x — xo, jokaiselle n € N pditee

L& =1+x+2 4+ +. . +x"+ 0™,
2. 1n(1+x)—x )‘2—1—%3—...4-( 1)"x—n+0(x"+])»
3ex_1+x+x2+§—+ 4T 4O,

2n+1

)' + 0( 2n+3)

n_x
2n+1

_1) )' +0( 2n+2),

2n+l

+(
6. tan~ x-x———i— = —...+(—1) — + O(x213),

4smx—x—y—|—’§—— +(—1)

5. cosx—1—7+j—— ..

Kohdissa 1 ja 2 xo € (—1,1), kohdissa 3, 4 ja 5 xo € R, ja kohdassa 6 x € [—1,1] ja tan™!
merkitsee funktion tanx : (—%, %) — R kddinteisfunktiota.
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Ordomerkinnin kanssa on noudatettava erityisti huolellisuutta, silld merkinnissd f(x) = O(g(x))
kun x — x¢ ei kyseessé ole varsinainen yhtdsuuruus, vaan merkinnilld ilmaistaan, ettéd pisteen xo ym-
piristdssd funktio K |g(x)| rajoittaa funktiota | f(x)|. Téten O(g(x),xp) voidaan kisittid funktioiden
joukoksi: sithen kuuluvat kaikki funktiot, jotka toteuttavat méaéritelmin 19 ehdot. Néin tulkittuna
merkinti f(x) = O(g(x)) tarkoittaa, etti f(x) kuuluu joukkoon O(g(x)).

Ordomerkintd tarjoaa kuitenkin merkittdvii etuja raja-arvojen kisittelyssd, silld potenssifunktioi-
den ordolausekkeilla laskeminen on suoraviivaista:

Lause 19. Olkoot m ja n (n < m) positiivisia reaalilukuja. Kun x — xg, on

1. O(x") £ 0(x™) = O(x"), jos |xo| < 1

2. O(x") £ O(x™) = O(x™), jos |xo| > 1

3. cO(x) = O(x), kun c € R.

4. X"O(x™) = O(x"t™).

5. 0(x")0(x™) = O(x™t™).

6. x "O(X"TM) = O(x").

7. f(x) = O0(x") = f(x) = O(x™), jos |xo| > 1.
8. xlg}lo O((x—x0)") =0.

=
~—

Todistus. Kaikki kohdat seuraavat ordolausekkeen maédritelmistd melko suoraviivaisesti. Todiste-
taan esimerkiksi sdénté numero 4. Olkoon tdtd varten f(x) joukon O(x™) funktio, toisin sanoen,
jossakin pisteen xo ympéristdssé | f(x)| < K [x™|. Talloin myos [x"f(x)| < [« K |¥"| = K |x"T"| ma-
nitussa pisteen xp ympiristossd. O

Edellisen lauseen mukaan Taylorin kehitelmisti siis seuraa esitys f(x +h) = P,(h) + O(h"!),
mutta myds kédnteinen tulos pitee: jos astetta n oleva polynomi Q(/) approksimoi funktion f muu-
tosta f(x+ h) riittdvin tarkasti, on vélttdmittd Q(h) = P,(h).

Lause 20. Jos Q(h) on astetta n oleva polynomi, f n+ 1 kertaa derivoituva ja f(x+h) =
Q(h) 4+ O(K"*), kun h — 0, on Q(h) = P,(h), funktion f Taylorin polynomi pisteessi x.

Todistus. Sivuutetaan.

Huomautus 24. Vaihtamalla merkintdjd samoin kuin huomautuksessa 23, voidaan edellinen lause
kirjoittaa seuraavassa muodossa: Jos Q(x) on astetta n+ 1 oleva polynomi ja f(x) = Q(x) + O((x —
x0)™*1) kun x — xo, niin silloin Q(x) on funktion f astetta n oleva Taylorin polynomi pisteessi xo.

Lausetta 20 ja lauseen 19 sdintdjéd kiyttden voidaan etsid Taylorin kehitelmid. Jos nimittiin 16y-
detiiin jokin astetta n oleva polynomi, jolle pitee f(x) = Q(x —xo) + O((x — x0)"*!), on Q(x) vilt-
tamattd Taylorin kehitelma pisteessi xg.

Esimerkki 52. Hyperbolinen kosini miéritellddn coshx = %(e" + ™). Etsitiddn sille astetta 2n oleva
Taylorin polynomi pisteessé xo = 0. Ensinnékin seurauksen 7 mukaan

2 x3 x2n+ 1

X
x:1 o o A 0 2n+2
Sl T T Gy 1O
ja tdhin sijoittamalla —x saadaan
2,3 2n+1
x° x X
el = = — ——— + O™,
¢ TR T T Gy TONT)

Laskemalla ndma yhteen ja kakkosella jakamalla saadaan (ordotermien yhteenlaskuséadntoja kiyt-
tden)
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x2 N N xZn
2077 (2n)!
jolloin siis funktion coshx astetta 2n (my0ds 2n + 1) oleva Taylorin polynomi pisteessd xg = 0 on
yhtilon 5.8 oikealla puolella esiintyva polynomi.

1
coshx = Z(e"+e ") =1+ +0(x*"?), (5.8)

Esimerkki 53. Etsitddn funktion Inx Taylorin polynomi P, (x) pisteessd xo = 2. Témé voidaan tehdd
kirjoittamalla

Inx=1In(2+x—2) :ln(2(1+%)) :ln2+ln(1+x%2)

ja kdyttamailld seurauksen 7 kohtaa 2, mistd saadaan

Inx=1In2+

2 2

=2 | (x;2)2+0((x—2>3>~

Lauseen 20 (katso huomautus 24) mukaan etsitty polynomi on siis

1 1
Py(x) =In2+ E(x—2) - g(x—Z)z.

5.3 Raja-arvojen miéirittiminen

Taylorin polynomit ja ordomerkintd muodostavat tyokalun, joka soveltuu toisinaan raja-arvojen maé-
rittdimiseen I’ Hospitalin sdéntdd suoraviivaisemmin.

Esimerkki 54. Madritettdva raja-arvo
. 2sinx—sin(2x)
lim —=.
x—0 2% —2 — 2x — x2

Osoittaja ja nimittdjd ldhenevit nollaa muuttujan ldhetessd nollaa ja ovat derivoituvia kaikkialla.
Talloin I’Hospitalin sddnnén mukaan raja-arvo saadaan muotoon

2cosx —2cos(2x)
im
=0 25 —2—-2x

Edellinen raja-arvo tdyttid jilleen I’Hospitalin sddnnon edellytykset, joten se saadaan muotoon

. —2sinx+4sin(2x)
lim .
x—0 2e* —2

Kiytetddn jdlleen kerran 1’Hospitalin sdidntod, jolloin raja-arvoksi saadaan

—2cosx+8cos(2x) 6
m =-=3.
x—0 2e* 2

Taylorin polynomien ja ordotermien avulla saadaan jossain médrin syvéllisempi ymmaértdmys
siitd miksi saatuun raja-arvoon paadyttiin. Seurauksen 7 kohdasta 4 saadaan

(2x)°

sin(2x) = 2x — +0(x),

joten

2sinx—sin(2x)  2(x—% +0()) — (2x— 23 + 0(x%))
2" —2—2x—x2 2(1+x+ 522+ 3+ 0(x*)) =2 — 2x — 12
¥ +0(x) 1+0(x?)

Idyow)  lio@)’

mistd ndhdéén, ettd raja-arvo x:n ldhetessd nollaa on 3.



Luku 6
Integraalit

Integraalin késite on ollut tuttu jo Arkhimedeelle, joka on ldhestynyt késitettd nykyaikaiseen tapaan
summien kautta. Newtonin ja Leibnizin aikalaisten ndkokulmasta katsoen integraali on erdénlainen
summa, jossa lasketaan yhteen “dédrettomédn monta” “ddrettomin pientd” suuretta, ja saadaan tulok-
seksi ddrellinen suure. Tama historiallinen késitys on sittemmin jouduttu tismaéllisyyden saavuttami-
seksi syrjdyttdimadn, mutta nykyinen tdsmaillisempikin integraalikésite on edelleen perua summista.
Tidssd luvussa todetaan, miten integraali voidaan madritelld erdénlaisena summien raja-arvona, ja

siksi integraaleilla onkin monia summien ominaisuuksia.

Erityisen huomionarvoista on, ettd lahtokohtaisesti integraalin késitteelld ei ole mitdédn teke-
mistd derivaatan kanssa, vaan yhteys derivaattaan 16ytyy vasta analyysin peruslauseen myota.

Tiassd luvussa kisiteltdvi integraalikisite on perua Newtonilta ja Leibniziltid, mutta sen matemaat-
tinen tdsmillisyys on perua Bernhard Riemannilta. Vaikka Riemann esitti kisitteen tdsmaillisesti, pi-
tad vield korostaa Jean-Gastoun Darboux’n osuutta: Darboux esitti Riemannin miéritelmééan yhty-
vin integraalikésitteen, mutta Darboux’n médritelmi korostaa integraalin intuitiivisia ominaisuuksia
ja siitd voidaan johtaa integraalin teoreettisia ominaisuuksia helpommin.

On myos ldhtokohtaisesti toisin médriteltyjd, yleisempid integraalikésitteitd (kuten Lebesgue-
integraali), jotka kuitenkin johtavat samaan lopputulokseen mikili tarkastellaan funktioita, jotka
ovat myds integroituvia Riemannin (ja Darboux’n) méadritelmian mukaan. T4lld kurssilla tyydytdan
kuitenkin Riemann-integraaliin, joka esitetddn késitteellisesti yhtdpitavélld, Darboux’n kehittimalla
tavalla.

Pinta-alan midrittivi integraali esitetdiin nykyaikaiset tdasmillisyysvaatimukset tayttavilld taval-
la. Kurssisisdllon pitdmiseksi kohtuullisen kokoisena muita geometrisiin sovelluksiin liittyvid in-
tegraaleja sen sijaan esitetddn ldhinnd Newtonin ja Leibnizin infinitesimaalilaskennan ajatustapaa
noudattaen.

Taustatietoa

Bernhard Riemann (1826-1866) oli saksalainen matemaatikko,
joka opiskeli Gaussin johdolla. Riemann teki uraauurtavaa tyo-
ta differentiaali- ja integraalilaskennan, kompleksifunktioiden
teorian ja geometrian alalla. Riemannin geometrian tyo6t loivat
pohjan Einsteinin yleiselle suhteellisuusteorialle ja hdnen esit-
taminsd yhteys alkulukujen jakautumisen ja ns. zeta-funktion
epdtriviaalien nollakohtien vélilld johti nykymatematematiikan
kuuluisimpaan avoimeen ongelmaan, ns. Riemannin hypoteesiin.
Hypoteesin oikeaksi todistamisesta on luvattu miljoonan dollarin
palkkio.

(kuva: Wikimedia Commons)

47



48 6 Integraalit

6.1 Riemann-integraali Darboux’n tavalla

Olkoon f vililld [a,b] (b > a) méiritelty, rajoitettu funktio. Integraalikésitteen intuitiivisena tausta-
na voidaan pitdd tapausta f(x) > 0, jossa pyritdin médrittimién pinta-ala, jota rajoittavat x-akseli,
funktion kuvaaja ja suorat x = a ja x = b. Tdmai voidaan saavuttaa seuraavalla tavalla.

Vilin [a,b] jako tarkoittaa ddrellistd joukkoa D = {xo,x1,...,Xy—1,X, }, missd xo = a, x, = b ja
X; < xi+1 kun 0 <i < n— 1. Merkitéin jaon i:nnettd vilid A;:114, siis A; = [x;—1,x;] ja tdmén vilin
pituutta A;x:114, siis Ajx = x; — x;—1. Olkoot liséksi M; ja m; funktion vililld A; supremum- ja infimum-
arvot: M; = sup{f(x) | x € A;}, m; = inf{ f(x) | x € A;}. Koska f oletettiin rajoitetuksi koko vdlilli
[a, D], ovat M; ja m; olemassa kaikille osavileille A;.

Ay Ay Ay Ay
a=xy x| X2 Xi—1 Xie Xn-1 Xp=b

.
»

Kuva 6.1 Jaon yli- ja alasummia vastaavat pylviit osavileilla 1, 2, k ja n. Vilid A, vastaavien pylviiden korkeudet
ovat my ja M,

Miiritelmé 20. Vilin [a,b] jakoon D liittyvi funktion f Darboux’n yléisumma on

n
ED = ZM,'A,‘X
i=1
ja alasumma
n
§D = ZmiAix.
i=1

Lause 21. S, < Sp.

Todistus. Seuraa suoraan siitd, ettd m; = inf{f(x) | x € A;} <sup{f(x) |x€ A} =M, O
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Miiritelmé 21. Jos D, ja D, ovat vilin [a,b] jakoja, sanotaan, ettd D, on Dj:n tihennys jos
D; C D,. Koska jaot ovat darellisid joukkoja, voidaan siis tihennys D, saada D :sté lisidmalla
D :een ddrellinen maari pisteitd.

Lause 22. Jos D; on jaon D tihennys, on §D2 < §D1 jaS D, >S Dy

Todistus. Koska D, saadaan Dj:std ddrellinen madrd pisteitd lisddmalld, riittdd tarkastella tapausta,
jossa jaon D k:nnetta vélid tihennetty yhdelld pisteelld x, siis x;_; < x < X.

Tarkastellaan aluksi yldsummia. Jakoon D, liittyvé Darboux’n summa Sp, saadaan nyt siis sum-
masta Sp, korvaamalla tdmén k:s yhteenlaskettava M;Ax lausekkeella M/AL + M” A/, missd M’
ja M" ovat funktion arvojen supremumit vileilld A’ = [x;_1,x] ja A” = [x,x;]. On siis osoitettava,
etti M'AL+ M"A! on korkeintaan M;A;x. Koska M; on funktion f(x) pienin yliraja koko vililld
[xk_1,xx], on siis M < My ja M" < M. Tillsin

M'AL+M"AY < My (x — x3—1) + My (xp — x) = My (xg — x—1) = MpAgx.

Alasummia koskeva viite seuraa samalla tavalla siitd tosiasiasta, ettd osajoukon infimum ei ole pie-
nempi kuin koko joukon infimum. 0O

Lause 23. Kaikki alasummat ovat korkeintaan mikd tahansa yldsumman suuruisia, ts. S D, <
Sp,, missi Dy ja D, ovat mité hyvénsd vélin [a,b) jakoja.

Todistus. Olkoon D = D U Dy, jolloin siis D on sekd jaon Dj ettd jaon D; tihennys. Edellisten
lauseiden mukaan L
Sp, <8p <5p < Sp,.

a

Yl14- ja alasummia on joka tapauksessa molempia olemassa: esimerkiksi vilin [a, b] karkein jako
Dy = {a,b} tuottaa alasumman S, = m(b— a) ja ylisumman Sp, = M (b —a), missi m = inf{ f(x) |
X € [a,b]} jaM = sup{f(x) | x € [a,b]}. Edellisen lauseen mukaan kaikkien alasummien joukko on
ylhéiltd rajoitettu ja kaikkien yldsummien joukko alhaalta rajoitettu, joten ylasummien joukolla on
infimum ja alasummien joukolla supremum.

Miiritelmé 22. Funktion f yldintegraali vililli [a,b] on
b
/ f = inf{Sp | D on vilin [z, 5] jako)
a

ja alaintegraali vililla [a, b]

b
/f = sup{Sy, | D on vilin [a,b] jako}
a

Lauseesta 23 seuraa, ettd alaintegraali on suuruudeltaan korkeintaan yldintegraali.
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Miiritelmé 23. Vililld [a, b] rajoitettu funktio f on (Riemann-) integroituva tilld vililld, mi-

kali
b b
/fzjf

Talloin yld- ja alaintegraalin yhteistd arvoa kutsutaan funktion f (Riemann-) integraaliksi vé-
1illd [a, b] ja siitd kdytetddn merkintojd

Lz'ﬁlfﬂ”“'

Lukuja a ja b kutsutaan integraalin ala- ja yldrajoiksi ja funktiota f integrandiksi.

Esimerkki 55. Vakiofunktio f(x) = ¢ on integroituva millid tahansa vililld [a, b]. Funktion infimum
ja supremum nimittdin ovat milld hyvinsi vililla molemmat c, ja tdlléin mihin tahansa jakoon D =
{x0,x1,..., %} (xo0 = a, x, = b) liittyvit yl- ja alasummat ovat molemmat muotoa

=

(xi—xi—1) =c(b—a).

n
cAix=c
1 =1

1

Téten siis yld- ja alasummien joukossa on vain yksi alkio ¢(b — a), joka on yhtiaikaa seké alasum-
mien supremum ettd yldsummien infimum. Vakiofunktion f(x) = ¢ integraali on siis

/abfzc(b—a).

Esimerkki 56. Funktio f: R — {0, 1} joka on miéritelty ehdoilla

Flx) = { 1,josx €Q,

0 muulloin.

ei ole Riemann-integroituva milldin vililld [a,b] (a < b). Tdmi johtuu siité, ettd jokaisella vililld
[xi—1,%i] (xi—1 < x;) on sekd rationaali- ettd irrationaaliluku, siis funktion f supremum 1 ja infimum
0. Talloin funktion f jokainen ylisumma on b — a ja alasumma 0, ja siksi yldintegraalin arvoon b —a
ja alaintegraalin 0.

Koska integraalin mééritelmé perustuu kaikkiin mahdollisiin vilin [a, b] jakoihin liittyviin yld- ja

alasummiin, on integraalin laskeminen mééritelméin perustuen varsin ty6ldstd. Seuraavan lauseen
perusteella voidaan kuitenkin tarkastelua toisinaan rajoittaa tietyntyyppisiin jakoihin.

Lause 24. Jos 2' on jokin joukko viilin [a,b] jakoja ja
I=sup{Sy | D' € '} =inf{Sp | D' € 7'},

niin tilloin f on Riemann-integroituva viililli [a, D] ja

/abf:I.

Todistus. Olkoon 2 kaikkien vilin |a, b] jakojen joukko. Tll6in
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b
I=sup{Sy | D' € 7'} <sup{sp| De T} = [ f

b
< /f:inf{§D|D€@}§inf{§D/ IDe ') =1.

O

Jos siis esimerkiksi tasavdlisiin jakoihin liittyviin funktion f Darboux’n summille alasummien
supremum / on sama kuin yldsummien infimum, niin télléin f on integroituva vililld [a,b], ja inte-
graalin arvo on .

Esimerkki 57. Olkoona =0, b = 1ja f(x) =x? jaD, = {0,1,2 ... ==L 1} vilin [0, 1] tasavilinen
jako. Yhden jakovilin pituus on télloin A;x = % ja koska f on jatkuva ja vililld [0, 1], on silld
olemassa maksimi- ja miniarvo jokaisella vililld A; = [%, ﬁ] Koska liséksi f on kasvava vililld
[0,1], on M; = (£)? jam; = (51)2.

Jakoon D,, liittyvit yli- ja alasummat voidaan laskea nyt kaavan

iiZ = %n(n—&- )(2n+1)

avulla:
Sp, = ; (%)2% - ngiz]f — s enlnD)n+1)
3n—

1

Tiastd ndhdéin, ettd tasavilisten jakojen joukossa yldsummien infimum on 3,

alasummien supremum. Téten siis
1 1
/ Pdx==.
0 3

mikd on sama kuin

6.2 Funktioiden integroituvuus

Lause 25 (Riemannin integroituvuusehto). Vililli [a, b] rajoitettu funktio f on integroituva
tarkalleen silloin, kun jokaista positiivilukua € kohti on olemassa viilin [a,b] jako D = D,
Jjolle

Sp— Sp<e.

b
Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on integroituva ja merkitddn / = / f- Olkoon £ > 0. Koska I on
a

yldsummien infimum (pienin alaraja), on olemassa sellainen yldsumma Sp,, ettid Sp, < I+ £. Koska
I on myds alasummien supremum, on olemassa sellainen alasumma Sj,, , ettd S, > 1 — £. Olkoon
D = D; UD, jakojen D ja D, yhteinen tihennys. Télloin lausetta 22 kdyttdmélld saadaan

5

_ — €
SD—QDSSDI—502<I+2 (1_5):8-

Oletetaan sitten, ettd lauseen ehto on voimassa. Koska yldintegraali on korkeintaan minkd hyvinsa
yldsumman suuruinen ja alaintegraali vdhintddn minkd hyvinsd alasumman suuruinen, on
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b b
0< [1- [r<So-sp<e

a

Koska ylé- ja alaintegraalin erotus ei ole negatiivinen, mutta pienempi kuin mikd hyvénsi positiivi-
luku €, on se nolla. O

Lause 26. Jos f on jatkuva viilillii [a, D], on se myds integroituva tilld valilld.

Todistus. Koska f on jatkuva suljetulla vililld [a, b], on se myds tasaisesti jatkuva tilla vililld. Téten
siis |f(x1) — f(x2)| saadaan miten pieneksi tahansa kun |x; — x| valitaan riittdvin pieneksi (ja x; ja
x on valittu vililté [a, b]). Erityisesti

€
|f(x1) = f(x2)] < b—a’
kun |x; —x2| < 8. Olkoon D vilin [a,b] jako, jonka kukin jakovili A; on korkeintaan §:n pituinen.
Jatkuvana funktiona f saavuttaa kullakin jakovilillda A; maksimi- ja minimiarvon M; ja m;, jotka siis
titen yhtyvit supremum- ja infimumarvoihin. Talloin M; —m; = f(x;) — f(y;) joillekin jakovilin A;
pisteille x; ja y;, joten M; —m; = |M; —m;| = | f(x;) — f(vi)| < 55, silld |x; — yi| < & (koska x; ja y;
molemmat kuuluvat jakovéliin A;, jonka pituus on korkeintaan ). Néin ollen

n

_ € n €
SD_ED = Z(M,'—m,')A,'x< m <:1Aix: bi(b—a) = €.

i=1 i

Koska yli- ja alasumman erotus saadaan miten pieneksi hyvénsi, seuraa integroituvuus lauseesta 25.
O

Lause 27. Jos integroituvan funktion arvoa muutetaan yhdessd pisteessd, ei integroituvuus
eikd integraalin arvo muutu.

Todistus. Harjoitustehtdvda. Huomaa lisdksi, ettd ”yhdessd” voidaan helposti muuttaa muotoon “44-
rellisen monessa”.

6.3 Integraalien perusominaisuuksia

Integraalit saadaan summien rajatapauksina, minkd vuoksi monet summien ominaisuuksista periy-
tyvit integraaleille. Seuraavassa esitetdin tirkeimpid integraalien ominaisuuksia, mutta nédiden to-
distukset jitetddn harjoituksiksi.

Lause 28. Oletetaan, ettd f ja g integroituvia vdlilld [a, b). Tdlloin myds funktiot cf (c € R) ja
f+ g ovat integroituvia vdlilld [a, b] ja

/abcf=c/abf,
/ab(f+g)=/abf+/abg-

Todistus. Jitetddn harjoitustehtdvaksi.
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Lause 29. Jos f on integroituva vililld [a,b] ja ¢ € (a,b), niin
b @ b
fr=loefs
a a c
Todistus. Jitetddn harjoitustehtdvéksi.

Lause 30. Jos f ja g ovat integroituvia vililld [a,b], niin samoin on fg. Jos lisciksi é on rajoi-

!

tettu vililld [a, b, niin myos 5 on integroituva.

Todistus. Sivuutetaan.

Seuraavaksi laajennetaan integraalin médritelmad sellaisiin tapauksiin, missé integraalin ylédraja
on pienempi kuin alaraja.

Miiritelmé 24. Jos a < b ja f on integroituva vililli [a, b], méritelldan

Fr=-[r

jos f(a) on médritelty, méritelldéin edelleen
a
/ f=o.
a

Huomautus 25. Ylldolevista médritelmisté seuraa, ettd mikéli f on integroituva vililld 7, jaa,b,c €1,

niin
b c b
[r=[r+[r
a a c
olipa lukujen a, b ja c keskindinen suuruusjirjestys mikd hyvinsi.

My0s perustiedot-osiossa esitetyt summien suuruusarviot kddntyvit integraalien suuruusarvioik-
si. Seuraavassa esitettyjen tulosten todistukset perustuvat Darboux’n summien arviointeihin.

Lause 31. Jos f ja g ovat integroituvia vililli [a,b] ja f < g, on
b b
/ fs / 8
a a

Todistus. Harjoitustehtdva.

Jos erityisesti valitaan f = 0, saadaan seurauksena, etté vilillid [a, b] positiivisen funktion integraali
on vihintddn 0. Tétd havaintoa voidaan tarkentaa seuraavasti:

a

Lause 32. Jos f on jatkuva ja f > 0 valilld |a,b)] niin / f = 0 tarkalleen silloin kun f =0
b

vélilli [a, b].
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Todistus. Harjoitustehtidva.

My6s summien kolmioepayhtalo siirtyy integraaleille:

Lause 33. Jos f on integroituva vililld [a,b], niin myds | f| on integroituva ja tdlloin

.Lbf‘suéﬂfh

Todistus. Sivuutetaan, mutta huomataan, ettd mikéli a > b, pitee lause muodossa

/abf‘é /abfl’-

6.4 Analyysin peruslause

Aiemmin on nihty, ettd Arkhimedeen tapa laskea integraaleja summien avulla saattaa olla varsin
tyolds. Arkhimedes ei tuntenut differerentiaalilaskentaa, jonka tarjoama yhteys integraalilaskentaan
helpottaa integraalien laskemista huomattavasti. Tissd luvussa esiteltdvi 1600-luvulla 16ydetty tulos,
analyysin peruslause oli huomattavin matematiikan edistysaskel 1800 vuoteen. Analyysin peruslause
kiytannossa yhdistdd differentiaali- ja integraalilaskennan.
Oletetaan, ettd funktio f on integroituva jollakin vililld ] ja ettd ¢ € 1. Télloin kutakin x € 7 kohti
X

on olemassa integraali / f, joten siis yhtilod
c

X
H@:/f@m
C
madrittelee funktion F : I — R. Niin saatua funktiota kutsutaan f:n integraalifunktioksi.

Lause 34. Vililli I rajoitetun ja integroituvan funktion f integraalifunktio on jatkuva vdlilld
L

Todistus. Merkitién M = sup{|f(x)| | x € I'} jaxp € I. Jos x on niin ldhelli pistetti xo, ettd x € I, on

talloin N . y
-] f‘—’/ff

Talloin d(F(xo),F (x)) = |F(x0) — F(x)| < €, kunhan d(xo,x) = |xo — x| < ;7. Koska xo on miki
hyvinsi vilin [ piste, on F jatkuva koko vélilli /. O

[F(x0) = F(x)| =

X0
< |11 <o -x1.
X

Esimerkki 58. Edellisessd lauseessa ei tarvittu integrandin jatkuvuutta. Jos esimerkiksi miéritelldén

0, kunx <0
fx) = { 1, kunx >0,

X
sekii F(x) = / f.kunx € [~1,1]. Tallsin
-1

0, kunx <0
Fx) = {x, kun x > 0,

ja siis F on jatkuva myds f:n epdjatkuvuuskohdassa x = 0. Sen sijaan F ei ole derivoituva tissa
pisteessa.
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Lause 35 (Analyysin peruslause). Funktion f integraalifunktio F on derivoituva niissd pis-
teissd, missd f on jatkuva. Ndissd pisteissd pdtee lisdksi

=2 [r=rw

Todistus. Olkoon f jatkuva pisteessd xo sekd A niin pieni, ettd xo + A~ kuuluu vilille 7 jossa f on

integroituva. Talldin
xo+h X0+h
Flro+h)~Fo)= [ 7= [Tr= [
c

Niin saatu lauseke voidaan kirjoittaa muotoon

Plaotn) =) = [ fwas= [ (la0) 10— )

xi(H-h xox0+h
= f(xo0)dx+ (f(x) = f(x0)) dx

X()Jrh

= hf(xo0) —l—hf/ (f(x) = f(x0)) dx.

X0

1 "Xo+h
Osoitetaan vield, etti lauseke €(h) = 7 / (f(x) = f(x0)) dx saadaan miten pieneksi hyvinsi va-
)

litsemalla A riittdvén ldaheltd nollaa. Juuri tdssi tarvitaan funktion f jatkuvuutta pisteessd xg. Valitaan
€ > 0. Jatkuvuuden perusteella on olemassa sellainen 0 > 0, ettd | f(x) — f(x0)| < &, kund(x,x0) < 8.
Kun valitaan £ siten ettd |h| < 0, toteutuu d(x,xp) < & ja siis

1 [Xoth 1 Xo+h
e(h) 0l = | [ ) - sty < 175) — £ (xo) d
X0
1 /-xo+h 1
< — edx|=—¢l|h|=¢
12l 1/ A
Jos siis vield méiritelldin €(0) = 0, on }lzin(l)e(h) =¢(0)=0ja
—

F(xo+h) — F(x0) = hf (x0) + he(h),

mikd derivaatan maéritelmédn mukaan tarkoittaa, ettd F'(xo) = f(x9). O

Seuraus 8. Jos funktio f on jatkuva vililli I, on sen integraalifunktio F derivoituva vdlilld 1
ja F'(x) = f(x) kun x € I. Tditen siis viililld I jatkuvalla funktiolla on aina olemassa antideri-
vaatta eli kantafunktio eli mddrddmditon integraali.

Huomautus 26. Vaikka edellisen seurauksen mukaan jatkuvan funktion antiderivaatta on aina ole-
massa, ei sille vilttamattd 10ydy aina yksinkertaista esitystapaa. On nimittdin mahdollista, ettd al-
keisfunktion antiderivaatta ei ole alkeisfunktio.

2 .
Esimerkki 59. Olkoon h(x) = / STdt ja lasketaan /' (x). Koska lir% mr_ 1, saadaan integran-
0 x—0 X
u Q1 t
di médriteltyd ja jatkuvaksi origossa asettamalla sen arvoksi 1. Kun merkitdin g(u) = % dt,
0

huomataan, etti (x) = g(x?) ja siis /' (x) = g’ (x*)2x = sin(?) 5 — %

X
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6.5 Integraalin arvon méiirittiminen

Integraalin arvon méirittiminen tapahtuu suoraviivaisimmin analyysin peruslausetta seki integraa-
lilaskennan peruslausetta hyddyntéen. Jos nimittdin F on jokin vililld [a,b] jatkuvan funktion f
antiderivaatta, on F’(x) = f(x), mutta analyysin peruslauseen mukaan on myds

& [ o=,

Talloin integraalilaskennan peruslauseen mukaan

/xf(t)dt — F(x)+C,

missd C on jokin vakio. Sijoittamalla ylld olevaan yhtdlo6on x = a saadaan vakion C arvoksi C =
—F(a) ja kun edelleen sijoitetaan x = b, saadaan integraalin laskemiseksi ns. Newton—Leibnizin
kaava.

Lause 36 (Newtonin-Leibnizin kaava). Vililli [a, ] jatkuvalle funktiolle f pcitee

[ 1= F)-Fla)

missd F on jokin funktion f antiderivaatta.

Mairitelmé 25. Merkintd sijoitus a:sta b:hen” madritelldan

Esimerkki 60. Koska % cosx = sinx, saadaan

V3
T
/ cosxdx = /sinx =sinmw —sin0=0.
0
0

Newton-Leibnizin kaavan suora soveltaminen edellyttédd, ettd f on jatkuva integrointivélilla. Kui-
tenkin, jos funktiolla f on dérellisen monta epédjatkuvuuskohtaa tarkasteluvililld, voidaan Newton—
Leibnizin kaavaa soveltaa jakamalla véli osiin.

Esimerkki 61. Olkoon
1, kun x < 0,

fx)=< x+1, kun0<x<1,
2 +1, kanx > 1.

2 0 1 2 ’ 35
/ f:/ 1dx+/ (x+1)dx+/ (@ +1)dr="2
-1 -1 0 1

Antiderivaatan méérittiminen voi olla toisinaan hankalaa, mutta osittaisintegrointi saattaa helpot-
taa integraalin madrittamista.

Tilldin

Lause 37 (Osittaisintegrointi). Jos f ja g ovat derivaattoineen jatkuvia funktioita vililld
[a,b), niin
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b , g b ,
/fg =/fg—/ fg
a @ a

Todistus. Seuraa suoraan tulon derivointisidnnosté (fg)’ = f'g+ fg' ja Newton—Leibnizin kaavasta.
O

2
Esimerkki 62. Lasketaan integraali / xe* dx. Merkitdén titd varten f(x) = x ja g(x) = €%, jolloin siis

g'(x) = ¢, f'(x) = 1 ja osittaisintegroimalla saadaan
2 2 2
/ xexdx:/xex—/ dx=2e"—(*—1)=e* +1.
Jo Jo
0

My®s sijoitus integraaliin saattaa helpottaa integraalin méarittimisti.

Lause 38 (Sijoitus méirittyyn integraaliin). Olkoon f jatkuva vililli I ja [a,b] C I. Olkoon
lisciksi g viililli (@, B] derivaattoineen jatkuva funktio, joka toteuttaa ehdot g([a, B]) C I sek
gla)=ajag(B)=b. Tillsin

b B
/a f(x)dx:/a f(e(1)g'(t)dt.

X
Todistus. Olkoon h(x) = / f- Koska f on jatkuva, on h derivoituva vélilld I ja #'(x) = f(x). Til-

a
16in myos funktio F(z) = h(g(z)) on derivoituva ja F'(r) = h'(g(¢))g'(¢) = f(g(¢))g'(t). Newton—
Leibnizin kaavaa kdyttden saadaan

ﬁ !/ ﬁ ! 6
| #eeng @ = ["F0d= /P = he(B) ~hig(e)

— h(a) — h(b) = / ’ ),
O

1
Esimerkki 63. Lasketaan integraali / V' 1—x2dx kiyttdmilld sijoitusta x = g(r) = sinz. Valitaan
0
a=0jaf =7, jolloin g(a) = g(0) = 0jag(B) = g(5) = 1. Lisiksi g’(r) = cost, joten

4

1 z z
/ \/l—xza'x:/2 \/l—sinztcostdt:/zcosztdt.
0 0 0

1+cos2t
2

Niin saatu integraali voidaan edelleen miirittis trigonometrisen kaavan cos?t = avulla:

T, 1 /3 13 1 /3
/ cos tdt:f/ (1+cos2t)dt:f/ 1dt+f/ cos 2t dt
0 2Jo 2 Jo 2 Jo

T T
’2[:— 0:—
sin 4—|— 1

N —

© T~
| =

+

IS

Palautetaan mieleen, etté funktio f on parillinen, jos f(—x) = f(x) ja pariton, jos f(—x) = — f(x).
Parillisten tai parittomien funktioiden integraalin miérittamistd voidaan toisinaan yksinkertaistaa:
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Lause 39. Olkoon f jatkuva vdlilli [—a,al. Jos f on parillinen, on
a a
[ r=2[r.
—a 0

a
f=0.
—a

ja jos f on pariton, on

Todistus. Hajotetaan integraali osiin:

_uaf(x)dx:/_()af(x)dx+/()af(x)dx

ja sijoitetaan ensimméiseen summattavaan x = g(¢) = —. Téll6in

" jwae= [ ren-nai= [*pena= [ -na

Niin ollen

[ pax= [ (=) + 50,

ja vdite seuraa suoraan tistd. O

31
Esimerkki 64. Lasketaan integraali / V' 1 +sin? xsinxdx. Tehdiin ensiksi sijoitus x = g(¢f) =1 —
JTT
27, jolloin g’ (1) =1 ja

3n bid
/ V1 +sin® x sinxdx = / 1 +sin?(r — 27) sin(¢r — 27) dt.
3 -7
Sinifunktion jaksollisuudesta johtuen ylldoleva integraali voidaan kirjoittaa muotoon

T
/ V1+sin’s sinzdt,
-7

josta puolestaan integrandin parittomuuteen perustuen ndhdaén, ettd integraalin arvo on 0.

Matlabissa on midrityn integraalin laskemiseksi symbolisen matematiikan tyokalu:
>> syms x
>> f=x"5

x"5

>> int (f,x,1,3)
ans =

364/3

>>

Maidrdtyn integraalin likiarvon laskemista (numeerista integrointia) varten Matlabissa on
quad ja quadl-toiminnot:

>> quad(@sin, 1,4)
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Luku 7
Integraalin sovelluksia

7.1 Pinta-ala

Olkoon f on vililld [a,b] méritelty jatkuva, ei-negatiivinen funktio. Tarkastellaan aluetta, jota ra-
joittavat x-akseli, suorat x = a ja x = b, sekd kiyrd y = f(x). Integraalin mééritelmén perusteella on
taysin ilmeistd, ettd ainoa mielekds tapa madritelld tarkasteltavan alueen pinta-ala on nimenomaan
madritelld ala integraaliksi
b
[s
a

Esimerkki 65. Selvitetizin kiyrin y = x?, x-akselin ja suorien x = 2 ja x = 4 viliin jizvi ala. Suoralla
laskulla saadaan

4
4 1 1 56
A— 2, :/73:743723 _>20
/zx AR 3 ) =3

Esimerkki 66. Selvitetiin kiyrien y = x>, y = x? ja suorien x = 3 ja x = 5 viliin jdzvi ala. Aluksi
todetaan, etti vililld [3,5] kiyrd y = x*> on kokonaan kiyrin y = x? ylipuolella. Voidaan siis laskea
kiyrin y = x3, x-akselin ja suorien x = 3 jax = 5 viliin jazvi ala ja vihenti siiti ala, joka jid kdyrin
y = x? alle vililli [3,5]. Niin ollen kysytty ala on

5
5 5 5 1 1 310
/3xx | ¥ dx 3(x x7)dx {(4)6 3x) 3

Infinitesimaalilaskennan nikokulmasta pinta-alan médédrdiminen voidaan tulkita seuraavasti: Vili
[a,D] jaetaan “#irettomin kapeisiin” suorakaiteisiin, joiden leveys on dx ja korkeus f(x). Kunkin
”gdrettdmén kapean” suorakaiteen ala on titen f(x)dx ja midritettivin alueen pinta-ala saadaan
“adrettomiand summana” (integraalina)

/abf(x) dx.

On kuitenkin huomattava, ettd tdlld kurssilla ei infinitesimaalien késitettd ole tdsmennetty millddn
tavalla ja titen edelldmainittu viittaus infinitesimaalilaskentaan on tarkoitettu 1dhinni intuitioon pe-
rustuvaksi muistisddnnoksi. Muut tdimén kurssin geometriset sovellukset esitetddn infinitesimaali-
laskennan tavalla ja tyydytdédn vain toteamaan, ettd tdima kdytidnto voitaisiin perustella tismaéllisesti
Riemann-summien avulla.

Miiritelmé 26. Vililli [a,b] integroituvan funktion f keskiarvo miéritellddn lausekkeena

1 b
b—a/a f(x)dx.

Miéritelmén motivaatiota varten on hyoddyllisti tarkastella tapausta f(x) > 0 ja piirtdd nékyviin suo-
rakulmio, jonka kanta on b — a ja pinta-ala sama, joka jid kdyridn y = f(x), x-akselin ja suorien x = a
jax = b viliin.

61
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7.2 Kaarenpituus: Parametrimuoto

Miigritelmi 27. Kiyri tasossa R? funktio I" : I — R?, missi I on jokin reaalilukuvili. Yhti-
pitévisti voidaan kidyrd médritelld parametrimuotoisena relaationa I' = {(x(¢),y(¢)) | ¢ € I}

Edellisen midritelmédn mukaisella tavalla esitettyd kidyridd sanotaan parametrimuotoiseksi. Jokainen
funktio f : I — R mddrittelee myo6s kidyrdn (ns. xy-muoto), josta saadaan parametrimuoto asettamalla

(x(1),y(2)) = (1, f(2))-

Mairitelma 28. Kiyrd I' = {(x(z),y(¢)) | t € [a,b]} on jatkuva mikili funktiot x(¢) ja y(¢) ovat
jatkuvia. Lisiksi sanotaan, ettd kdyrd I on siled, mikili myds x'(¢) ja y'(¢) ovat jatkuvia.

Olkoon I = [a,b] ja oletetaan, ettd I" on siled kiyrd. Selvitetidén kiyrdn I' = {(x(z),y(¢)) | t €
I} pituus infinitesimaalilaskennan ajatustavalla. Merkitdén “ddrettomén pientd” kiyréin osaa ds:114,
jolloin kédyrdn pituus L on “dédreton” summa (integraali) yli kaikkien “dédrettdmén pienten” kdyrin
osien:

(5]
L= ds.
3l

Infinitesimaalisen kiyrin alkion tulisi toteuttaa yhtild ds® = dx* 4+ dy?, jolloin kiyrin pituudeksi
saadaan

b b b
L:/ \/dxz—l—dyz:/ (%)Z—F(%)Zdt:/ JEE2+y(0)2dt (T.1)

Sanotaan, ettid kiyrd on suoristuva, mikili silld on dérellinen pituus.

Esimerkki 67. Sykloidi midritellddn parametriesitykselld

{x(t) =t—sint

y(t) =1—cost,

missd ¢ € [0,27]. Tdlldin x'(r) = 1 — cost ja y'(r) = sint. Sykloidin kaarenpituudeksi saadaan siis
kaavan (7.1) mukaan

27 27
/ \/(l—cost)2+sin2tdt:/ V1 —2cost +cos2t + sin?t dt
Jo Jo

21 21 t 21 t 2r t
_ / \/2—ZCostdt:/ ~/4sin27dt:2/ ‘sinf‘dt:2/ sin - dr
Jo 0 2 0 2 Jo 2

2
- 2/(—2) cos% —2(2—(~2))=8.
0

Y1l on kiiytetty trigonometrista kaavaa sin® = %(1 — cos2t) (yhtipitivisti cost =1 —2 sin? %) kol-
matta yhtdsuuruutta varten.
7.3 Kaarenpituus: xy-muoto

Jos kiiyri on annettu muodossa y = f(x), saadaan téistd parametrimuoto vilittomésti asettamalla
x=t,y=f(¢t). Tallsin X' (t) = 1 jay'(t) = f'(¢) ja siis kaarenpituudeksi saadaan
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L:/ab\/1+f’(t)2dt:/ab\/l—i-f’(x)zdx. (7.2)

Esimerkki 68. Lasketaan kiiyrin y = f(x) = Inx pituus vililli /3 < x < /8. Koska f'(x) = 1, saa-

daan kaavan (7.2) mukaan '
V8 1 V8. /112
L:/ \/1+(7)2dx:/ T ax.
V3 X V3 X

kantafunktion 16ytamiseksi tehdéén sijoitus x = tant, jolloin

/\/1+x2dx_/\/1+tan2t 1
X

tant  cos?t

V 1+x2

Funktion <

miké puolestaan suoralla laskulla saadaan muotoon

V142 1 int 1
X sSinfcos-t cos~t sint

1 1 —cost

cost sint

Viimeisin summattava voidaan perustella seuraavalla laskutoimituksella:

d i 1 —cost sint  sin?¢ — (1 — cost) cost 1
—1In - = = - 0.
dt sint 1 —cost sin®t sint
o . . in2 —cos?
Jotta voitaisiin palata alkuperdiseen muuttujaan x = tant, voidaan laskea x> = %22 = % =

1
COSZI

71 =
X241

l—cost 1 [ e e S B e el
sint  sint tanf X2 x X

ja ndin saadaan funktion 7“;')‘2 kantafunktioksi (kun x > 0)

Vx2H1—1
—

. . . 2
— 1, josta cos?t = ﬁ ja edelleen sin®¢ = 1 — xzxﬁ Nain ollen

x2+1+1In

(Tarkasta derivoimalla onko tdma todella funktion 7”;)62 kantafunktio). T#ll6in

B
VB T+ x2 Vai+1-1
/ X dx:/(\/xz—l—l—HnL):l—Hn 31,2027,
V3 X ' X 2

3

7.4 Tilavuus

Kolmiulotteisessa avaruudessa tilavuuden maérittiminen tapahtuu yleensi kolmen muuttujan funk-
tion integraalin avulla, mutta joissakin tapauksissa tilavuus voidaan kahden tai erittdin sddannollisten
kappaleiden tapauksessa jopa yhden muuttujan funktion integraalin avulla.

Yhden muuttujan integraaliin voidaan toisinaan p#istd seuraavalla tavalla: Ajatellaan, ettd tasojen
x = ajax= b viliin jadvastd kappaleesta tunnetaan x-akselia vastaan kohtisuoran poikkileikkauksen
ala A(x) kussakin pisteessi x. Kappale oletetaan sellaiseksi, ettd funktio A(x) on jatkuva vililli [a, b].

Infinitesimaalilaskennan nidkokulmasta katsoen télloin ajateltaisiin, etti vililld [a, b] kappale jae-
taan #ddrettdmén moneen “#idrettdmin ohueeseen” viipaleeseen, joista kunkin tilavuus on A(x)dx
(x € [a, b)), ja tilloin koko kappaleen tilavuus saadaan integraalina
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V= /abA(x) dx.

Esimerkki 69. Tarkastellaan kartiota, jonka korkeus on % ja pohjan ala A. Asetetaan koordinaatisto
siten, ettd kartion kirki on origossa ja pohja kohtisuorassa x-akselia vastaan. Téll6in siis kartion
pohja on osa tasoa x = h.

Yhdenmuotoisten alojen suhde on sama kuin mittakaavan nelio, joten x-akselia vastaan kohtisuo-

ran poikkileikkauksen ala A(x) pisteessd x € [0, /] toteuttaa '% = (%)2 siis A(x) = 4 x%. Tillsin

2
kartion tilavuus on
h
h A A h A /1 1
_ 2 _ 2 _ 3_
V—/O —hzx dx-—hz/o X dx——h2 / gx _§Ah'

Oletetaan, ettd kidyrd y = f(x) on x-akselin yldpuolella vililld [a,b] ja tarkastellaan pyordyskap-
paletta, joka piirtyy kédyrdn pyoridhtidessd x-akselin ympiri. Télloin x-akselia vastaan kohtisuoran
leikkauksen pinta-ala A(x) = 7f(x)? ja siis tasojen x = a ja x = b rajoittama tilavuus on

V:ﬂf/bf(x)zdx.

Esimerkki 70. Ellipsin 2—? + Z—; = | pyorihtéaessa x-akselin ympdri piirtyy pyordysellipsoidi. Tamén
tilavuus on

‘2 2[4, X 2 X4,

7| ydx=2mb /0 (1-5)dx=2mb {(x— ) = Smab,

Erikoistapauksessa a = b = r saadaan r-siteisen pallon tilavuudeksi.

4
V= gﬂ'l’:’



Luku 8
Integraalikisitteen laajennuksia

Riemann-integraali médriteltiin alun perin vain siind tapauksessa, ettd integrointivili on dédrellinen
ja integrandi rajoitettu. Molemmista rajoitteista voidaan toisinaan luopua, jolloin pidddytddn niin
kutsuttuihin epdoleellisiin integraaleihin. Sovellusten kannalta nimi yleistykset ovat ainakin yhti
merkittidvid kuin varsinaiset Riemann-integraalit, ja niistd kéytetddn samankaltaisia merkint6jd kuin
varsinaisista integraaleistakin.

8.1 I lajin epéoleellinen integraali

Mairitelméi 29. Olkoon f integroituva vilin [a,o0) jokaisella ddrelliselld osavililld [a,M].

Maidritellddn y
= lim
|or=jim [,
mikili kyseinen raja-arvo on olemassa &darellisend. Talloin sanotaan, ettd I lajin epdoleelli-

nen integraali suppenee. Jos raja-arvoa ei ole ddrellisend, sanotaan, ettd integraali hajaantuu.
Integraalin hajaantuessa merkitidin
[r
a

[rl

ja suppenevassa tapauksessa merkitddn

b

I lajin epidoleellinen integraali / f maddritellddn analogisesti, mutta integraalin / f médritelmid

tarkastellaan myShemmin.

Esimerkki 71. Selvitetdédn, suppeneeko / xe ¥ dx. Osittaisintegroinnilla saadaan
Jo

M M g M M
xe Ydx = / x—(—e N)dx= /) —xe "+ / e “dx
/0 Jo dx( ) { Jo

M
= —Me™M— /efx =-—Me™M_eMyq,
0

mistd nidhdiin, ettd
M
lim xe “dx=1.
M—o /0

Siis tarkasteltava epdoleellinen integraali suppenee, ja sen arvo on 1.

65
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Esimerkki 72. Integraali / cosxdx hajaantuu, silld
0

" M
/ cosxdx = /smx =sinM,
0
0

eikd raja-arvoa limy;_,. sin M ole olemassa.

Esimerkki 73. Olkoon a > 0 ja tarkastellaan integraalin

<1
/ fdx
a X

M ]
suppenemista s:n eri arvoilla. Merkitédin I(M) = / — dx ja tarkastellaan mitd tapahtuu, kun M
a X

a d 1 1 _1;:
lahenee ddretontd. Jos s # 1, on HTSeT =i

10m) = (L - L),

T l—s\Ms1 g5l

mistd ndhdian, ettda

Tapauksessa s = 1 saadaan

M q M
I1(M) :/ —dx= /lnx: InM —Ina,
a X a

joten limps_se I(M) = eo. Niin ollen epioleellinen integraali / — dx suppenee tarkalleen silloin
a X°

il | 1
/ —dx= a'=s.
a X5 s—1

Huomautus 27. Epdoleellisten integraalien yhteydessi kéytetdédn toisinaan lyhyyden vuoksi sijoitus-

merkintdd
/£,

a

kun s > 1 ja télloin

miké tarkoittaa raja-arvoa

M
tim / f(x).
lim /()
a
Epéoleellisen integraalin suppenemiskysymystd on usein melko hankala ratkaista. Tdhén liittyen
tarkastellaan seuraavaksi joitakin suppenemiskriteerejd, mutta ensiksi voidaan todeta seuraavat epa-
oleellista integraalia koskevat seikat:

M

Lause 40. Oletetaan, ettii / f on olemassa kaikille M > a.

a
oo

Jos integraali / f suppenee ja b > a, niin myos / suppenee ja
a b
0o b o0
fo=fref s
a a b

Todistus. Harjoitustehtdvi.
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Lause 41.

/:(ocf+ﬁg>=a/:f+ﬁ/:g7

mikdli jdlkimmadiset integraalit supenevat.

Todistus. Seuraa suoraan raja-arvojen laskusddnnoistd, harjoitustehtava.

Lause 42 (Vertailutarkastin). Olkoon 0 < f < g kun x > M (M on jokin positiiviluku) ja f
sekd g integroituvia jokaisella vililld [a,b]. Tdlloin

1. Jos / g suppenee, niin myos / f suppenee.
a a

2. Jos / f hajaantuu, niin myos / g hajaantuu.
a a

Todistus. Sivuutetaan.

Huomautus 28. Edellisen lauseen tilanteessa sanotaan, ettd f on g:n minorantti ja ettd g on f:n ma-
Jorantti. Suppenevasta majorantista seuraa siis suppeneminen, ja hajaantuvasta minorantista hajaan-
tuminen.

o 1
Esimerkki 74. Tarkastellaan integraalia / 371 dx. Todetaan, ettd
1 X7+

1 1 1
<—F————< —F==
V3 +1 VX3 x%

Esimerkin 73 mukaan integraali / — dx suppenee, joten lauseen 42 mukaan my0s tarkasteltava
1 X2

integraali suppenee.

Vaikka tarvittava majorantti tai minorantti olisikin saatavilla, saattaa silti vertailu olla tyoldsta.

Esimerkki 75. Tarkastellaan integraalia dx. Integrandille on helppo 16ytdid minorantti:

L=

1 1 . . .
>_L ku 0o).
=2 . kun x € [2,0). Edelleen todetaan, ettd /2 N dx suppenee, mutta minoranttifunktion

integraalin suppeneminen ei kuitenkaan johda alkuperdisen integraalin suppenemiseen.
Toisaalta integrandille saadaan my0s majorantti: Kun x > 2, on

[ S SR \[
Vo1 o fi_1 o -1 o
1

silld funktio x — \/7 on vihenevi vililld [2,c0).

8 [~ 1 . .
Koska integraali / \/> 3 = \/; /2 —%dx suppenee, suppenee my0s alkuperdinen inte-
X X
graali majoranttiperiaatteen perusteella.

Seuraavaksi esitettidvi vertailutarkastimen raja-arvomuoto on yleensd helppokéyttdisempi kuin
edelld esitetty tapa 10ytdd majorantti. On kuitenkin huomattava, ettd raja-arvomuodon todistus pe-
rustuu samaan ajatukseen kuin ylldoleva tapa.



68 8 Integraalikésitteen laajennuksia

f)

Lause 43. Oletetaan, etti f ja g ovat positiivisia jostain rajasta lihtien ja li_r)n —< ) = /L,
x—oo g(X
Talloin

1. Jos L = 0, niin integraalin / g suppenemisesta seuraa integraalin / f suppeneminen.
a a
2. Jos 0 < L < oo, niin / f suppenee tarkalleen silloin kun / g suppenee.
a a

3. Jos L = oo, niin integraalin / g hajaantumisesta seuraa integraalin / f hajaantuminen.
a a

Todistus. Viitteiden 1. ja 3. todistus jitetdédn harjoitustehtdviksi ja todistetaan viite 2.

Oletetaan siis, ettd 0 < L < oo. Raja-arvon mééritelmén mukaan fix (( L‘ saadaan miten pieneksi

hyvénsi, kunhan x on kyllin suuri. Erityisesti % —L’ < %, kunhan x valitaan riittdvdn suureksi.

Tillaisilla x:n arvoilla on siis § < % < 7, joten %L g(x) on f(x):n majorantti ja samoin % f(x) on

g(x):n majorantti. Jos siis jompi kumpi integraaleista / fja / g suppenee, suppenee toinenkin.
a a
O

Esimerkki 76. Tarkastellaan integraalin / e dx suppenemista. otetaan vertailufunktioksi x*~2,
1
jolloin huomataan, ettd
x5 X2
lim 2 — im =1.

x—oo X572 x—oeo | 412
-

1
Talloin siis tarkasteltava integraali suppenee tarkalleen silloin kun / —— dx suppenee. Esimerkin
1 X

73 mukaan viimeksi mainittu integraali suppenee tarkalleen silloin, kun 2 —s > 1, mik& on yhtipi-
tavdd ehdon s < 1 kanssa.

Vertailutarkastimen kummassakin muodossa oletettiin, ettd tarkasteltavat funktiot ovat ei-negatiivisia
ainakin jostain rajasta ldahtien. Téll6in jai avoimeksi miten ddrettdmin monta kertaa merkkidén vaih-
tavan funktion tapauksessa voidaan toimia, mutta tillaisiin tapauksiin voidaan toisinaan soveltaa
seuraavaa lausetta.

Muistetaan aluksi, ettd kun M > q, niin integraalilaskennan kolmioepdyhtilon mukaan

[ rwad < [Mircoras

eiki tdmin perusteella seuraavan lauseen tulos ole kovinkaan yllattavi.

Lause 44. Jos integraali / | f| suppenee, niin myds integraali / f suppenee.
a

a

Todistus. Joka tapauksessa pitee 0 < f+ |f| < 2|f], joten majoranttiperiaatteen mukaan integraali
/ (f+1f|) suppenee. Néin ollen myds integraali / f—/ (F+1f)— / |f| suppenee. O
Ja a

oo

On kuitenkin mahdollista, etté / f suppenee, mutta / || hajaantuu. Tillgin sanotaan, etti / f

a
suppenee ehdollisesti. Jos / | f] suppenee (jolloin siis myos / f suppenee) sanotaan, ettd / f

suppenee itseisesti.

|51nx\

. [ sinx
Esimerkki 77. Integraali / —— dx suppenee itseisesti, silld itseisarvolla on majoranttl = ja
1 x?

< ]
/ - dx suppenee.
1 X
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=

Esimerkki 78. On mahdollista todistaa, ettd / St dx suppenee ja etta /
J1ox 1

X .
—_— ’ dx hajaantuu.

Matlabin symbolisen matematiikan tyokalun avulla voidaan my6s maérittdd joidenkin epé-
oleellisten integraalien arvoja:

>> syms x

>> f=exp (—-x"2)

T =

exp (=x"2)

>> int (f,x,-inf, inf)

ans =

pi~(1/2)

8.2 II lajin epioleellinen integraali

Edelld laajennettiin Riemann-integraalin késite tapauksiin, joissa integroimisvili ei ole ddrellinen.
Analogisesti voidaan integraalikésite laajentaa tapauksiin, joissa integrandi ei ole rajoitettu.

Miiritelmé 30. Olkoon f integroituva jokaisella vilin [a, b] osavililld [a,b — €], mutta ei ra-
joitettu vileilld [b — €,b) (€ > 0). Télloin miéritelldin

/ f= lim f ,
£—0+
b
mikéli raja-arvo on ddrellisend olemassa. Tdlloin integraalin / f sanotaan suppenevan, muu-
a
toin hajaantuvan.
b
Vastaavasti médritelldan / f tapauksessa, jossa f on rajoitettu vileilld [a + €,b], mutta ei

a
rajoitettu vileilld [a,a+ €). Tilloin médritellddn siis

b
/ f= lim f
a £—0+

mikili raja-arvo on olemassa.

Integraaleja, joissa integrandi ei ole rajoitettu, sanotaan II lajin epdoleellisiksi integraaleiksi.

b1
Esimerkki 79. Tarkastellaan integraalin / ﬁdx suppenemista. Jos s < 0, on integrandi ra-
Ja (x—a)’

joitettu koko integroimisvililld, joten kyseessd on tavallinen Riemann-integraali. Jos taas s > 0, on
integraali epdoleellinen, koska se ei ole rajoitettu alarajan a ympéaristossd. Suppenemiskysymystd on
siis mielekis tarkastella vain, kun s > 0.

Oletetaan siis ettd s > 0 ja merkitdin

jolloin saadaan
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InZ=4 kuns=1
frng g
I(€) {g((b—a)l—f—sl—S),kuns;él

—S
Téstd ndhdéin, ettid tapauksessa s = 1 limg_,o4 I(€) = oo ja ettd limg_o4+ [(€) = oo, mikili s > 1.
b 1
Tapauksessa 0 < s < 1 sen sijaan limg_0+ 1(€) = 1 (b—a)' ™, joten siis integraali / G dx
Ja (X—a
1

suppenee tarkalleen silloin, kun s < 1 ja télldin sen arvo on 1~ (b—a)'~*.

Huomautus 29. Soveltamalla ylldolevan esimerkin menettelyd voidaan todeta ettd ylirajaltaan epa-

oleellinen integraali
b1
—d
| o

suppenee tarkalleen silloin kun s < 1 ja télloin integraalin arvo on ﬁ (b—a)'s.

I Iajin epéoleellista integraalia koskevat tulokset voidaan muotoilla myds II lajin epédoleellisille
integraaleille. Itse asiassa II lajin integraalit voidaan sopivin sijoituksin muuntaa I lajin integraaleik-
Si.

I
Esimerkki 80. Tehdin integraaliin | — sijoitus x = L, jolloin 4 = — - ja siis
e X t dt 12

1 LS| 1 e 1
/8 x5 X /é (1/t)s ( t2) 4 ./1 t2—S 4

Luvun € ldhetessi nolla pitkin positiivista x-akselia luku M = é lahenee ddretontd. Talloin

I M
e—0+Je X5 M—soo J1  Xx=79

dx,

oo

|
joten integraali /0 s dx suppenee tarkalleen silloin kun / Fdx suppenee. Esimerkin 79 mu-

kaan ensimmdéinen integraali suppenee, kun s < 1 ja esimerkin 73 mukaan jalkimmaéinen integraali
suppenee, kun 2 —s > 1. Ehdot s < 1 ja 2 —s > 1 ovat yhtépitivit, kuten helposti todetaan.

Edellisen esimerkin sijoituksella voidaan vertailutarkastin kdéntdd suoraan koskemaan II lajin

integraaleja. Vertailutarkastimen raja-arvomuodossa tulee tietenkin laskea raja-arvo lim L) =L
x—b— g(x)
tai lim f®) = L riippuen siitd, kummassa péissd integrointivilid [a,b] f ei ole rajoitettu.
x—a+ g(x)

1 1
Esimerkki 81. Tutkitaan integraalin / % dx suppenemista eri s:n arvoilla. Kyseisessd in-
0 x5(x

tegraalissa ep#oleellisuuden aiheuttaa se, ettd funktio ei ole rajoitettu origon ympéristossd. Origon
ympéristossd taas tekija ;2111 on ldhelld ykkostd, joten integrandi muistuttaa funktiota %, kun x on
ldhelld nollaa. T#lloin kannattaa valita x% vertailuintegrandiksi. Todetaan, ettid

x+1
lim HE2H1) . x+1 -
x—0+ x% x—0+ x2 + 1 ’

1
joten tutkittava integraali suppenee tarkalleen silloin kun / — dx suppenee, mik taas tapahtuu
0 X

tarkalleen silloin kun s < 1.

|
Esimerkki 82. Integraalissa / - dx epdolennaisuus ilmenee alarajalla: talloin nimittdji lihenee
0 e

—1
nollaa ja integrandi ei siis ole rajoitettu nollan ldhistolld. Voidaan kuitenkin todeta, ettid
1 1 1

-1 14+x+0(x%)—1 - x+0(x2)’

joten vertailuintegrandiksi kannattaa valita % Todetaan, ettd
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1 X _ 2\ _
im — — fim Sy IO 2L

x—0+ x—=0+ X x—0+ X

=1

)

e —1

I 1
joten integraalien / o dx ja / — dx suppenemiskéyttiytyminen on samanlainen. Koska jal-
0 0 X

kimmdinen integraali hajaantuu esimerkin 79 perusteella, hajaantuu myds edellinenkin.

8.3 Yleinen epioleellinen integraali

Yhdistelemailld I ja IT lajin epdolennaisia integraaleja saadaan ainakin seuraavaa tyyppié olevia inte-
graaleja:

. / f, kun f on rajoitettu koko R:ssi

. / f, kun f ei ole rajoitettu pisteessi c.
b

. / f, kun f ei ole rajoitettu a:n ja b:n ymparistossi.
;e

. / /. kun f ei ole rajoitettu pisteessi ¢ € (a,b).
a

Yleinen periaate ylldolevien (ja muiden vastaavien) integraalien tarkastelussa on jakaa integroin-
tivéli sellaisiin osiin, ettd kullakin osavililld esiintyy vain yksi epéoleellisuus.

Yleisesti integraali yli reaaliakselin méadritellddn seuraavasti, mutta tdstd maéritelméastd poiketaan
Fourier-analyysin yhteydessi.

Miiritelmé 31. Olkoon f rajoitettu koko R:ssd. Télloin sanotaan, ettd integraali / f suppenee,

0 oo
fja / molemmat suppenevat. Téalloin méaritellddn
o 0

/:f=/lf+/o°°f=m/;f+&gnm OMf

Huomautus 30. Edellisen médritelmdn mukaan N ja M ldhenevit dédretontd toisistaan riippumatta.
Joissakin tapauksissa raja-arvo

mikili integraalit /

M—5o0

lim /f;f 8.1)

voi olla olemassa, vaikka integraali / f hajaantuisikin. Raja-arvoa (8.1) kutsutaan integraalin

/ f Cauchyn pddarvoksi. Fourier-analyysissi integraali yli reaaliakselin méiritelldadn nimeno-

maan Cauchyn pddarvona.

M
M 1 M

Esimerkki 83. Helposti todetaan, ettid / xdx = / “xt = 0, joten my6s lim / f = 0. Kuiten-
M 2 M—oo | g

0
kaan kumpikaan integraaleista /

—o0

xdx tai / xdx ei suppene, kuten helposti todetaan.
0

Esimerkki 84. Tarkastellaan todennédkdisyyslaskennassa esiintyvéd integraalia

oo Xz
/ e 2 dx.
—00

Ensiksi hajotetaan integraali kahdeksi osaksi:
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M 2 0 2 M 2
/ e_de:/ e_deJr/ e 2 dx,
—N —N 0

mink3 jilkeen ensimmaéiseen osaan sijoitetaan x = —f, jolloin saadaan

0 2 0 .2 N 2
/ edex:/ 677(—1)d2‘=/ e 2 dt.
-N N 0
2

Niin ollen suppenemiskysymysti tarkasteltaessa riittdd tutkia, suppeneeko integraali / e T dx.
0

[N

X

Koska e™ 2 on kaikkialla jatkuva funktio, on tilldin

00 2 -1 2 P00 2
/ edex:/ edex—i—/ e 7 dx,
Jo 0 J1
2

mikili viimeisin integraali suppenee. Téten siis riittdd tarkastella integraalin / e 7 dx suppene-
1

mista.
Valitaan vertailuintegrandiksi é ja todetaan, ettd

2

-5 2
. .X
lim — = lim —- =0.
X—oo X—yoo X

2 ez

oo

o 2
Esimerkin 73 mukaan / — dx suppenee, joten vertailutarkastimen perustella myds / e 7 dx
X 1

(o) ,7(2
/ e ZTdx
—oo

suppenee. Usean muuttujan integraalilaskentaa kiyttden voidaan itse asiassa osoittaa ettd

oo 2
/ e 2dx=+2m.

suppenee. Niin ollen siis myos integraali

Esimerkki 85. Tarkastellaan integraalin

1 1
—dx
/0 x5 /(1 7)C)4571
1

suppenemista. Kun x on ldhelld nollaa, on integrandi likimain lausekkeen 5 suuruinen, kun taas
ﬁ. Titen siis integraalilla on kaksi
—X §—

epdoleellisuuskohtaa, ja suppenemistarkastelu voidaan siis jakaa integraaleihin

lahelld pistettd x = 1 integrandi muistuttaa lauseketta

1
2 1 1 1
/z—dxja/ —  _dx.
0 xS /(lfx)4571 %xs /(17)6)“71

Vertailuintegrandia X% kayttden voidaan todeta, ettd ensimmadinen integraali suppenee tarkalleen sil-

loin, kun s < 1 ja vertailuintegrandi 1 = L paljastaa, etti jilkimmiinen integraali
x) 2

V=BT

suppenee tarkalleen silloin, kun “T’l < 1, miké on yhtépitdvdd ehdon s < % kanssa. Téten siis tar-

kasteltava integraali suppenee tarkalleen silloin kun s < %.

h 1
Esimerkki 86. Tarkastellaan integraalin / ———— dx suppenemista ja sitd varten jaetaan inte-
0 Vx(x*+1)

graali ensiksi kahteen osaan: Aluksi tarkastellaan osan

Lo
/O NS (8.2)
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suppenemista. Téssid integrandi muistuttaa nollan ldhistolld funktiota % ja kayttden tdtd funktiota
vertailuintegrandina on helppo todentaa, ettd integraali 8.2 suppenee s:n arvosta riippumatta.

Jiljelle jaa integraalin / f suppenemisen selvittaminen, ja tilloin tulee arvioida integrandia,
1

kun x on suuri. Suurilla x:n arvoilla integrandi muistuttaa funktiota \/}a - = %, ja titd vertailuin-
P

tegrandina kiyttden voidaan raja-arvotarkastimen avulla todeta, ettd tutkittava integraali suppenee
tarkalleen silloin kun s + % > 1, miki toteutuu tarkalleen silloin kun s > %

8.4 Integraalin méirittelemisti funktioista

Hyvin usein esiintyvissd tilanteessa funktio miéritelladin muiden funktioiden summana:

Jos esimerkiksi g(i,x) = c;x', esittid ylld oleva summa yleistid polynomifunktiota. Vastaavasti on
mahdollista esittii funktioita integraalina: esimerkiksi funktiot g(¢,x) (¢ € [a, b]) voivat yhdessd méd-
ritelld funktion f seuraavasti:

1= [ stexar

Téllaisissa integraaleissa muuttujaa x kutsutaan parametriksi.
Tarkastellaan integraalin médrittelemid funktiota menemiitti itse teoriaan. Midritelldsin ns. Gam-
mafunktio kaavalla

F(x)z/ e tdr
0

ja selvitetddn milld x:n arvoilla kyseinen integraali suppenee. Aluksi todetaan, ettd jos x > 1, on
integraali epédoleellinen vain yldrajalla, mutta tapauksessa x < 1 integraali on epioleellinen myos
alarajalla.

Tarkastellaan siis aluksi integraalin

1
/0 et dr (8.3)

suppenemista. Valitaan vertailuintegrandiksi 1, jolloin voidaan todeta, etti

tl=x>

) = 1 e—r
lim =1.
t—0+

1
tl=x

Titen siis integraali (8.3) suppenee tarkalleen silloin kuin

1
/ ! dt (8.4)
0

tl—x

suppenee, ja esimerkin 79 mukaan (8.4) suppenee tarkalleen silloin kun 1 —x < 1, miké on yhtépi-
tdvaa ehdon x > 0 kanssa.
/ e de
1

Tarkastellaan sitten integraalin
suppenemista. Tédssd yhteydessi vertailuintegrandiksi voidaan valita esimerkiksi %2, jolloin todetaan,
ettd | .
N AR
lim =lim — =0.
toe 2 t—oo el
t
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oo

. . 1 . . A A . .
Koska integraali / t—zdt suppenee, suppenee siis myos integraali / e~ dt vertailutarkastimen
1 1

nojalla. Tédten voidaan siis todeta, ettd integraali

F(x)z/ e tdr
0

suppenee tarkalleen silloin, kun x > 0.

Lause 45. Kun x >0, on I'(x+ 1) = xI'(x).

Todistus. Osittaisintegroinnilla saadaan

M M Mo
/ e ldt = —/txe*t+/ xt* e dt,
€ €
&

misti viite seuraa, kun annetaan M:n ldhestyi ddretontd ja £:in nollaa. O
Helposti todetaan, etti

M

M
r()=lim [“edr=lim /e = lim —eM+1=1,
M—oo )0 M—oo 0 M—o0
joten kokonaisluvuille n pétee
I'n+1)=n'(n)=nn—1NI'n—1)=...=n(n—-1)...-1-I'(1) =n!

Gammafunktio R, — R voidaan titen siis nihdi kertomafunktion N — N yleistykseni.
o 2

Miiritetddn seuraavaksi arvo I” (%) ja oletetaan tétd varten tunnetuksi integraali / e 2dt =
0

\/z . Télloin

S 2
ja sijoitus t = % antaa
M VM 3 2 V2M 2
/ t_fe_’dt:/ £eT -xdx:\fZ/ e 2 dx,
0 0 X 0

mistd nihdén, ettd I'(%) = /7.

ry= gim [N tetar
5 _Mlgloc 0 ¢ ’

Matlab tuntee myos I -funktion:

>> gamma (1/2)
ans =
1.7725

>>

Lause 46. Oletetaan, etti funktio f(x,t) ja osittaisderivaatta % f(x,t) ovat jatkuvia, kun x € [c,d)]
jat € [a,b]. Tilloin

d (b b 9

— t)dt= | = f(x,1)dt

= renar= [ S

kunt € [a,b).
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Todistus. Sivuutetaan.

Esimerkki 87.

d [2?sint 2 9 sint 2 1
7/ sintx 7s1nxdx:/ costxdx = —(sin2¢ —sint).
dt )i X 1 ot x 1 t

Voidaan osoittaa, ettd edellinen lause pitee myos epéoleellisille integraaleille, mikéli suppeneminen
tayttdd tietyn sdidnnollisyysehdon.

Esimerkki 88. P
F’(x):/ —(r"‘le")dt:/ e Inrdr,
0o ox 0

ja voidaan osoittaa, ettid ndin saatu integraali suppenee samoilla x:n arvoilla kuin alkuperdinenkin.



