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Antiderivaatta

Tulon derivointisdanto d—(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) ei
x

tuota helppoa saantoa tulon antiderivaatalle, mutta siita seuraa,

etta

F00g() = [ /(g0 e+ [ g () o
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Antiderivaatta

Tulon derivointisaanto &(f(x)g( x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) ei

tuota helppoa saantoa tulon antiderivaatalle, mutta siita seuraa,
etta

F(x)g(x) = / F1()8(x) dx + / F(x)&"(x) dx

Osittaisintegrointi

/ F(x)a(x) dx = F(x)g(x) — / F(x)g'(x) dx
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Antiderivaatta

° /Inxdx

.
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Antiderivaatta

° /Inxdx

° /xsinxdx

.
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Antiderivaatta

° /Inxdx

° /xsinxdx
° /XZGX dx.

.
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Antiderivaatta

Sijoitus maaraamattomaan integraaliin

Jos F on f:n antiderivaatta, on

< Fg(1) = f(a(1)g (1),

josta

/ﬂdmﬂﬂw—ﬂdm-
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Antiderivaatta

Muistisaanto sijoitukseen

Laskettaessa antiderivaattaa

/ f(x) dx

voidaan sijoittaa x = g(t), jolloin % = g'(t) ja siis

/ F(x) dx = / Flg(£)e'(¢) dt.
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Antiderivaatta

Laskettaessa antiderivaattaa

/ f(x) dx

voidaan sijoittaa x = g(t), jolloin % = g'(t) ja siis

/ F(x) dx = / Flg(£)e'(¢) dt.

V.

1
/(23dX, X:\/gsint.
5—x°)2

)2
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Antiderivaatta

Rationaalifunktio

/Sg;dx?
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Antiderivaatta

Rationaalifunktio

/Zg;dx?

Derivointisaantoja

d 1  nf'(x)
S )T T F(x)m
o Linjri)=

dx - f(x)

d
o — t = ==
I Aretanx 21 |
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Antiderivaatta

4x +3 1

2x2 4 3x — 1) S 2x24+3x—1
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Antiderivaatta

4x +3
dx = C
/(2x2—|—3x—1) 2X2—|—E‘.X—1+

3 2x
,| 1 C
/x2—|—1d 2/x2+1d n’x+‘+
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Valiarvolause
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Valiarvolause

Rollen lause

Jos f on valilla [a, b] derivoituva ja f(a) = f(b), on maksimi- tai
minimikohdassa valilld [a, b] voimassa f/(£) = 0.
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Valiarvolause

Rollen lause

Jos f on valilla [a, b] derivoituva ja f(a) = f(b), on maksimi- tai
minimikohdassa valilld [a, b] voimassa f/(£) = 0.

4
Differentiaalilaskennan valiarvolause

Jos f on jatkuva vilillad [a, b] ja derivoituva vililla (a, b), niin
talléin on ainakin yksi piste £ € (a, b), jossa

FI(E)(b — a) = f(b) — f(a).
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Valiarvolause

Integraalilaskennan (antiderivaatojen) peruslause

Jos valilla / on f'(x) = 0, niin f on vakio valilla /.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 9 of 45



Valiarvolause

Integraalilaskennan (antiderivaatojen) peruslause

Jos valilla / on f'(x) = 0, niin f on vakio valilla /.

Jos a, x € [, niin

f(x) = f(a) = f/(§)(x —a) =0,
joten f(x) = f(a).
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Valiarvolause

Integraalilaskennan (antiderivaatojen) peruslause

Jos valilla / on f'(x) = 0, niin f on vakio valilla /.

Jos a, x € [, niin

joten f(x) = f(a).

Jos f'(x) = g'(x) valilla I, niin f(x) = g(x) + C valilla /

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 9 of 45



Valiarvolause

Integraalilaskennan (antiderivaatojen) peruslause

Jos valilla / on f'(x) = 0, niin f on vakio valilla /.

Jos a, x € [, niin

joten f(x) = f(a).

Jos f'(x) = g'(x) valilla I, niin f(x) = g(x) + C valilla /

Funktio h(x) = f(x) — g(x) toteuttaa h'(x) = f'(x) — g'(x)
joten se on vakio C valilla /.

e = —_ - =
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Valiarvolause

Jos f/(x) > 0 vililla I = (a, b), niin f on kasvava valilla [a, b]
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Valiarvolause

Jos f/(x) > 0 vililla I = (a, b), niin f on kasvava valilla [a, b]

Valitaan x; < xo valilta [a, b]. Talloin

fx2) — f(x1) = @(XZ —x1) > 0.
>0 >0
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Valiarvolause

Jos f/(x) > 0 vililla I = (a, b), niin f on kasvava valilla [a, b]

Valitaan x; < xo valilta [a, b]. Talloin

fx2) — f(x1) = @(XZ —x1) > 0.
>0 >0

Jos vililla (a, b) on f'(x) > 0, f'(x) <0, tai f(x) <0, voidaan
vastaavasti todistaa, etta funktio f on aidosti kasvava, vaheneva,
tai aidosti vaheneva vililla [a, b].
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Valiarvolause

Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisélld, on
olemassa piste £ € (a, b), jossa

F'(€)(g(b) — g(a)) = &'(§)(f(b) — f(a)).
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Valiarvolause
Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisélld, on
olemassa piste £ € (a, b), jossa

f'(€)(g(b) — g(a)) = g'(§)(F(b) — f(a)). )

(Todistws ...
Apufunktio

h(x) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a))

toteuttaa Rollen lauseen ehdot, joten on olemassa &, jolle

W (€) = 0. Koska h'(x) = f'(x)(g(b) — g(a)) — &'(x)(f(b) — f(a)),
seuraa vaite suoraan tasta. L]

v
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Valiarvolause
Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisélld, on
olemassa piste £ € (a, b), jossa

f'(€)(g(b) — g(a)) = &g'(§)(F(b) — f(a)). )

(Todistws ...
Apufunktio

h(x) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a))

toteuttaa Rollen lauseen ehdot, joten on olemassa &, jolle

W (€) = 0. Koska h'(x) = f'(x)(g(b) — g(a)) — &'(x)(f(b) — f(a)),
seuraa vaite suoraan tasta. L]

v

Tavallinen viliarvolause saadaan yleistetystd valitsemalla g(x) = x.

—————————
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I"'Hospitalin saanto

Lause (I'Hospital)

Olkoon )I(T;'a f(x)=0ja )I(lnag(x) = 0 ja raja-arvo

lim e
x—a g'(x)

olemassa aarellisena tai aarettomana. Silloin

lim m = lim f/(X).
x—ag(x) x—ag/(x)

.
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I"'Hospitalin saanto

Todistuksen idea
Yleistetyn valiarvolauseen perusteella

(&) _ f(x)—f(a) _ f(x)
g'€)  egx)—egla) gx)’

)
missa £ € (a, x) (Jos f(
maarltellaan ne nollaksi
joten & 20,

a) tai g(a) ei ole alemmin maaritelty,
). Koko ajan joka tapauksessa [¢| < |x],

.
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I"'Hospitalin saanto
Todistuksen idea

Yleistetyn valiarvolauseen perusteella
') _ f(x)=f(a) _ f(x)
g€ &lx)-gla) &)

)
missa £ € (a, x) (Jos f(
maarltellaan ne nollaksi
joten & 20,

9

a) tai g(a) ei ole alemmin maaritelty,
). Koko ajan joka tapauksessa [¢| < |x],

Esimerkkeja

i In x
o lim
x—1 X2 -1
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I"'Hospitalin saanto
Todistuksen idea

Yleistetyn valiarvolauseen perusteella
') _ f(x)=f(a) _ f(x)
g€ &lx)-gla) &)

)
missa £ € (a, x) (Jos f(
maarltellaan ne nollaksi
joten & 20,

9

a) tai g(a) ei ole alemmin maaritelty,
). Koko ajan joka tapauksessa [¢| < |x],

Esimerkkeja

i In x
o lim
x—1 X2 -1

sinx — x

o lim 3
x—0 X
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Kayran tangentti

Esimerkkeja

o Kiayrin y = f(x) = x tangentti pisteessi x = 2.
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Kayran tangentti

Esimerkkeja

o Kiayrin y = f(x) = x> tangentti pisteessi

o Yksikkdympyrille x? + y? = 1 pisteeseen (
tangentin yhtalo.
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Muutoksen arviointi

Lineaarinen approksimaatio

f(x+ h) — f(x) = f'(x)h
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Muutoksen arviointi

Lineaarinen approksimaatio

f(x+ h) — f(x) = f'(x)h
Merkitdan Ax = h ja Ay = f(x + Ax) — f(x), jolloin

f(x+ Ax) — f(x) =~ f'(x) - Ax

Ay
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Muutoksen arviointi

Lineaarinen approksimaatio

f(x+ h) — f(x) = f'(x)h
Merkitdan Ax = h ja Ay = f(x + Ax) — f(x), jolloin

f(x+ Ax) — f(x) =~ f'(x) - Ax

Ay

v

Pallon sadetta kasvatetaan prosentin verran. Paljonko kasvaa
tilavuus?
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Funktion kulku

Maaritelma

Piste xp on reaalifunktion f lokaali maksimi, jos on olemassa
sellainen pisteen xo ymparisto /, ettd f(x) < f(xo) aina, kun x € /.
Vastaavasti maaritellaan lokaali minimi. Lokaaleja maksimeja ja
minimeja kutsutaan yhteisella nimella aariarvopisteet.
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Funktion kulku

Maaritelma

Piste xp on reaalifunktion f lokaali maksimi, jos on olemassa
sellainen pisteen xo ymparisto /, ettd f(x) < f(xo) aina, kun x € /.
Vastaavasti maaritellaan lokaali minimi. Lokaaleja maksimeja ja
minimeja kutsutaan yhteisella nimella aariarvopisteet.

Jos f on derivoituva, on Rollen lauseen todistuksen perusteella
adriarvopisteissa xg on valttamatta f'(xp) = 0.
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Funktion kulku

Voidaan todistaa: Jos f'(xg) = 0 ja f”(xp) < 0, on xq lokaali
maksimi. Jos taas f”(xg) > 0, on xg lokaali minimi. Jos taas

f"(x0) = 0, ei xp valttamaitta ole dariarvopiste, vaan voi olla ns.
satulapiste.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 17 of 45



Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Maaritelma

Differentiaaliyhtalé (DY) on muotoa

F(X>y,yl,y",...,...):o

oleva yhtalo. DY:n kertaluku on korkein DY:ssa esiintyvan
derivaatan kertaluku.
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Maaritelma

Differentiaaliyhtalé (DY) on muotoa

Fx,y,y',y",...,..)=0

oleva yhtalo. DY:n kertaluku on korkein DY:ssa esiintyvan
derivaatan kertaluku.

Muotoa y’ = f(x) olevan differentiaaliyhtalon ratkaiseminen on
periaatteessa yksinkertaista:

y:/f(x)dx—i- C.
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Maaritelma

Differentiaaliyhtalé (DY) on muotoa

Fx,y,y',y",...,..)=0

oleva yhtalo. DY:n kertaluku on korkein DY:ssa esiintyvan
derivaatan kertaluku.

Muotoa y’ = f(x) olevan differentiaaliyhtalon ratkaiseminen on
periaatteessa yksinkertaista:

y:/f(x)dx—i- .

Vakio C maaraytyy ns. alkuehdon (reunaehdon) y(0) = yo
perusteella.
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Suoraviivainen tasaisesti kiihtyva liike
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Suoraviivainen tasaisesti kiihtyva liike

s"(t) = V/(t) = a(t) = a.

V.

Radioaktiivinen hajoaminen

.
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Suoraviivainen tasaisesti kiihtyva liike

s"(t) = V/(t) = a(t) = a.

V.

Radioaktiivinen hajoaminen

4

Automaattisorvi

.
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Likimaaraisratkaisut

e xp =510
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Likimaaraisratkaisut

e xp =510
@ x3 = cosxg = 0.487135024157002. ..
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Likimaaraisratkaisut

e xp =510
@ x3 = cosxg = 0.487135024157002. ..
@ x» = cosx; = 0.883677567436513. ..

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 20 of 45



Likimaaraisratkaisut

e xp =510

@ x3 = cosxg = 0.487135024157002. ..
@ x» = cosx; = 0.883677567436513. ..
@ x3 = cosxp = 0.634312397813371...
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Likimaaraisratkaisut

xo = 510

x1 = cos xg = 0.487135024157002. ..
xo = cos x; = 0.883677567436513. ..
x3 = cos xp = 0.634312397813371. ..
xg = cos x3 = 0.805479376279613 . ..
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Likimaaraisratkaisut

xo = 510

x1 = cos xg = 0.487135024157002. ..
xo = cos x; = 0.883677567436513. ..
x3 = cos xp = 0.634312397813371. ..
xg = cos x3 = 0.805479376279613 . ..
x5 = cos x4 = 0.692765606284167 . ..

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 20 of 45



Likimaaraisratkaisut

xo = 510

x1 = cos xg = 0.487135024157002. ..
xo = cos x; = 0.883677567436513. ..
x3 = cos xp = 0.634312397813371. ..
xg = cos x3 = 0.805479376279613 . ..
x5 = cos x4 = 0.692765606284167 . ..
Xe = cos x5 = 0.769482656544136. . .
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Likimaaraisratkaisut

xo = 510

x1 = cos xg = 0.487135024157002. ..
xo = cos x; = 0.883677567436513. ..
x3 = cos xp = 0.634312397813371. ..
xg = cos x3 = 0.805479376279613 . ..
x5 = cos x4 = 0.692765606284167 . ..
Xe = cos x5 = 0.769482656544136. . .
x7 = cos xg = 0.718270714532649 . ..
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Likimaaraisratkaisut

xo = 510

x1 = cos xg = 0.487135024157002. ..
xo = cos x; = 0.883677567436513. ..
x3 = cos xp = 0.634312397813371. ..
xg = cos x3 = 0.805479376279613 . ..
x5 = cos x4 = 0.692765606284167 . ..
Xe = cos x5 = 0.769482656544136. . .
x7 = cos xg = 0.718270714532649 . ..
xg = cos x7 = 0.752944868792959. ..
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Likimaaraisratkaisut

xo = 510

x1 = cos xg = 0.487135024157002. ..
xo = cos x; = 0.883677567436513. ..
x3 = cos xp = 0.634312397813371. ..
xg = cos x3 = 0.805479376279613 . ..
x5 = cos x4 = 0.692765606284167 . ..
Xe = cos x5 = 0.769482656544136. . .
x7 = cos xg = 0.718270714532649 . ..
xg = cos x7 = 0.752944868792959. ..
Xg = cosxg = 0.729678362369799.. ..
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Likimaaraisratkaisut

xo = 510

x1 = cos xg = 0.487135024157002. ..
xo = cos x; = 0.883677567436513. ..
x3 = cos xp = 0.634312397813371. ..
xg = cos x3 = 0.805479376279613 . ..
x5 = cos x4 = 0.692765606284167 . ..
Xe = cos x5 = 0.769482656544136. . .
x7 = cos xg = 0.718270714532649 . ..
xg = cos x7 = 0.752944868792959. ..
Xg = cosxg = 0.729678362369799.. ..
Xx10 = cos xg = 0.745388854165797 . ..
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Likimaaraisratkaisut

xo = 510

x1 = cos xg = 0.487135024157002. ..
xo = cos x; = 0.883677567436513. ..
x3 = cos xp = 0.634312397813371. ..
xg = cos x3 = 0.805479376279613 . ..
x5 = cos x4 = 0.692765606284167 . ..
Xe = cos x5 = 0.769482656544136. . .
x7 = cos xg = 0.718270714532649 . ..
xg = cos x7 = 0.752944868792959. . .
Xg = cosxg = 0.729678362369799.. ..
Xx10 = cos xg = 0.745388854165797 . ..
x11 = cos x1g = 0.734824214649772. ..
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Likimaaraisratkaisut

x = 0.73908513321516064165531208767 . . . .

on yhtalon x = cos x ratkaisu.
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Likimaaraisratkaisut

Likimaarainen ratkaisu

@ Haarukointimenetelma (binary search)
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Likimaaraisratkaisut

Likimaarainen ratkaisu

@ Haarukointimenetelma (binary search)

@ Newtonin menetelma
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
o Pyrkimys: Loytaa h, jolle f(x + h) = 0.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 23 of 45



Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
o Pyrkimys: Loytaa h, jolle f(x + h) = 0.
o Derivaatan maaritelmd = f(x + h) —f(x) ~ f'(x)h,

=0
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
o Pyrkimys: Loytaa h, jolle f(x + h) = 0.
@ Derivaatan maaritelma = f(x + h) —f(x) ~ f'(x)h, joten h

kannattaa valita
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
o Pyrkimys: Loytaa h, jolle f(x + h) = 0.
@ Derivaatan maaritelma = f(x + h) —f(x) ~ f'(x)h, joten h

kannattaa valita

@ x+h=x— % voi siis olla x:aa parempi likiarvo

nollakohdalle.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 23 of 45



Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

@ Valitse alkulikiarvo xg
f(X,')
f’(X,')-

@ Aseta Xi41 = Xj —
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

@ Valitse alkulikiarvo xg
f(X,')
f’(X,')-

@ Aseta Xi41 = Xj —

\,

Valitaan N > 0 ja sovelletaan Newtonin menetelmaa funktioon
f(x)=x>—N

€
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Likimaaraisratkaisut

Maaritelma

e Jos f(xf) = x, sanotaan, ettd xr on funktion f kiintopiste

@ Jos on olemassa ¢ € (0,1) ja vali /, jolle patee (/) C / ja
d(f(x),f(y)) < c-d(x,y) aina, kun x, y € I, sanotaan, ett3
f on kutistava kuvaus valilla /.
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Likimaaraisratkaisut

Maaritelma

e Jos f(xf) = x, sanotaan, ettd xr on funktion f kiintopiste

@ Jos on olemassa ¢ € (0,1) ja vali /, jolle patee (/) C / ja
d(f(x),f(y)) < c-d(x,y) aina, kun x, y € I, sanotaan, ett3
f on kutistava kuvaus valilla /.

Kiintopistelause

Jos f on kutistava kuvaus valilla /, on f:lla myos kiintopiste x¢ € /.
Mika hyvansa jono xp € I, xj+1 = f(x;) lahestyy kiintopistettad x.
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Likimaaraisratkaisut

Jos f(I) C Ija|f'(x)] < c<1valilla I, on f kutistava kuvaus
valilla /.
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Likimaaraisratkaisut

Jos f(I) C Ija|f'(x)] < c<1valilla I, on f kutistava kuvaus
valilla /. (Seuraa differentiaalilaskennan valiarvolauseesta)
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Likimaaraisratkaisut

Jos f(I) C Ija|f'(x)] < c<1valilla I, on f kutistava kuvaus
valilla /. (Seuraa differentiaalilaskennan valiarvolauseesta)

Newtonin menetelman analysointi.
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x+ h) —f(x) = cih
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x +h) — f(x) ~ cth+ coh?
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x+ h) — f(x) =~ c1h + h® + csh®
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x + h) — f(x) = cth+ coh® + czh® + ... + c,h"
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x + h) — f(x) = cth+ coh® + czh® + ... + c,h"

Merkitdan viela cp = f(x), jolloin

f(x+h)%c0+c1h+c2h2+C3h3+...+c,,h"
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita

&

4l

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi

Luentoruudut 4

28 of 45




Taylorin polynomit
Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit
Sinifunktion approksimaatioita

|
4

28 of 45

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi

Luentoruudut 4




Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit
Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit
Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 29 of 45



Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos

f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetaan ¢y, ¢1, ¢, ... ?
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos

f(x+h)= o+ ah+ah?+ah®+...,
miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
a = f'(x).
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos

f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
c1 = f'(x). Laskemalla % nahdaan, etta pitaisi olla

f'(x + h) = c1 + 2c0h + 3c3h?® + degh® + 5ash* + ...,
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos

f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
c1 = f'(x). Laskemalla % nahdaan, etta pitaisi olla

f'(x + h) = c1 + 2c0h + 3c3h?® + degh® + 5ash* + ...,

johon sijoittamalla h = 0 nihdaan, ettd f'(x) = 1.
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos
f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
c1 = f'(x). Laskemalla % nahdaan, etta pitaisi olla

f'(x + h) = c1 + 2c0h + 3c3h?® + degh® + 5ash* + ...,

johon sijoittamalla h = 0 nidhdaan, ettd f'(x) = c;. Laskemalla %
uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla

f"(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12c4h° + 20cs5h® + . ..
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos
f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
c1 = f'(x). Laskemalla % nahdaan, etta pitaisi olla

f'(x + h) = c1 + 2c0h + 3c3h?® + degh® + 5ash* + ...,

johon sijoittamalla h = 0 nidhdaan, ettd f'(x) = c;. Laskemalla %
uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla

f"(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12c4h° + 20cs5h® + . ..

ja sijoittamalla h = 0 ndhdaan, ettd f’(x) = 2c.
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Laskemalla % uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla

f”(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12¢c4h? + 20csh® + . ...

ja sijoittamalla h = 0 ndhdaan, ettd f(x) = 2c,.
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Laskemalla % uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla
f”(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12¢c4h? + 20csh® + . ...

ja sijoittamalla h = 0 ndhd&an, ettd f”(x) = 2¢,. Derivoimalla
edelleen saadaan

" (x 4+ h) = 6¢c3 + 24ch + 60csh® + 120c6h® + . ..
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Laskemalla % uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla
f”(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12¢c4h? + 20csh® + . ...

ja sijoittamalla h = 0 ndhd&an, ettd f”(x) = 2¢,. Derivoimalla

edelleen saadaan

" (x 4+ h) = 6¢c3 + 24ch + 60csh® + 120c6h® + . ..

ja sijoittamalla h = 0 ndhdaan, ettd ' (x) = 6¢s.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 31 of 45



Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Yleisesti, etsittaessa kerrointa c, esityksesta

f(x+h) =c+ah+...+ch"+...
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Yleisesti, etsittaessa kerrointa c, esityksesta

f(x+h) =c+ah+...+ch"+...
derivoidaan n kertaa h:n suhteen, jolloin saadaan

F(x 4+ h) = nle, + (n+1)lcpyrh + ...
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Yleisesti, etsittaessa kerrointa c, esityksesta

f(x+h) =c+ah+...+ch"+...
derivoidaan n kertaa h:n suhteen, jolloin saadaan
F(x 4+ h) = nle, + (n+1)lcpyrh + ...
Sijoittamalla h = 0 nahdaan, etta
f(N(x) = nlc,,

josta
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Taylorin polynomit

Maaritelma

Oletetaan, etta funktiolla £ on pisteessa x derivaatat n:nteen
kertalukuun asti. Funktion f n:nen asteen Taylorin polynomi
pisteessa x on

/ 1" " (n)
RSP €9 P € FE S Al )

0! 1! 2! 3! n! h
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Taylorin polynomit

Maaritelma

Oletetaan, etta funktiolla £ on pisteessa x derivaatat n:nteen
kertalukuun asti. Funktion f n:nen asteen Taylorin polynomi
pisteessa x on

/ 1" " (n)
RSP €9 P € FE S Al )

0! 1! 2! 3! n! h

Jos x = 0, polynomia P,(h) kutsutaan myds Maclaurinin
polynomiksi.
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Taylorin polynomit

Jos funktio f on n+ 1 kertaa derivoituva pisteessa x, on

X "(x (n)(x (n+1)

Pn(h)

n+1
h"™,

missa & € (x,x + h) (tai £ € (x+ h,x) jos h < 0).
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Taylorin polynomit

Jos funktio f on n+ 1 kertaa derivoituva pisteessa x, on

X "(x (n)(x (n+1)

Pn(h)

n+1
h™=,

missa £ € (x,x + h) (tai £ € (x + h,x) jos h < 0). Termia

(n+1)
En(h) _ f(n+ ]F)g') n+1

sanotaan jaannostermiksi tai virhetermiksi.
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Taylorin polynomit

Jos funktio f on n+ 1 kertaa derivoituva pisteessa x, on

X "(x (n)(x (n+1)

Pn(h)

n+1
hess

missa £ € (x,x + h) (tai £ € (x + h,x) jos h < 0). Termia

(n+1)
En(h) _ f(n+ ]F)g') n+1

sanotaan jaannostermiksi tai virhetermiksi. Yllaolevaa esitysta
sanotaan funktion f Taylorin kehitelmaksi pisteessa x.
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Taylorin polynomit

Jos funktio f on n+ 1 kertaa derivoituva pisteessa x, on

X "(x (n)(x (n+1)

Pn(h)

n+1
h™=,

missa £ € (x,x + h) (tai £ € (x + h,x) jos h < 0). Termia

(n+1)
En(h) _ f(n+ ]F)g') n+1

sanotaan jaannostermiksi tai virhetermiksi. Yllaolevaa esitysta
sanotaan funktion f Taylorin kehitelmaksi pisteessa x. Jos x = 0,
sanotaan kehitelmaa Maclaurinin kehitelmaksi.
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Taylorin polynomit

Merkitsemalla x:n paikalle xg ja h:n paikalle x — xg saadaan
Taylorin kehitelma muotoon

) = 0ol FO gy o) et
£(n)(x ., Frt1)(g ;
s+ T e )

missa £ € (x,xp) tai £ € (xo,x).

.
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Taylorin polynomit

Merkitsemalla x:n paikalle xg ja h:n paikalle x — xg saadaan
Taylorin kehitelma muotoon

g = Tood  To) gy PO e
(n)(x (1)
s+ T e )

missa & € (x,xp) tai £ € (xp, x).
Jos xg = 0, sanotaan kehitelmaa Maclaurinin kehitelmaksi.

.
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Taylorin polynomit

Merkitsemalla x:n paikalle xg ja h:n paikalle x — xg saadaan
Taylorin kehitelma muotoon

f(x) = f(OX!O) 4 f’(1>|<o) (x — xo) + fﬁg)!(o) (x—x0)*+...
£(n)(x ., Frt1)(g ;
s+ T e )

missa & € (x,xp) tai £ € (xp, x).
Jos xg = 0, sanotaan kehitelmaa Maclaurinin kehitelmaksi.

Esimerkkeja

@ Eksponenttifunktion Taylorin polynomit pisteessa x = 0
o Esimerkit: sinx, (1 + x).
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Taylorin polynomeista

@ Derivaattojen f/, f”, f”, ... maarittaminen yleensa tyolasta,
eika selkeaa systemaattista muotoa valttamatta loydy helposti.

.
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Taylorin polynomeista

@ Derivaattojen f/, f”, f”, ... maarittaminen yleensa tyolasta,
eika selkeaa systemaattista muotoa valttamatta loydy helposti.

@ Poikkeuksia: €%, sin x, cos x, ﬁ

.
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Taylorin polynomeista

@ Derivaattojen f/, f”, f”, ... maarittaminen yleensa tyolasta,
eika selkeaa systemaattista muotoa valttamatta loydy helposti.

@ Poikkeuksia: €%, sin x, cos x, ﬁ

o Useimmiten kannattaa turvautua tunnettuihin Taylorin
polynomeihin, niiden yhdistamisiin ja sijoituksiin.

.
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Ordo-merkinta

Maaritelma
Jos on olemassa vakio K > 0 ja pisteen xg avoin ymparisto, jossa

[f(x)] < Klg(x)],

merkitdan f(x) = O(g(x)), kun x — xp tai f(x) = O(g(x), xo).
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Ordo-merkinta

Maaritelma
Jos on olemassa vakio K > 0 ja pisteen xg avoin ymparisto, jossa

[f(x)] < Klg(x)],

merkitdan f(x) = O(g(x)), kun x — xp tai f(x) = O(g(x), xo).
Tapauksessa xg = oo avoin ymparisto tarkoittaa valia (M, co).
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Ordo-merkinta

Maaritelma

Jos on olemassa vakio K > 0 ja pisteen xg avoin ymparisto, jossa
1F(x)] < Klg(x)|,

merkitdan f(x) = O(g(x)), kun x — xp tai f(x) = O(g(x), xo).
Tapauksessa xg = oo avoin ymparisto tarkoittaa valia (M, co).
Merkinta f(x) = g(x) + O(h(x)) tarkoittaa

f(x) — g(x) = O(h(x)).
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Jos f(”+1)(x) on jatkuva jossain pisteen x avoimessa ymparistossa
ja Pn(h) f:n Taylorin polynomi, niin

f(x + h) = Py(h) + O(h™), kun h—0
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Ordo-merkinta

+ x" 4+ O(x™*1), kun x — 0,

o L =1+x+x2+x3+...

0 In(l4x) =x =5 +% .+ (~1)"5 + O(x"), kun
x — 0,

o & =1+x+%+%+...+5+0(x"1), kun x — 0.
o sinx =x =5 + 5 — o+ (21) Gy + O6),
ocosx:l—x—?—kx—f— +(—1)"X7.+O(x2"+2),

o tan"Ix=x— %+ —..+(-1)"5 + 0(*"™3), kun
x—0
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Ordo-merkintojen laskusaantoja

Olkoot m ja n (n < m) positiivisia reaalilukuja. Tallin
e O(x") £ O(x™) = O(x"), jos x — 0
e O(x") £ O(x™) = O(x™), jos x — o0
o cO(f(x)) = O(f(x)), kun c € R\ {0}.
e x"O(x™) = O(x"*t™M).
o O(x")O(x™) = O(x™™).
e x MO(x"™) = O(x").
o f(x) = O(x"™) = f(x) = O(x"), jos x = 0
° XIi_}r’r)](0 O((x —x0)") =0.
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Taylorin polynomit

Jos on olemassa astetta n oleva polynomi Q(h) jolle
f(x + h) = Q(h) + O(h™*1), kun h — 0, niin Q(h) on funktion f
Taylorin polynomi pisteessa x.
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Taylorin polynomit

Jos on olemassa astetta n oleva polynomi Q(h) jolle
f(x + h) = Q(h) + O(h™*1), kun h — 0, niin Q(h) on funktion f
Taylorin polynomi pisteessa x.

Koska
2 3 4
eX:1+x+%+%+;—4+O(x5), kun x — 0,
on
2 2 (=52 (%2, (%) %
5 T 2 2 2 _X\E
€’ >t o Tty TO=3))
X2 X4 X6 X8
- 12 A A 10 k
> % "2 T3 TOT) kunx=0
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Taylorin polynomit

-1
(1+x)*= l—i—ax—i—sz—i—O(x?’), kun x — 0,
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Taylorin polynomit

-1
(1+x)*= l—i—ax—i—sz—i—O(x?’), kun x — 0,

2
joten (sij. a = —3, x = —t?)
1 1 3
=142+ Zt* + 0(t%, kunt—O.
-l gttt (¢°), kun
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Taylorin polynomit

Funktion

\/1177 approksimaatioita
\ i
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Taylorin polynomit

Funktion —L— approksimaatioita
Vi1-t2
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Taylorin polynomit

Funktion —2— approksimaatioita
V1—t2
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Taylorin polynomit

Funktion —2— approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

moC2

Vi3

Etot —
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Eiot = e (1+§—C2+§.?4+...)
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Etot = 7‘/2—moc (1+§?+§?+)
- &
2, 1 2+3V4+
= m —mov-+ - —+...
e g 8c?
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Etot = 7‘/2—moc (1+§?+§?+)
T2
2, 1 2+3V4+
= mgcC —mqVv —— 4+ ...
0 T 8 ¢
= Emass+Ekina

Missd Emass = MoC2
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
moc 5 lv 3 v
By = —o e = e o
tot % moc=( +2C2+8 c4+ )
T2
I LA
= mpC —MoVv o~
0 2 0 g c2
= Emass + Exin,
missa Emass = mOC2 ja Ein = %ITIOV2 + %g oo
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Etot = 7‘/2—moc (1+§?+§?+)
T2
2, 1 2+3V4+
= mgcC —mqVv —— 4+ ...
0 T 8 ¢
= Emass+Ekina

b

Missd Emass = Moc? ja Eyin = %mov2 + %% + ... (Einstein)
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Etot = 7‘/2—moc (1+§§+§?+)

T2

2, 1 2+3V4+
= mgcC —mqVv —— 4+ ...

0 T 8 ¢

= Emass+Ekina

lw
i

Missd Emass = Moc? ja Eyin = %mov2 + 3% + ... (Einstein)

Newton: Eyn = %movz.
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Taylorin polynomit

. 3
. tanx —sinx — %
lim 57
x=0 arctanx — x + %
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Taylorin polynomit

. 3
tanx —sinx — %

lim 57

x—=0 grctan x — x +

w

tan x — sin x — %
3
arctan x — x + "3

x+ 33 + £x° + O(x7) — (x — §x° + 13p%° + O(x 7))_)(7
X—E+2+0(x)—x+%
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Taylorin polynomit

. 3
tanx —sinx — %

lim 57

x—=0 grctan x — x +

w

X~
2
P4

arctanx — x + 3

x+ 33+ 254 0(x7) — (x — 13 4+ Loxd + O(x7)) — %
3 i5 6 120 2
X—E+2+0(x)—x+%

tanx —sinx —

w

_ X%+ 0(x7)
L1 o(x7)
. %""O(XZ) x—0 é_E
1+ 0(x?) 178
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