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Luku 1
Laplace-muunnokset

Laplace-muunnokset tarjoavat tyokalun vakiokertoimisten differentiaaliyhtdléiden ratkaisemiseksi.
Niiden avulla voidaan muuntaa lineaarinen vakiokertoiminen differentiaaliyhtdlo algebralliseksi yh-
tdloksi, josta voidaan ratkaista tuntematon funktio ¥ (s) = £[y(¢)](s). Etsitty funktio y(z) saadaan
taman jdlkeen kadnteiselld Laplace-muunnoksella. Yleensi oletetaan, ettd y on oikealta jatkuva pis-
teessd nolla.

Laplace-muunnokset ovat tirked tyokalu erityisesti piiritekniikkaan liittyvien integraali- ja diffe-
rentiaaliyhtildiden ratkaisemisessa.

Taustatietoa

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) oli ranskalainen matemaatikko
ja tdhtitieteilijd. Laplacen tirkeimpiin saavutuksiin luetaan taivaan-
mekaniikan kehittdmistyd, lammonjohtumisyhtdlon esittdminen,
Laplace-muunnosten perusteet ja hypoteesi mustien aukkojen
olemassaolosta.

(kuva: Wikimedia Commons)

1.1 Mairitelmi ja perusominaisuuksia

Miiritelmé 1. Olkoon f : [0,00) — R funktio, jolla on jokaisella #érelliselld vililla korkeintaan
ddrellisen monta epdjatkuvuuspistettd. Jos integraali

F(s) = L F(t)e " dt, (1.1)

suppenee itseisesti joillakin s:n arvoilla, sanotaan integraalia (1.1) funktion f Laplace-muunnokseksi
ja merkitddan F(s) = L[ f(#)](s) tai lyhyemmin F = L[ f]. T4lldin funktiota f kutsutaan originaali-
funktioksi ja funktiota F' kuvafunktioksi.

Esimerkki 1. Osoitetaan, ettd f(r) = M on originaalifunktio. Jos s > A, on

M) = [

0

00 [oe]
e)Lte—st dt = I e()L—s)t dt =
0 A

L (-sy 1
—5° 5=
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Seuraus 1. Sijoittamalla edelliseen esimerkkiin A = 0 saadaan vakiofunktio f(t) = 1 ja sen Laplace-
muunnos: L[1](s) = % kuns > 0.

Esimerkki 2. Olkoon r > 0 ja osoitetaan, ettd f(¢) =t on originaalifunktio. Sijoitetaan titi varten

integraaliin
M t
r =S
I te " dt
0

Truyr 1 1 Y rel-1 —u
5)e Edu= e u e du.
0 b N 0

Antamalla luvun M lihestyd ddretontd todetaan, ettéd

LI 1(s) = JOOO et = LU

Sr+1

t= f,jolloin saadaan

Laplace-muunnoksen perusominaisuudet voidaan johtaa (epdoleellisten) integraalien ominai-
suuksista aivan samoin kuin Fourier-muunnostenkin (késitelldan kurssilla Fourier-analyysi) vastaa-
vat ominaisuudet, eikd niitd tdssd yhteydessi erikseen todisteta.

Lause 1 (Lineaarisuus). Jos f ja g ovat originaalifunktiota ja a,b € R, niin myds af + bg on
originaalifunktio ja Llaf + bg] = aL[ f]+bL[g].

Lause 2 (Muuttujan skaalaus). Jos f on originaalifunktio, L[ f(¢)](s) = F(s) ja a > 0, niin
LLf(ar)](s) = ;F(2).

Lause 3 (Kertominen eksponenttifunktiolla). Jos f(t) on originaalifunktio, niin myds
at .
e f(t) on, ja

LI f(0)](s) = LI (s~ a).

Lause 4 (Kuvafunktion derivointi). Jos F(s) = L[ f(¢)](s), ja Laplace-muunnoksissa tar-
vittavat integraalit ovat olemassa, niin

I

F(s) = =L[tf(1)](s).

Lause 5 (Originaalifunktion derivointi). Olkoon f derivoituva originaalifunktio ja olete-
taan, etti funktiolla f (t) on jokaisella ddirelliselld viilillé vain ddirellisen monta epdjatku-
vuuskohtaa. Téllsin myos f'(t) on originaalifunktio ja

LLF1(s) = sLLF(s) = £(0+),
missd f(0+) = lim;_,q4 f(2).

Edellisestd lauseesta saadaan induktiolla seuraava yleistys: Jos funktiolla f ™) on Laplace-
muunnos, niin

n—2 .l

LLA™1(s) = 5" LLFA(s) =" F(04) =82 £1(04) = .. = £ (04).

Lause 6 (Originaalifunktion integrointi). Oletetaan etti f on originaalifunktio. Tdlloin in-
tegraalifunktio

t
¢ = | rwau
on originaalifunktio ja

o[ dal(s) = $LL10)
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1.2 Laplace-muunnosten olemassaolosta

Yleisesti ottaen voidaan todeta, ettd s:n positiivisilla arvoilla integraalissa

F(s) = j 0l ™ dr, (12)

0

eksponenttifunktio e "' = e% lahestyy nollaa hyvin nopeasti, miké edesauttaa integraalin (1.2) sup-
penemista.

Liséksi niiden pisteiden s joukko, joille (1.2) suppenee, on varsin yksinkertainen: Jos nimittdin
integraali (1.2) suppenee jollakin arvolla s = 51, niin mille hyvénsa arvolle s, > s; pitee

—sot =St
[F(O)]e™ < |f(r)]e™
joten siis myos integraali

[ isore ax
0

suppenee. Taméa merkitsee sitd, ettd jos Laplace-muunnoksen méirittelema integraali (1.1) suppenee
itseisesti jollakin arvolla s, suppenee se itseisesti my6s koko puolisuoralla [ s, 00). Tilldin suppe-
nemisalueen (ja siis Laplace-muunnoksen miirittelyjoukon) selvittdimiseksi pitdd endd 10ytad pienin
mahdollinen sy, jolla integraali (1.1) suppenee itseisesti.

Miiéritelmé 2. Olkoon f : [0,00) — R funktio, jolla on jokaisella dérelliselli vililld korkein-
taan darellisen monta epdjatkuvuuspistettd. Jos on olemassa sellainen luku s, ettd ettd integraali

[isonea 13

0

suppenee, miiritelléddn sy = inf{s € R | IOOO | f(z)| ™" dt suppenee} ja sanotaan, etti s on
Laplacen integraalin

F(s) = JOOO F(e)e™" dt

itseisen suppenemisen abskissa tai funktion f () kasvueksponentti. Jos integraali (1.3) suppe-
nee kaikilla reaaliluvuilla s, médritelldan sy = —o0.

Tarkastellaan sitten sitd kysymysti, minkélaisille funktioille kasvueksponentin olemassaolo voi-
daan taata, toisin sanoen siis minkélaisille funktioille Laplace-muunnos on méiritelty (jollakin vi-
lilld (59, 00)). Edelleen eri tavalla ilmaistuna: tarkastellaan, mitkd funktiot ovat originaalifunktiota.

Aiemmin havaittiin, ettd positiivisilla s:n arvoilla Laplace-muunnoksen médritelméssi esiintyy
voimakkaasti kohti nollaa ldhestyva funktio ¢ - e, miki edesauttaa integraalin (1.3) suppenemista.
Jos (1.3) ei suppene, kasvaa f siis varsin voimakkaasti. Palautetaan mieleen erés tirked kisite:

Meiiiritelmé 3. Funktio | £(¢)| kasvaa hitaammin kuin ¢, jos

@)
r]—l>rc1>107 =0.

Jos on olemassa sellainen a > 0, ettii | £(¢)| kasvaa hitaammin kuin ¢”, sanotaan, etti | f(¢)|:n kasvu
on (korkeintaan) eksponentiaalinen.

Jos funktio | f(¢)| kasvaa hitaammin, kuin ¢“, tulee

/()]

eal

miten pieneksi hyvinsid, kunhan ¢ valitaan riittdvin suureksi. Erityisesti on siis olemassa sellainen
rajaluku M, etti yllioleva lauseke tulee pienemmiiksi kuin 1, kunhan # > M,. Tallsin | f(r)| < ¢,
kunhan r 2 M ja siis
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at —st (a—s)t
e e =e .

|f(t)e_“ <

Joo e—(s—a)l dt
M

[ irtatea

M,

Arvoilla s > a todetaan, etti
suppenee, jolloin my®os siis

suppenee. Tdmd ei kuitenkaan vield yksin riitd takaamaan Laplace-muunnoksen olemassaoloa. Li-
siksi on vield tarkasteltava vilid [0, M, ]. Jos my0s integraali

M .
j ()] dr
0

on olemassa (esimerkiksi vililli [0,M] jatkuville funktioille ndin on), on funktiolla f olemas-
sa Laplace-muunnos ja siis f on originaalifunktio. Johtopiitoksend voidaan todeta, ettd joukossa
[0, 00) jatkuvilla funktiolla, joiden kasvu on korkeintaan eksponentiaalista, on olemassa Laplace-
muunnos. Tillaiset funktiot kattavat suurimman osan kdytannon sovelluksissa esiintyvisti funktiois-
ta.

1.3 Konvoluutio ja deltafunktio

Laplace-muunnoksille pitdd médritelld oma konvoluutiokisitteensd, joka toteuttaa samankaltaisen
multiplikatiivisuusehdon kuin Fourier-muunnosten konvoluutio (vrt. kurssi Fourier-analyysi). Kon-
voluution erilainen muoto johtuu siitd, ettd Laplace-muunnokset maéritelldéin vain yhteen suuntaan
adrettomalld integraalilla.

Miiritelmé 4. Funktioiden f ja g konvoluutio f * g madritellddn kaavalla

(f *)(r) = L:f(u)g(t—u)du

Huomautus 1. Katkaisemalla funktiot positiiviselle reaaliakselille Heavisiden funktion avulla voi-
daan ylldmainittu konvoluutio kirjoittaa muotoon

o0
| sttt -wi(-uae
— o0
joka on sama kuin Fourier-muunnoksillle méaéritelty konvoluutio.

Esimerkki 3.

t t 1 1
J sin(u) cos(t —u)du = J (5sinf + = sin(2u—1t))du
0 0 2 2

(sin* cos)(z)

! r'td+l t'(2 t)d—lt't
) Osm u 3 OSIH u u—251n.

Konvoluution merkitys Laplace-muunnoksille on samanlainen kuin Fourier-muunnoksille:

Lause 7. Jos f ja g ovat originaalifunktioita, niin

I fxg=g%*f,
2. fx(gxh)=(f*g)*h,
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3. fx(ah+bg)=af xh+bf*g, ja
4. L[f *g](s) = LLf1(s) - L[g](s).

Todistus. Sivuutetaan.

Myos Diracin d-funktiota tarvitaan toisinaan Laplace-muunnosten yhteydessd. Delta-funktion
miérittelevin integraalin ja Laplace-muunnoksen miéritelmén mukaan §-funktion Laplace-muunnos
tulee laskea seuraavasti:

1.4 Laplace-muunnoksen yhteys Fourier-muunnokseen, inversiokaava

Jos luvun alussa kuvattua menetelmid halutaan kéyttdd differentiaaliyhtidloiden ratkaisemiseen
kiytannossa, pitdd kuvafunktiosta voida piitelld originaalifunktio. Fourier-muunnosten yhteydes-
sd kéddnteismuunnoksen olemassaolo ja 1oytdminen on tietyssd mielessd suoraviivaisempaa: Koska
Fourier-muunnoksen ja sen kididnteismuunnoksen vililld on varsin hyvd symmetria, ei kddnteismuun-
noksen etsiminen ole oleellisesti vaikeampaa kuin itse muunnoksenkaan. Laplace-muunnosten koh-
dalla on kuitenkin toisin: Laplace-muunnoksen etsiminen useissa kdytdnnossi esiintyvissi tapauk-
sissa on oleellisesti helpompaa kuin kéddnteismuunnoksen maérittaminen.
Kainteismuunnoksen ongelma on silti varsin luonnollinen: Voidaanko Laplace-muunnoksesta

Fp) = [Ow (e dr

pédtelld alkuperdinen funktio f(z) ja jos voidaan, miten se kiytinnossi tapahtuu? Kun muistetaan,
ettd integraalin

M
J F0)e™ dt
0

arvo ei muutu, mikili integrandin f(¢)e”" arvoa muutetaan #irellisen monessa pisteessi, huoma-
taan, ettd kahdella eri funktiolla voi olla sama Laplace-muunnos: Jos nimittdin f; saadaan funktiosta
J muuttamalla sen arvoa ddrellisessd méarissi pisteitd, on L[ f] = L[ f1] ja siksi alkuperiisti funk-
tiosta ei voi saada esille Laplace-muunnoksesta.

On kuitenkin huomattava, ettd jos funktio f; saadaan funktiosta f muuttamalla arvoa &dérellisen
monessa pisteessd, on vilttdmitti toinen funktioista f; ja f epdjatkuva (ddrellisen monessa pistees-
sd). Seuraavaksi esitetidiinkin kysymys, voidaanko Laplace-muunnoksesta F(s) patelld alkupersi-
nen funktio f(r) jos timé oli jatkuva. Tissikin yhteydessi ajaudutaan umpikujaan, silld mééritel-
min mukaan Laplace-muunnos riippuu vain funktion arvoista positiivisella reaaliakselilla. Funktion
f arvoja voidaan negatiivisella reaaliakselilla siis muuttaa milld tahansa tavalla, ja ndin saadulla
funktiolla f; on edelleen sama Laplace-muunnos kuin alkuperiiselldkin funktiolla f.

Rajoitetaan siis edelleen tarkasteltavia funktioita ja kysytdédn seuraavaksi, voidaanko alkuperiisen
funktion f(¢) arvot positiivisella reaaliakselilla piitelld Laplace-muunnoksesta F (), jos tiedetéin,
ettd f(r) on jatkuva positiivisella reaaliakselilla. T4lloin kysymykseen saadaan lopulta positiivinen
vastaus:

Lause 8. Olkoot fi ja f> vdlillé [0,00) jatkuvia funktioita. Jos L[ f1] = L[ f>], niin fi(t) =
fo(t) kunt € [0,00).

Todistus. Vaatii esitietoja, joita ei kurssilla ole esitetty, sivuutetaan.

Edellinen lause siis merkitsee siti, ettd tarkasteltaessa positiivisella reaaliakselilla jatkuvia funktioi-
ta yhteys originaalifunktion ja kuvafunktion (Laplace-muunnoksen) vililld on yksikésitteinen: Jos
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f on jatkuva (positiivisella reaaliakselilla), voidaan Laplace-muunnoksesta £[ f] ainakin teoriassa
padtelld alkuperdinen f (positiivisella reaaliakselilla).

Sen sijaan ei ole mitéin takeita, ettd mielivaltaisesti valittu funktio F(s) olisi minkééin funktion
Laplace-muunnos. Fourier-muunnoksen olemassaolohan pystyttiin takaamaan vain silld oletuksella,
ettd funktiot 1henevit nollaa riittdvin nopeasti, kun x — + 00, ja itse asiassa voidaan osoittaa niin ta-
pahtuvan myds spektrille, mikili Fourier’n integraali suppenee itseisesti. Laplace-muunnoksen ole-
massaololle ei kuitenkaan ole vilttimitonta, ettd funktio olisi nopeasti nollaa ldhestyvi, vaan itse
asiassa varsin voimakkaastikin kasvavilla funktioilla on Laplace-muunnos. Sen sijaan kuvafunk-
tioilla on seuraava ominaisuus:

Lause 9. Jos F(s) on kuvafunktio, niin 1i1}>10 F(s) =0.
5§

Todistus. Sivuutetaan.

Edellisen lauseen tulos ilmaisee sen, etti mikéli funktion F(s) raja-arvo ddrettomyydessi ei ole
nolla, ei F(s) ole minki#n funktion f(z) kuvafunktio ja siksi ei mydskédn ole mielekistd yrittii
16ytdd F (s):1le originaalifunktiota. Jos sitten tarkastelu rajoitetaan sellaisiin funktioihin, jotka ldhes-
tyvét nollaa s:n ldhestyessd ddretonti, on tilanne toinen ja apuna voidaan kayttid kidnteistd Fourier-
muunnosta.

Olkoon nyt F(s) = L[ f(¢)](s) ja lasketaan

00 27y) 00 i
J f(t)e—(xﬂ N g = J f(t)e—xte— Tyt 1t
0 0

Joo FOH@)e™ e g

F(x+2miy)

missd H on Heavisiden askelfunktio. Titen siis funktion f(r)e ™ H(r) Fourier-muunnos on F(x +
27iy), jolloin f(r)e ™ H(t) voidaan esitti# Fourier'n integraalina

FWHO = [ Fler2min)e™ ay

Kertolaskulla saadaan .
FOHO = [ Pl 2mp)e ™ ay

— 00

Kun tdhén vield sijoitetaan s = x + 27iy, voidaan integraali kirjoittaa muotoon
1 X+i00 o
FOH() = 50 L_m F(s)e" ds

Arvoillat > 0 on H(t) = 1 ja siis saadaan seuraava kaava.

Lause 10 (Laplace-muunnoksen inversiokaava). Olkoon F = L[ f]. Télloin

1 X+i00 o
10 =55 | Feas

xX—i00

kun t > 0 ja x suurempi kuin funktion f kasvueksponentti.

Huomautus 2. Inversiokaavassa esiintyvé integraali tunnetaan nimelld Bromwichin integraali. Inver-
siokaava ei anna funktion f arvoja alueella t < 0. Tamai on véistamaitonts, koska Laplace-muunnos ei
ndistd arvoista riipu. Lisdksi inversiokaavassa esiintyvé x voidaan valita vapaasti, kunhan se ylittdd
funktion f kasvueksponentin.
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Huomautus 3. Laplace-muunnosten inversiokaava selvittda ainakin osittain sen, minkélaiset funktiot
F(s) ovat jonkin originaalifunktion f(¢) kuvafunktioita. Ehdot ovat 1) Integraali

j F(x+iv)| dy

suppenee, 2) F(s) — 0, kun |s| — 00, edellyttiien, etti s:n reaaliosa pysyy riittivin suurena. Mikéli
nidmai ehdot toteutuvat, F:n originaalifunktio 16ytyy inversiokaavaa kiyttden (yksityiskohdat sivuu-
tetaan).

Myo6s Laplace-muunnoksen kidntdmiselle on oma merkintdnsi:

Mééritelmi 5. Jos F(s) = L[ f](s) on funktion f Laplace-muunnos, kutsutaan funktiota f
funktion F kdcinteiseksi Laplace-muunokseksi ja merkitdin

. . . . s -1
Laplace-muunnoksen inversiokaava antaa teoreettisen mahdollisuuden kédinteismuunnoksen £
laskemiseksi, mutta kdytdnnossid inversiokaavaan perustuva kiddnteismuunnoksen laskeminen on

huomattavasti hankalampaa kuin taulukoihin perustuva menetelmé, johon tutustutaan seuraavaksi.

1.5 Laplace-muunnoksen kéintiminen kaytinnossa

Kiytdannossd Laplace-muunnoksen kididntdminen voidaan usein suorittaa originaalifunktio-kuvafunktio
-taulukoihin perustuen. T&ll6in on pyrittivi esittimain kuvafunktio taulukossa esiintyvéssd muodos-
sa.

Seuraavaan taulukkoon on laskettu Laplace muunnospareja suoraan midritelméddn perustuen.

Taulukossa on merkitty L[ f](s I f(1)e™™ dt (vastaavasti funktion g(z) Laplace-muun-
noksesta on kiytetty merkintdd G(s)) ja (f * g)( J f(u)g(t — u)du (konvoluutio), erf(x) =

[o¢)
7 I du jay=-— I Inte 'dt =0,577215665. .. (Eulerin vakio).
0
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Funktio Laplace-muunnos
o0 o
1 |f(r) F(s)= | f(t)e " ar
0
2 laf(t) +bg(t) aF(s) +bG(s)
1 K
3 |flat) aF(g)
4 ") S"F(s) = £(04)s" = Fo+)s" 2= .= 7D (04)
5 |(=1)""f(2) F"(s)
t [e0)
6 |111) [ raq
i N
F
7 I f(u)du (ss)
0
f(t-1) e "F(s)
9 |MF(1) F(s=1)
0 kunzr <0 |
10(H(t) = %kunt=0 5
1 kunt > 0.
n
11|"kunn e N e,
s
121 (kun Rea > —1) F(‘::’ll)
13[ f
s=¢
14 |sin wt 5 3
S'Ew
15|cos wt 5 5
5* 40
16|sinh wt
S2 —S(J)2
17|cosh wt 5 5
2 —
18|t sin ot A
(s22+ w22)2
sSS—w
19|t ot —_—
cos EEPaE
e—bl _e—at 1
20— _
a-b (s+a)(s+b)
21 be ™ —ae™™ s
b-a (s+a)(s+b)
22 —tn_l e 1
(n—1)! (s1+ a)
ogs Y
23|logt -
g , s s
24((%)(1) = | Flagle =) dulF(5)G(s)
1
25erf(+/7
Vo) svs+1

Matlabin symbolisen laskennan tyokaluihin on ohjelmoitu Laplace-muunnoksia ja kiénteis-

muunnoksia:
>> syms t
>> laplace (t™4)
ans

24/s"5

>>
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>> syms s a
>> ilaplace(1l/ (s—a)"2)

ans =
txexp (axt)

>>
>> ilaplace (1/ ((s-1)* (s+2)"2))

ans =

1/9xexp (t)+1/9% (=3*xt—1) xexp (—2*t)

1.6 Yleisimmiit menetelmit

Laplace-muunnoksen kéddntdminen tapahtuu helpoiten edellé olevaa taulukkoa ja Laplace-muunnoksen
lineaarisuutta kiyttimilld. Toisin sanoen, kuvafunktio F (s) pyritidin kirjoittamaan muotoon

F(s)=c Fi(s)+...+c,F,(s), (1.4)

missi ¢; ovat vakioita ja kuvafunktiot F;(s) 10ytyvit taulukon oikeanpuoleisesta sarakkeesta, siis
Fi(s) = L[f:](s) jollekin funktiolle f;. T#lldin F(s):n originaalifunktioksi saadaan

cifi(t)+.. +c, f(2).

Sopivan esityksen (1.4) 16ytyminen ei kuitenkaan aina ole helppoa. Sellaisen 16ytimiseksi voi mah-
dollisesti kidyttdd jotakin seuraavan yhteenvedon kohtaa.

1. Tarkista, onko lim,_,, F(s) = 0. Jos niin ei ole, ei F(s) ole minkin (tavallisen) funktion kuva-
funktio, eiki kddntiminen onnistu.

Esimerkki 4. Funktio F(s) = % ei ole minkiin reaalifunktion Laplace-muunnos.

2. Jos F(s) = Fi(%), missd a > 0 on vakio ja Fi on tunnetun originaalifunktion f; kuva, saadaan
taulukon 3. rivin perusteella F (s):le originaalifunktio afi (at).

N

Esimerkki 5. Jos tunnetaan L[cost](s) = =

on

ja siis

3. Jos F(s) on rationaalifunktio, voi aina etsiii osamurtohajotelman (esitelliin myShemméssi lu-
vussa) ja soveltaa tunnettua muunnosta

Esimerkki 6. Olkoon
3425+ s2

F) = o herr

Koska nimittdjin tekijd s + 2 esiintyy kaksi kertaa, on osamurtohajotelma muotoa
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3+2s+s° _ A B c

G- (s+2?2 s—1"5+27 (542)
CA(s+2)2+B(s—1)(s+2) +C(s— 1)
- (s—1)(s+2)?
_(A+B)s’+(4A+B+C)s+4A-2B~C
- (s=2)(s+2)?

)

ja A, BjaC voidaan 10ytdd yhtdloryhmaista

A +B =1
44 +B +C =2,
4A -2B -C =3
jonka ratkaisu on (A,B,C) = (%, %, —1). Siis
342545 2 1 11 1

= - + = — .
(s=1)(s+2)> 3s—1 3s+2 (5+2)?
Osamurtohajotelman komponentteja varten kiytetdin muunnosta

tk_ 1 eat 1

G=DD " Goa)

jonka perusteella osamurtohajotelmalle voidaan 16ytiéd kddnteismuunnos.
Téten esimerkiksi

L[

£[et](s) -1 ,C[e_m](s) - s-il-2 ja ﬁ[te_ZZ](S) ) (s+12)2’

ja ndiden yhdistelmina saadaan funktion % originaalifunktio:
get _ le—Qt _ te—2t
3 3 ’

4. Jos F(s) = Fi(s)F,(s), missd Fi(s):n ja F>(s):m originaalifunktiot tunnetaan: L[ f;] = Fi(t) ja
L[ f>] = F>(s), F:n originaalifunktiota ei saada muodossa f f>, vaan muodossa f; * f> (konvo-
luutio), kuten taulukossa mainitaan. Yleisesti ottacn konvoluution médritelmé vaikuttaa hankalal-

ta:

(200 = [ fti-wan (= [ fe-wgdi=(gx)0),

mutta joidenkin funktioiden kanssa laskettu konvoluutio on kuitenkin verrattain yksinkertainen
(esim. seuraava kohta).

5. Jos kuvafunktio on muotoa %F (s), missd F:n originaalifunktio f tunnetaan, saadaan %F (s):n
originaalifunktio paitsi konvoluutiona (H * f)(s) (H on Heavisiden funktio), my®s integraalina

Ltf(u)du

mikd on itse asiassa sama asia kuin mainittu konvoluutio H #* f (tarkista).

Esimerkki 7. Taulukon mukaan £[sinh](s) = ﬁ+1’ joten funktion %32%1 originaalifunktio saa-

daan integroimalla:
t

t
J sinhudu = /coshu = coshr—1.
0

0

6. Edellistd kohtaa voidaan soveltaa toistuvasti: Miérétéiin ensin funktion Fy (s) = %F (s) originaa-

lifunktio f(r), minké jélkeen funktion S%F (s)= %Fl () originaalifunktio saadaan integraalina
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0= [ fitwdu

Esimerkki 8. Funktion F(s) = iz L originaalifunktio on edellisen esimerkin perusteella

t
J (coshu—1)

0

(sinhu —u) = sinhr —¢.

O\w

7. Eksponenttifunktio ¢ ** ei ole minkin tavallisen funktion kuvafunktio, joten muotoa e ** F(s)
olevia funktioita ei voida kdisitelld tavanomaisten funktioiden konvoluution avulla. Sen sijaan
taulukon rivin 8 mukaan funktion ¢~ *"F () originaalifunktio on f(z — 1), jos L[ f] = F. Toisaalta
eksponenttifunktio ¢ °* on yleistetyn funktion (¢ — 7) Laplace-muunnos (kts. delta-funktiota
koskeva luku), ja samaan tulokseen paddyttdisiin laskemalla konvoluutio deltafunktion kanssa
muodollisesti.

Esimerkki 9. Etsittava originaalifunktio funktiolle ———=5 (10ytyy tosin my0s taulukosta). Aluksi

)
1 2 _ 1
5 ](S) = (5_4)3'

8. Jos F(s) = L[f](s), missi f on derivoituva ja f(0+) = lim,_o4 f(k) = 0, saadaan muotoa sF(s)
olevalle funktiolle originaalifunktio kiyttdmalld derivointisddntod (taulukon rivi 4): L[ £'](s) =
sF(s), joten sF (s):n originaalifunktio on f'. My®s titi kohtaa voidaan soveltaa toistuvasti.

(
todetaan, ettd E[%tz] (s) = 5, ja tisti saadaan L[ e 4

Esimerkki 10. Tiedetdén, ettd L[sin](s) = ﬁ ja sin(0+) = sin0 = 0. Titen funktiolle cost =

d - . — _5

£ sint pitee L[cos](s) = e

9. Jos F(s) voidaan kirjoittaa funktion F; (jolle originaalifunktio f; tunnetaan) derivaattana Fy (s) =

F(s), saadaan F (s):lle originaalifunktio —z i (¢), silld taulukon rivin 5 perusteella £[—zf;(¢)]
Fl=F.

10. Jos puolestaan F'(s) = F»(s), missi F>:n originaalifunktio f tunnetaan, merkitddn F:n (tois-

taiseksi tuntematonta) originaalifunktiota f:1la. Talloin L[ —1f(t)] = F' = Fy = L[ f>()], misti

saadaan —1f(t) = f>(t) jasiis f(¢) = —sz(’).

Esimerkki 11. Funktiolle F(s) = ln% saadaan F'(s) = Lw = - Funktiolla — on

s+l s s(s +1)
originaalifunktio e, joten funktiolle %ﬁ sellainen saadaan kohdan 5 mukaan 1ntegr01malla.

. t

- - -t

Je”du=/—eu=1—e ,
0 0

siis L[e" =1] = —%m Jos siis F(s):n originaalifunktio on f(¢), on
ol _ 1 _ -t
LL-70165) = F'(9) = ==y = £l =11,
mistd -,
1-e
f(t) - t

Esimerkki 12. Selvitetiin, minki funktion Laplace-muunnos F(s) = %2 + S% on. Taulukosta ndhdéén,

ettd £[1"](s) = 2. joten L[1](s) = & ja £[*1(s) = . Tallsin siis L[1°](s) = 4. ja L[1 +
étB](s) = Slz + Si4 Niiin ollen 1 1

3

+—=)(t)=t+ 1.
=1+

Laplace-muunnosten kadidntdmisessi saattaa useiden ominaisuuksien soveltaminen olla tarpeen:

2 1. . .. 3
Esimerkki 13. Lasketaan £ ( j—) ). Lihdetiin liikkeelle tiedosta £[t3 1(s) = 37', jolloin siis £[ 13—' 1=

'3
— . Téhin voidaan puolestaan soveltaa eksponenttifunktiolla kertomista, jonka mukaan L[e” 3— 1(s) =
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(s+11 7 Edelleen derivoimalla saadaan [Z[ée_t(3t2 -](s) = ﬁ, ja derivointi vield kertaalleen
— 2
antaa L[re (1 -6t + étz)](s) = (Si—l)“, misti kd#inteismuunnos voidaan suoraan lukea.

Esimerkki 14. Olkoon F(s) = % Tité funktiota vastaavaa originaalifunktiota ei ole, koska F () ei
ldhene nollaa, kun s — oo (vrt. lause 9).

Esimerkki 15. Ratkaistaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo
Y +dy=1 (1.5)
2

alkuehdoilla y(0) = 1 ja y'(0) = 2. Nyt L[y"] = s
muunnoksilla muotoon

Y(s) —s—2 ja (1.5) saadaan siis Laplace-

1
szY(s)—s—2+4Y(s) ==,
s

mistd voidaan ratkaista

s 2 1 s 2 1(1 1
2 244

)

Y(s) =

= + + = + + -
S +4 P2+4 (5P +4) SP2+4 sF+4 4
Originaalifunktio saadaan taulukosta: y(¢) = cos2f + sin2t + i(l - % sin2¢) = cos2t + % sin2f + }Lt.

Edellinen esimerkki sisilsi perustelemattomia oletuksia, kuten sen, ettd alkuperdisen differenti-
aaliyhtélon ratkaisu on originaalifunktio ja nollassa jatkuva oikealta. Myoskéin ei tarkasteltu siti,
missi alueessa Laplace-muunnos oli méadritelty. Sovellusten kannalta niilld heikkouksilla ei kuiten-
kaan ole yleensd merkitystd, silld kun differentiaaliyhtélon ratkaisu on saatu, voidaan sen oikeelli-
suus tarkistaa ja méadrittelyjoukko 16ytdd yleensd melko helposti. Ratkaistaessa differentiaaliyhtéloitd
Laplace-muunnosten avulla tehdédén ratkaisusta yleensi dskeisen esimerkin oletukset.

Esimerkki 16. Ratkaistaan differentiaaliyhtilo
y' ~3y= SeZI

alkuehdolla y(0) = 2. Laplace-muunnokset laskemalla saadaan till5in

() ~2-3(s) = —.

mistd voidaan ratkaista Y (s):
2s+4

Y(s)= ————.
)= o3 6-2)
Niin saadulle lausekkeelle 16ytyy osamurtohajotelma (kts. Erillinen liite osamurtohajotelmista):

2s+4 10 8

(s=3)(s=2) s-3 s=2

minké avulla originaalifunktio voidaan maariata:

y(t) = 10e” —8¢”.

Esimerkki 17. Ratkaistaan
y" + 3_)}’ _ 4y — 631
alkuehdoilla y(0) = 2, y'(0) = 1. Laplace-muunnoksilla saadaan

1
s=3’

STY(s) = 25— 1 +3(s¥(s) —2) —4Y(s) =
miké voidaan kirjoittaa muotoon

1
(5" +3s—4)Y(s)—2s—7 = —

ja edelleen
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257 +5—20 25% +2-20

T (s243s5=4)(s=3) (s=1)(s+4)(s-3)
Tille 10ytyy osamurtohajotelma

17 1 8 1 1 1

Y(s)= 10s—1 +§s+4+ﬁs—3’

josta voidaan maériti originaalifunktio:

17 8 _ 1
y(t) = Eet +35¢ p ﬁe3t.

Esimerkki 18. Ratkaistaan differentiaaliyhtidlo
n
y +y=cost

alkuehdoilla y(0) = y'(0) = 0. Laplace-muunnokset laskemalla saadaan

SY(s)+Y(s) = 521 T
misti !
Y(s) = mﬁ = L[sin](s)L[cos](s) = L[sin * cos](s),

jolloin siis y(¢) = (sin* cos)(¢) = %tsint.
T#min esimerkin originaalifunktio y(¢) voidaan selvittii my6s suoraan taulukosta.

Laplace-muunnosten sovellusalue ulottuu myos lineaarisia differentiaaliyhtéloitd kauemmaksi,
kuten seuraavasta esimerkistd ilmenee.

Esimerkki 19. Ratkaistaan differentiaaliyhtdlopari

y'+4y+4z= 0
z’+2y+6z =0

alkuehdoilla y(0) = 3, z(0) = 15. Laplace-muunnettu pari on muotoa

sY(s)=3+4Y(s)+4Z(s) = 0
sZ(s)—15+2Y(s) +6Z(s) = 0,
mistd voidaan ratkaista ot g "
— 85— - __° A
{Y(S) " T~y
— S —
Z(s) = 2105416 s+2 T 518

Vastaavat originaalifunktiot ovat

y(t) = =8¢ X +117¥
z(1) = 4™ + 117,

Laplace-muunnokset eivit kuitenkaan ole yksinkertaisin tapa ratkaista timénlaisia DY-pareja. Las-
kennallisesti parempaan menetelmiin tutustutaan myohemmin.






Luku 2
Rationaalifunktion antiderivaatta

2.1 Yleisimmiit tapaukset

Palautetaan mieleen, ettd rationaalifunktiolla tarkoitetaan muotoa f(x) = % olevaa funktiota, jossa

p(x) ja g(x) ovat polynomeja. Antiderivaatan

madrittiminen derivointisdadntoihin perustuen ei ole suoraviivaista, silld titd varten pitdéd 10ytad deri-
vointisdintojd, jotka tuottavat tulokseksi osaméadrin. Tallaisia ovat mm.

cd 1 aflx)

dxf(x)" - f(x)""'l

d AE))

" =5
o 4 ctany = —

J retanx = a1

4x+3 1
Esimerkki 20. J 5 al sdx=—-— +C
(2x*+3x—1) (2x* +3x—1)
3
Esimerkki 21. Lasketaan J 5 _): dx. Tatd varten voidaan kirjoittaa
X
3x § 2x
P2+l 252417
joten
3x 2
dx=zIn(x"+1)+C.
Jx2+1 2 ( )
Esimerkki 22. Lasketaan
1 1 .
I 1 di = mm+C]05n=ﬁl
(x—a)" In(x—a)+C josn=1

Esimerkki 23. Lasketaan

1
x=2x+5

Nimittdjallé ei ole reaalisia nollakohtia, mutta nelioksi tiydentdmailld saadaan
2 2 2 x—1\2
P2 +5=x -2+ 1+4=(x—1)2+4 =4((T) +1).

Kun sijoitetaan ¢ = )%1 < x = 2t + 1, saadaan integraalin arvoksi

J—l d I ! 2dt 1[ ! dt ! tant + C ! t x_1+C
= | ——. = = | ——dt = zarctan = zarctan —— .
x> =2x+5 4(r* +1) 2)+1 2 2 2

19
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Rationaalifunktion antiderivatta voidaan periaatteessa aina 10ytdd osamurtohajotelmien avulla sekd
soveltamalla ja laajentamalla ylldolevia esimerkkeja. Tédssd yhteydessé ei ole kuitenkaan tarpeen
selvittdd asiaa perinpohjin, vaan tyydytiin asian kisittelyyn esimerkin valossa.

Esimerkki 24. Madritetddn antiderivaatta

Ix4—2x3+2x2+x+1
1= X.

X=X +3x+5

Vaihe 1. Jakolasku suorittamalla saadaan

P P, SIp iy (x- 1)()(3 —x +3x+5)+ (—2x2 —x+6),
jolloin siis

2 2
—2x"—x+6 1 - -2x"—x+6
I=](x-1 dx+I—dx=—x —x+I—dx,

J( ) X =x>+3x+5 2 X =x>+3x+5
ja siirrytdén tarkastelemaan viimeksi esiintyvéé antiderivaattaa.
Vaihe 2. Etsitddn nimittdjén nollakohdat. Todetaan aluksi, ettd x = —1 on yksi nimittdjian nollakohta,
joten nimittdji on jaollinen lausekkeella x — (—=1) = x + 1. Jakolasku antaa x° —x° +3x+5 = (x +

1)(x* = 2x+5), ja koska (=2)*—4-1-5 = —16 < 0, ei toisen asteen lausekkeella ole reaalista
nollakohtaa.

2
Vaihe 3. Etsitiisn lausekkeen —=5—<+6
X7 =x"+3x+5

jotelma on muotoa

osamurtohajotelma. Nimittdjien tekijoiden perusteella ha-

2
-2x"=x+6 A Bx+C
ER) = + . 2.1
X=x?+3x+5 x+1 X2 _2x+5
Etsitddn luvut A, B ja C. Tatd varten ylld olevan yhtdlon oikean puolen osamédrit lavennetaan sa-
mannimisiksi ja lasketaan yhteen, jolloin oikeaksi puoleksi saadaan

(A+B)x* +(=2A+B+C)x+5A+C
(x+1)(x*=2x+5) )

Téten pitdisiollaA+ B = =2, —2A+ B+ C = —1 ja 5A + C = 6. Niin saatu yhtdloryhmi ratkaisemalla
saadaan A = %,B = —%jaC = %.
Kysytty osamurtohajotelma on siis

2 —x+6 _1( 5 +—21x+23)
B=x2+3x+5 8\x+1  x2-_2x+5/

Vaihe 4. Viimeksi saadun lausekkeen ensimméinen osa ei tuota ongelmia:
5
——dx=5In|x+1|+C,
x+1

joten kiinnitetddn huomio jalkimmaiiseen osaan. Kirjoitetaan lauseke kahteen osaan:

-21x+23 =21 2x=2 1
2 A .: 92 "2 +2 2
x“=2x+5 2 2-2x+5 x“—=2x+5

Taminkin lausekkeen ensimmaiisen osan kisittely on helppoa:

2x—2
sz—d)c=ln|xz—2x+5|7
x°=2x+5

joten selvitettdviksi jad, miten

1
Jz—dx
x“=2x+5
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miritetidn. Nelioksi tiydentimiselld saadaan x* — 2x+5 = x> = 2x+ 1 +4 = (x— 1)? + 2% ja sijoitus

t =x—1 antaa | | |
t
———dx= J—dt = ~arctan 5 +C,
Jx2—2x+5 12 +22 2 2
ja palaamalla muuttujaan x saadaan siis

[t e b3
—————dx = z arctan —— .
X2 =2x+5 2 2

Yhdistamalld kaikki osatulokset saadaan alkuperiiselle funktiolle antiderivaatta.

2.2 Kaikki tapaukset

Olkoot p(x) ja g(x) reaalikertoimisia polynomeja ja tarkastellaan miten rationaalifunktion f(x) =
% antiderivaatta voidaan 16ytad. Osoittautuu, ettd téllaisen funktion antiderivaatta voidaan aina
loytdd (ainakin periaatteessa), ja sen madrittiminen tapahtuu neljdssd vaiheessa. Oletetaan aluksi,
ettd polynomin g(x) aste on vihintéiin yksi, koska g:n asteen ollessa yksi on ¢ vakio ja f polynomi,

ja polynomifunktion antiderivaatta on helposti maéritettavissa.

Vaihe 1. Jos osoittaja p(x) on vihintiin yhtd korkeaa astetta kuin nimittijd g(x), suoritetaan ja-
kolasku p(x) = a(x)q(x) + r(x), missd a(x) on osamidri ja r(x) jakojddnnds (jonka aste on siis
korkeintaan jakajan g(x)). Tilloin siis

missi a(x) on polynomi. Niin ollen

If(x)dx= Ia(x)dx+I%dx,

Ja(x)dx

voidaan madrittad helposti. Titen padstddn aina tilanteeseen, missd osoittajan aste on nimittdjin as-
tetta pienempi. Oletetaan siis tistedes, ettd nédin on asian laita.

josta osa

polynomilla g(x) on ensimméisen asteen tekiji x — a. Jos polynomilla g(x) on kompleksinen nolla-
kohta x = ot + i, niin my®s timén liittoluku x = & — Bi on g(x):n nollakohta Niiti nollakohtia vastaa

polynomin g(x) toisen asteen reaalinen tekijd (x — (ot + Bi))(x— (= Bi)) = X —20x+ o’ + [32 =
X+ pX + g, missi p2 —4q = —4[32 < 0. Polynomilla g(x) on siis olemassa tekijihajotelma

k kep 2 I 2 I
glx) =clx—a;)" ... (x=a,)" (X +pix+q1)' .. (X + prgy)”
Vaihe 3. Jaetaan % osamurtoihin. Osamurtokehitelméd on summalauseke, jossa esiintyy muotoa
A ; ja ZB“C - olevia summattavia seuraavan sidnnon mukaan:
(x—a) (x*+px+q)!

o g(x):n tekijid (x — a)* vastaa summa

Ay Ar Ag

Y—a m+ (x—a)k

e g(x):n tekijii ()c2 +px+ q)l vastaa summa
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Bix+C Byx+C Bx+C,
e e e s e rvS
(x*+px+q) (x¥*+px+q) (x*+px+q)

Kertoimet A;, B; ja C; voidaan 16ytdd mm. méidrddmattomien kertoimien menetelmilld (tdstd esi-
merkki myohemmin).

Bx+C
(x—a)’ Jja (2 +px+q)’

Vaihe 4. Osamurtokehitelmissd on muotoa (p —4q < 0) olevia termejd, joiden

antiderivaatta tulee siis 10yt44.
Ensiksi voidaan todeta, etti

=Aln|x—a|

ja

J A d A 1
X =—T—"—"—7,
(x—a) i—1(x=a)!

kun i > 1. Tarkastellaan sitten antiderivaattaa
Bx+C Bx+B g C-B g
X“+px+q X“+px+q X“+px+q

Viimeisimmaissid hajotelmassa ensimmadinen antiderivaatta voidaan miirittdd helposti, koska se voi-
daan kirjoittaa muotoon, missi osoittaja on nimittdjin derivaatta:

BX+B§ _2x+p B 2
———d x=51In|x +px+q|.
X“+px+gq 2 x? +px+q 2

2

dlkimmiisen osan kohdalla tiydennetiin x~ + px + ¢ nelioksi: x” + px+g = x~ +22x+ (£)" +¢- 2
2 2 2

=(x+ g)z + (g~ &) Koska g~ &- > 0, voidaan kirjoittaa g — &~ = a* jasijoituksellat = x+ £ saadaan

1 1 1 1 t
Jz—d)c:I > dx=Iﬁdt=aarctana,
X“+px—q (x+§)2+(q—%) t“+a

mistd alkuperdiseen muuttujaan palaamalla saadaan

] 1 x+5
—dx = —zarctan—z

. .
X+ px—
pr=q q-% q-5%

Lopuksi tarkastellaan antiderivaattaa

Bx+C
J= #dx,
(x* + px+q)’

missd j > 2 ja p2 — 44 < 0. Jaetaan timéikin kahteen osaan:
B 2x + 1
2 ) (¥ +px+q) 2 (x* +px+q)’

joista ensimmaéinen on helppo méadrittdd:

J 2x+p d 1 1
—dx = — =
(2% + px+q)/ J=1(x*+ px+q)

1

Jalkimmaéisen osion madrittamiseksi tiydennetidn X+ px + g nelioksi kuten edelld, tehdéén sijoitus

2
t=x+ g ja merkitddn a* = q- %, jolloin tarkasteltavaksi jaa

1
———dt.
I (> +a?)/

Tiahin sovelletaan palautuskaavaa (matematiikan laitoksen kaavakokoelma)
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I 1 df = 1 t +2]—3 IJ 1 dr
P+a?)y " 2(j-1)d (P+a?) 2=2 2 ) (P+ad)

jolloin lopulta paddytddn lausekkeeseen

I 1 dr 1 ¢ t
- a— = —arctan —.
t2 +a2 a a






Luku 3
Polynomien jaollisuus

Tissd luvussa tarkasteltavat polynomit ovat joko reaali- tai kompleksilukukertoimisia. Reaalikertoi-
misten polynomien joukosta kiiytetdin merkintdd R[x] ja kompleksikertoimisten polynomien jou-
kosta C[x] (jos polynomin muuttuja on z, on myds joukon merkintd C[z]) Polynomin p asteesta
kiytetdiin merkintid deg(p) ja polynomien tulolle pitee deg(pg) = deg(p) + deg(q). Nollapolyno-
min asteesta kéytetddn symbolista merkintdd deg(0) = —oo.

Mairitelmé 6. Polynomi g on jaollinen polynomilla p, tai p jakaa q:n tai p on q:n tekijd,
merkitéiin p | g, mikéli ¢ = pr jollekin polynomille r.

Esimerkki 25. x* =1 = (x+ 1)(x— 1), joten x* — 1 on jaollinen polynomeilla x — 1 ja x + 1. Toisaalta
X¥-1= 2(x+ 1)%(x —1), joten -1 on jaollinen myds polynomeilla 2(x + 1) ja %(x -1).

Itse asiassa, jos g on jaollinen polynomilla p, siis g = pr, ja ¢ # 0 on vakio, voidaan kirjoittaa
myos g =cp- c_lr, joten g on jaollinen myo6s polynomilla ¢p. Sama idea ei toimi, jos ¢ on polynomi,
jonka aste on suurempi kuin 0, silld télloin ¢ eiole polynomi.

Kuten edellisestd esimerkistd huomataan, polynomien jaollisuusksitteissd p ja cp, missd ¢ on
nollasta poikkeava vakio, ovat samankaltaisessa asemassa.

Esimerkki 26. Koska deg(p(x)q(x)) = deg(p(x)) + deg(q(x)), on ensimmiisen asteen polynomin
ax + b tekijoistd toinen vilttamattd vakio. Titen siis ensimmaéisen asteen polynomin ainoa vakiosta
poikkeava tekijd on polynomi itse.

Miidiritelmé 7. Polynomien p ja g suurin yhteinen tekijd syt(p,q) on polynomi d, joka toteut-
taa ehdot

1.d | pjad| q (d jakaa sekd p:n ettd g:n).
2.Josd | pjad' | g, niind' |d.

Jos polynomi d toteuttaa ylldolevat ehdot, niin tdlloin myods mikd hyvinsid d:std nollasta poik-
keavalla vakiolla kertomalla saatava polynomi toteuttaa myds ne, joten polynomeille syt(p, q) €i ole
yksikésitteisesti médritty. Voidaan kuitenkin todistaa, ettd R[x]:n ja C[x]:n polynomeille syt(p,q)
madrdytyy vakiotekijdd vaille yksikisitteisesti, siis jos d ja d, molemmat toteuttavat syt:n miéritel-
min ehdot, niin d; ja d, saadaan toisistaan nollasta poikkeavalla vakiolla kertomalla.

Esimerkki 27. syt(x—1,x+ 1) = 1, koska esimerkin 26 mukaan x — 1 ja x + 1 eivit voi jakaa toisiaan.
Edellisten esimerkkien valossa voidaan toisaalta yhti hyvin kirjoittaa syt(x—1,x+1) = ¢, missdic #0
on miki hyvinsi nollasta poikkeava vakio, mutta tapana on kéyttds merkintidd syt(x— 1,x+1) = 1.

Polynomien suurimman yhteisen tekijdn 10ytdmiseksi voidaan kdyttdd samanlaista menettelyi
kuin kokonaislukujen tapauksessa. Prosessi tunnetaan nimelld Eukleideen algoritmi ja on varhaisin
tunnettu algoritminen menetelma.

25
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Eukleideen algorithmi polynomien syt:n loytimiseksi

Sydte: Polynomit p ja q
Tuloste: syt(p,q)

1. Jos deg(p) < deg(q), vaihdetaan merkint6jd p < ¢, minkd jilkeen deg(p) = deg(q).

2. Jos g = 0, annetaan vastaus syt(p,q) = p ja pditetddn prosessi. Jos deg(q) = 0, annetaan
vastaus syt(p,q) = 1 ja piitetiifin prosessi.

3. Jos deg(q) = 1, suoritetaan jakolasku p = aq + r (a on osamiiri ja r jakojiinnos, deg(r) <
deg(q)). Téllsin syt(p,q) = syt(q,r), ja jilkimméiinen syt mééritetiin titd samaa menetel-
maa kayttden.

Esimerkki 28. Lasketaan syt(x’ — 1,x* — 1). Ensimméinen jakolasku antaa

-1 =)c(x2—l)+x—17

siis osamaird on x ja jakojadnnas x — 1. Talloin syt(x’ — 1,x* = 1) = syt(x> — 1,x — 1), minki selvit-
tdmiseksi suoritetaan uusi jakolasku:

Fol=(x+1)(x-1),

missid osamédrd on x + 1 ja jakojdinnds 0. Talloin syt()c2 —1,x—1) = syt(x—1,0), ja vastaus x — 1
saadaan suoraan menetelmén toisesta vaiheesta.

Esimerkki 29. Lasketaan syt()c3 - l,x3 + 1). Ensimméinen jakolasku antaa

O-l=1-(+1)-2,

missi siis 1 on osamiird ja —2 jakojadnnés. Tallgin siis syt(x’ — 1,x” +1) = syt(x” +1,2) = 1.

Miiéritelmi 8. Polynomi p on jaoton, jos se ei ole vakiopolynomi ja silld ei ole muita tekijoita
kuin p ja 1 (vakiokerroin # 0 huomioituna). Muulloin p on jaollinen.

Esimerkki 30. Polynomi x — 1 on jaoton, koska esimerkin 26 mukaan sen kaikki tekijit ovat muotoa
¢(x—1), missé ¢ # 0 tai vakioita. Polynomi x> —1¢eiole jaoton, koska silld on tekija x — 1, joka ei
ole vakio, ja josta alkuperdistd polynomia ei saada vakiolla kertomalla.

Polynomin jaollisuus voi kuitenkin riippua siitd, missi joukossa tekijoiden halutaan olevan. On
mahdollista, ettd sama polynomi on jaoton joukossa R[x], mutta jaollinen joukossa C[x].

Esimerkki 31. Tarkastellaan, onko X+ jaollinen joukossa R[x]. Jos niin olisi, pitdisi silld olla
ensimméisen asteen tekijid x + a € R[x] (johtava kerroin voidaan olettaa ykkoseksi). Talloin pitdisi
olla my®s toinen tekiji x + b € R[x], joille pitee

FHl= (x+a)(x+b) =xz+(a+b)x+ab7

siis a+ b = 0 ja ab = 1. Edellisestd yhtdlostd saadaan b = —a ja sijoittamalla tami jalkimmaéiseen
a2 = —1, mika ei toteudu millekéin reaaliluvulle a, mutta toteutuu kompleksiluvulla a = i. Polynomi
x” + 1 on siis jaoton joukossa R[x], mutta jaollinen joukossa C[x]: FHl= (x—1)(x+1i).

Itse asiassa polynomin x~ + 1 jaottomuus yli reaalilukujen juontaa juurensa yleisemmaésti pe-
riaatteesta, jonka mukaan polynomin ensimmdiisen asteen tekijit ja nollakohdat vastaavat toisiaan
taydellisesti. Timin ilmaisee kompleksilukujen yhteydessa esitetty lause:
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Jos p(a) = 0, niin p(x) on jaollinen polynomilla x — a.

Edellisen lauseen mukaan siis polynomin p hajottaminen ensimmaéisen asteen tekijoihin on yhti
hankala tehtdvi kuin p:n nollakohtien 16ytdminen. Nollakohtia ei aina voida 16ytdd algebrallisesti,
vaikka nollakohtien olemassaolo voidaan taata Algebran peruslauseen mukaan.

Polynomille p(z) saadaan lopulta esitys

p(z) =(z=z1)... (2= 2)pal2),
missi p,(z) = ¢ on vakio ja siis
p(z) =clz=z1)...(z—z) (3.1

Esitys (3.1) ratkaisee tdydellisesti kysymyksen siitd, mitkd ovat kompleksikertoimisen polynomin
jaottomat tekijat:

lisiksi pitee syt(z —zx,z—2;) = 1, jos zx # 77 ja syt(z — zx,2 — 2x) = 2 — %

Tdmai ei pidd paikkansa reaaliluvuille, kuten néhtiin esimerkissi 31: polynomi x*+1on jaoton jou-
kossa R[x]. Joukon C[x] polynomien jaollisuudesta voidaan kuitenkin johtaa my®s tuloksia reaali-
kertoimisten polynomien jaollisuuteen.

Lause 11. Jos polynomilla p € R[x] on nollakohta w € C, niin myds kompleksikonjugaatti w
on polynomin p nollakohta.

Todistus. Merkitiin p(x) = c,x" + c,1X" +...+c1x+ ¢y, missi ¢; € R. Tilloin suoraan sijoitta-
j— — —n—1 — . . . .
malla saadaan p(W) = ¢,W" +c,_|W  +...+c W+ ¢y. Koska jokainen kerroin c; on reaalinen, on

C; = ¢;, misté seuraa, ettid p(w) = p(w) = 0.

Edellisen lauseen mukaan reaalikertoimisen polynomin kompleksiset nollakohdat esiintyvit pa-
reittain: Jos w on nollakohta (mitid kutsutaan myo0s juureksi), niin myos w:n kompleksikonjugaatti
w on. Tarkastellaan siis minkilainen on reaalikertoimisen polynomin p(x) algebran peruslauseesta
seuraava hajotelma:

p(x) =c(x—x1)... (x=xe) (x—wi)(x=wr) ... (x=w; ) (x = wy), (3.2)

missi xp, ... x; ovat polynomin p reaaliset juuret ja wy, wy, ..., w;, w; sen kompleksiset juuret.
Tarkasteltaessa paria (x —w;), (x —w;) huomataan, etti polynomilla

(e=wi)(x =) = &" = (w; + W)+ wiw;

on reaaliset kertoimet. Tdma ndhddin siitd, ettd w; + w; = w; + w; ja w;w; = w;w;. Télloin siis merkit-
semdlld u; = w; + w; ja v; = w;w; saadaan

(c—wi)(x=7) = x° +ux + v,

jolloin my®s polynomille p saadaan reaalikertoiminen hajotelma kertomalla kukin tekiji x — w; kon-
jugaattitekijansd x — w; kanssa:

p(x) = c()c—)cl)...()c—xk)()c2 +u1x+v1)...(x2 +ux+vy). (3.3)

On lisiksi huomattava, etti kukin tekija x° + ux + v; = (x — w;)(x — W;) on jaoton R[x]:ssi, silla
jaollisuudesta yli R:n seuraisi reaalinen nollakohta. Edelleen voidaan todeta, ettd esityksessd (3.3)
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syt(x—x;,x—x;) =1,jos x; # x; ja syt(x2+uix+vi,x2+ujx+vj) = syt((x—w;) (x=w;), (x=w;)(x—
w;)) = 1, jos w; # w;. Yhteenvetona voidaan siis mainita:

Jokainen reaalikertoiminen polynomi jakautuu korkeintaan astetta kaksi oleviin jaottomiin te-
kijoihin R[x]:ssé.

3.1 Menetelmii tekijoihinjakoon

Edelli esitetyn lauseen perusteella polynomin p ensimmadisen asteen tekijd voidaan 16ytdd polyno-
min p nollakohdan avulla.

..... —3+/5
2

, joten

—3+w/§)(x_ —3—\/3)

x2+3x+1=(x— 5 5

Yli neljdnnen asteen polynomeille ei kuitenkaan ole vilttdmaéttd olemassa algebrallista ratkaisua, siis
sellaista, jossa nollakohta voitaisiin esittdd polynomin kertoimista saatavana lausekkeena yhteen-,
kerto-, vihennys- ja jakolaskun seké juurenoton avulla. Toisaalta taas rationaalisia nollakohtia voi-
daan etsid kokeilemalla seuraavaan lauseeseen perustuen:

Lause 12. Olkoon |
p(x) =" +cpo1x’  H...+cix+c

kokonaislukukertoiminen polynomi. Jos p(x):lli on rationaalinen juuri r = g, missd

syt(p,q) = 1, niin silloin osoittaja p jakaa vakiokertoimen c ja nimittdjé q korkeimman asteen
kertoimen c,,.

Todistus. Koska r = s on nollakohta, on
P\n P yn-1 p
=c,(=)" +¢,-1(= +.. . 4=+
0 Cn(q) Cn l(q) c1g * <o,
ja kertomalla yhtilo puolittain luvulla ¢" saadaan
O=cnpn+c,,_1pn_lq+...+c1pqn_1+c0qn7 (3.4)

ja coq" toiselle puolelle siirtimilli saadaan

n n n—1 n—1
—Ccogd =Cyp +Cn—1p q+...+C1pq .

Tisti nahdisin, ettid p jakaa luvun coq”. Koska syt(p,q) = 1, ei p voi jakaa lukua ¢", siis p jakaa luvun
co. Siirtamilld yhtilossi (3.4) ¢,p" toiselle puolelle nihdiin samalla tavalla, etti ¢ jakaa luvun c,.

Esimerkki 33. Olkoon p(x) = 6x° — 37x° + 72x — 45. Jos p(x):ld on rationaalijuuri r = Z, on

g € {£1,%2,+3,+6} (luvun 6 tekijit) ja p € {£1,+3,%5,+9, +15,+45} (luvun 45 tekijit). Ko-
keilemalla eri vaihtoehtoja havaitaan, ettd esim p(3) = 0, jolloin siis x — 3 jakaa polynomin p(x).
Jakolaskulla saadaan p(x) = (x —3)(6x> — 19x + 15). Edelleen polynomin p;(x) = 6x* — 19x + 15
mahdollisen rationaalijuuren osoittaja jakaa luvun 15 ja nimittdjd luvun 6. Kokeilemalla saadaan
tdlle nollakohdaksi x = % jolloin siis p;(x) on jaollinen polynomilla x — % Jakolaskulla saadaan
pi(x) = (x— %)(6x —10) =6(x-— %)(x - g) jolloin alkuperiiselle polynomille p(x) saadaan teki-
joihinjako
3 5
p(x) =6(x=3)(x=3)(x=3).
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Esimerkki 34. My0s erilaisia ryhmittelyjd on toisinaan mahdollista kéyttds tekijoiden 16ytdmiseen:

x4—2x3—2x2+5x—2

4 3 2

x —2X —2x" +4x+x-2
(x=2)=2x(x=2) +x=2
(X = 2x+1)(x=2)

ja edelleen
P2l = Pt —x—x+1
= (=1 +x(x=1)=(x=1)
= (P +x-1)(x-1),
mutta sopivia ryhmittelyjd on yleensd hankala 16ytia.
Esimerkki 35.
= P rx —xt
= )cz()c2 —x+1) +)c()c2 —x+1) +x—x+1
= (P D) —x+1).
Esimerkki 36. Joitakin tekijoihinjakoja on myos valmiiksi taulukoituna (esim. MAOL).

o1z =P = -DE+1) = (=D +x+ D+ 1D —x+1).

polynomeilla txtl ja x> —x+ 1 ei ole reaalisia nollakohtia, joten ne ovat jaottomia R[x]:ss4.

Joukossa C[x] ne sen sijaan jakautuvat tekijoihin: polynomilla x> +x + 1 on nollakohdat %ﬁ,

joten
—1+iV/3 -1-iV/3
P} )(x_ 2 )

CHx+l= (x—

ja samalla tavalla

X —x+l= (x— 1+2i\/§)(x— 1—21'\/5).

3.2 Yleinen osamurtohajotelma
Osamurtohajotelmia etsittdessd oletetaan ensiksi, ettd rationaalilausekkeessa ;% nimittdjd on kor-

keampaa astetta kuin osoittaja, siis deg(p) < deg(qg). Jos timi ei toteudu, on ensiksi suoritettava
jakolasku:

p('x) — a(x) + pl(x)
q(x) q(x)
jossa a(x) on osaméiird ja pi(x) jakojdinnds, jonka aste on pienempi kuin jakajan aste. Tdmén

p1(x)
q(x)

)

jélkeen etsitddn osamurtohajotelma rationaalilausekkeelle
strategiaa, jotka esitelldédn seuraavissa lauseissa.

. Tédhin puolestaan sovelletaan kahta

Lause 13 (Nimittiijin tekijoilli syt 1). Olkoon f(x) = fq% kahden polynomin osamidrd,
deg(p) < deg(q) ja
q(x) = q1(x) - q2(x),

sellainen nimittdjéin hajotelma, etti syt(qy(x),q2(x)) = 1. Silloin on olemassa sellaiset (yksi-
kéisitteiset) polynomit pi(x) ja p>(x), eftii



30 3 Polynomien jaollisuus

(3.5)

ja deg(p;) < deg(g;).

Edellisen lauseen polynomit p; (x) ja p, (x) pitdd yleensi etsid midradméittomien kertoimien avul-
la.

Esimerkki 37. . 5 )
x +x +1=("+x+1)(x" —x+1),
ja helposti todetaan, ettd syt(x2 +x+ l,x2 —x+1) = 1. Tilldin

1 _ A1+le+A2+Bzx

A2+l PHx+l Z=x+1]

mistd kertoimet Ay, By, A, ja B, saadaan seuraavasti: Aluksi lavennetaan oikean puolen termit sa-
mannimisiksi ja lasketaan yhteen, jolloin saadaan
1
e+
A +Ay+(=A; +B+ A+ By)x+ (A - B + A +Bz)x2 + (B +Bz)x3
- (C+x+ D)2 -x+1) ‘

Kertoimet Ay, By, A, ja B, saadaan siis ratkaisemalla yhtidloryhma

AL +A, =1
_Al +Bl +A2 +32 =0
A1 _Bl +A2 +32 =0"

B, +B, =0
Ryhméin augmentoitu kerroinmatriisi
1 0101
-1 1110
1-1110
0 1010

Saadaan Gaussin-Jordanin eliminointimenetelméilld muotoon

1000
0100
0010
0001 -

D= [ =0 | = [ —

joten Ay =A; =B = %ja B, = —% ja tulokseksi saadaan

1 _ %(1+x) .\ %(l—x)
Al +1l P+x+l P—x+1

Esimerkki 38. Esimerkin 29 mukaan syt(x’ — 1,x” + 1) = 1, joten rationaalifunktio f(x) = ﬁ voi-
daan hajottaa osamurtoihin
1 pix) . p2(x)
6 -3 3 ’
-1 x-1 x+1
missd polynomien p; ja p, asteet ovat korkeintaan 2. Polynomit p; ja p, saadaan méadrddmattomien
kertoimien menetelmélld kuten edellisessékin esimerkissi ja hajotelma on
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On huomattava, ettd lauseessa (13) ei oleteta nimittijin tekijdiden g (x), ..., gx(x) olevan jaotto-
mia, ainoastaan, etti niilld ei ole yhteisid tekijoitd. Esimerkin 38 tilanne onkin juuri tdllainen: -1
on jaollinen x — 1:114 ja 41 jaollinen x + 1:114. Niinpa esimerkin 38 osamurtohajotelmaa on mah-
dollista jatkaa edelleen.

Jos nimittédjédssa esiintyy jaottoman polynomin potenssi, ei nimitt4jdé voida jakaa tekijohin, joiden
syt on 1. Télloin voidaan turvautua seuraavaan lauseeseen.

Lause 14 (Nimittiijin tekijoill:i syt >1). Olkoon deg(r) < deg(q"). Tillsin on olemassa po-
lynomit ry, ..., ry, joille pétee deg(r;) < deg(q) ja

r(x) _n(x)  nk) N ra(x)
g(x)"  qlx)  g(x)*>

2
Esimerkki 39. Etsitdin lausekkeelle —=-=3x+7_
(x=1)(x=2)

voidaan aluksi lauseen 13 perusteella 10ytdd muotoa

osamurtohajotelma. Koska syt(x — 1, (x—2)?) = 1,

3% —8x+7 =p1(x) pa(x)
(x—=1)(x=-2)> x—1 (x-2)?

oleva hajotelma, missi deg(p;) < 1 ja deg(p,) < 2. Merkitiin siis p;(x) = A ja po(x) = B+Cx, ja
madritddn luvut A =2, B =1ja C = 1, jolloin

3 —8x+7 2 1+x
= + . 3.6
(x=1)(x=2)> x—-1 (x-2)? (3-6)

Hajotelmaa (3.6) voidaan vield lauseen 14 perusteella jatkaa:

1+x D E

(-2 x=2" (x-2)”

mistd saadaan D = 1, E = 3 ja siis

1+x 1 3
(x-2)2 x=2 " (x-2)*

Hajotelmaa
36" —8x+7 2 1 3

(= 1)(x—27 x-1 x=2" (z_2)

ei endd voida jatka, mutta tdma olisi voitu 10ytdd suoraankin kayttimalld madrddmattomia kertoimia.

Esimerkki 40. Jos nimittdjan ensimmaéisen asteen tekijit ovat yksinkertaiset, ei valttimitta tarvitse
turvautua madraamattomien kertoimien keinoon. Esimerkiksi hajotelman

1 A B C

Aa-D@+1) X Tx=1 7 x+1 3.7)

kertoimet saadaan seuraavasti: kerrotaan yhtalo (3.7) x:114, jolloin saadaan

1 A+ Bx + Cx
(x=1)(x+1) = x—-1 x+1

ja sijoittamalla x = 0 ndhdédin, ettd A = —1. Kertomalla yhtilo (3.7) x — 1:114 puolestaan saadaan

1 =A(x—1)+B+C(x—1)

x(x+1) x x+1 7’

ja sijoittamalla x = 1 ndhdéin, ettd B = % Yhtélon (3.7) kertominen x + 1:114 taas antaa
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jén toisen asteen tekijoihin, jolloin etuna on liséksi se, etti ei tarvitse kdyttdd kompleksilukuhajotel-
mia, vaan voidaan pysyé reaalilukujen joukossa.
Esimerkki 41. Polynomille g(x) = x® + x* —=x* = 1 voidaan I6ytii seuraava hajotelma:

Lot -1=E D) -+ ) = (=D +)

=W -DEE+ DR +1) = (o= 1) (x+ 1) (7 + 1)

Tekija X+ 1, joka esiintyy kaksi kertaa, ei endéd jakaudu tekijoihin reaalilukujen joukossa, koska
silld ei ole reaalista nollakohtaa. Nyt syt()c2 - 1,)c2 +1) = 1, joten voidaan 16ytéd osamurtohajotelma

1 _A+Bx C+Drx+EX +Fx
(=-1)2+1)> x*-1 (x> +1)2 ’

josta kertoimet ratkaisemalla saadaan

1 111 3+x 38)
(-1 +1)2 4x2-1 4(2+1)> '
Jalkimmaéinen termi voidaan edelleen kehittdd muotoon
K43 _A+Bxr  C+Dx
(P+1)2 x2+1 (2+1)%
misté kertoimet ratkaisemalla saadaan
P43 12
(P+1)?2 F2+1 (P+1)%
siis saadaan
1 1 1 1 1 1 2
= 3.9)

=12 +1)2 4x2-1 4241 4(2+1)2

(x=1)(x+1), on (3.9) jo kiéiyttokelpoinen vasemman puolen médridméttomin integraalin 16ytami-
seksi: Oikean puolen termien antiderivaatat on esitetty mm. matematiikan kaavakokoelmassa koh-
dissa (28) ja (29).

Huomautus 4. Kehitelmi
X431 2
(FP+1)2 2+1 (2 +1)?

voidaan 10ytdd myos kiyttamattd madraamattomid kertoimia. Miten?

Matlab-ohjelmistossa polynomit esitetdéin jonona kertoimia muuttujan suurimmasta potens-
sista alaspdin. Esimerkiksi polynomit p(x) = x +2x—1jag(x) = x* — 1 syotetidn muodossa

>> p:[ll 0121_1]

>> g=[1,0,-1]

Polynomin arvo jossakin pisteessi lasketaan komennolla polyval. Esimerkiksi g(2) = i

1 = 3 lasketaan seuraavasti:
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>> polyval (g, 2)

ans =

>>
Polynomien tulo lasketaan komennolla conv:

>> conv (p,d)

ans =

>>

Vastaus tulkitaan polynomiksi X +x° —x* —2x+ 1. Nollakohtien etsiminen puolestaan tapah-
tuu seuraavasti:

>> roots (p)
ans =

-0.2267 + 1.46771
-0.2267 - 1.46771
0.4534

>>

Matlabissa on symbolisen matematiikan tyokalut myos tekijoihinjakoa varten. T#lloin tulee
luoda syms-komennolla tarvittavat muuttujasymbolit. Esimerkiksi

>> syms X
>> factor (x"6-1)
ans =

(x—=1) * (x+1) * (X" 24+x+1) * (x"2-x+1)

>>
Pelkki polynomien jakolasku taas saadaan aikaan komennolla deconv. Jos esimerkiksi on
jaettava polynomi p(x) = X +2x—1 polynomilla g(x) = x* — 1 toimitaan seuraavasti:

>> [a,r]=deconv (p,q)

a =
1 0
r =
0 0 3 =1
>>

Vastaus tulkitaan siten ettd osamédrd on x ja jakojadnnos 3x — 1.
Matlabissa on myos tyokalu osamurtojen 10ytamiseksi:

>> [r,p,k]l=residue (p, q)

33
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