Insinoorimatematiikka: Diskreetti matematiikka

Demonstraatio 2, 27.2.2025
Ali kiiytd tehtivissd tekoilyid, vaan omaasi.

1. Olkoon S kommutatiivinen, supistuva monoidi. Osoita, ettd joukossa S x S
mééritelty relaatio (a,b) ~ (c,d) < ad = be on ekvivalenssirelaatio.

2. Kéytetddn edellisen tehtévian ekvivalenssiluokista merkintad [(a,b)], ja madri-
tellddn algebrallinen rakenne G, jossa alkioina ovat ekvivalenssiluokat [(a, b)] ja
operaationa [(a, b)]*[(c, d)] = [(ac, bd)]. Onko funktio f : S — G, f(a) = [(a,1)]
injektio?

3. Selvitd mika ekvivalenssiluokka on edellisessd tehtédvissa neutraalialkio operaa-
tion * suhteen. Onko jokaisella ekvivalenssiluokalla kddnteisalkio operaation x
suhteen? Miten tdmé ja edelliset tehtévat liittyvat puoliryhmén (NU{0}, +,0)
laajentamiseksi ryhméksi (Z, +,0) tai puoliryhmén (Z\ {0}, -, 1) laajentamise-
seksi ryhmaksi (Q \ {0},-,1) ?

4. Kéytetdan merkintid Zo lukuteoreettisen kongruenssin =5 ekvivalenssiluokista.
Mieti aluksi montako n&itd on. Laadi joukon Zs yhteen- ja kertolaskutaulu ja
etsi jokin toisen asteen polynomi, jonka kertoimet ovat joukossa Zo, jolla ei
ole nollakohtia. Ohje: Polynomin kertoimet voivat olla vain 0 tai 1 (voidaan
merkitd my6s lyhyemmin 0 ja 1). My6s polynomin muuttuja voi saada vain
ndmé kaksi eri arvoa.

5. Kéytetddn merkintida Zs lukuteoreettisen kongruenssin =5 ekvivalenssiluokista.
Laadi tdmén joukon kertotaulu.

6. Liitetddn reaalilukujen joukkoon alkio —oo ja sovitaan, ettd —oo < x ja ettd
—00 + & = —oo aina, kun x € R. Mééaritellddn uudeksi yhteenlaskuksi = &
y = max{x,y} ja uudeksi kertolaskuksi x ® y = x + y. Tuleeko joukosta R U
{—o0} uuden laskutoimituksen suhteen ® suhteen Abelin ryhm&? Enté uuden
laskutoimituksen @ suhteen monoidi? Toteutuuko 2@ (y P z2) =z Ry P 2z
aina?

7. Merkinti Z?*? tarkoittaa kaikkien kokonaislukualkioisten 2 x 2-matriisien jouk-
koa. Onko tdmé joukko supistuva monoidi jos operaationa on matriisiyhteen-
lasku? Entd jos operaationa on matriisikertolasku? Voit olettaa tunnetuik-
si tavalliset matriisien laskusd@nnét esim. (A + B) +C = A+ (B + C) ja
A(BC) = (AB)C. Mikéli vastaus on kielteinen, esité vastaesimerkki.

8. Laadi symmetriselle ryhmille S3 kertotaulu. Ohje: merkitse ryhmén alkioita
syklimerkinnailld (1), (12), (13), (23), (123), (132).

9. Mitkd edellisen tehtévin ryhmin alkiot riittévit generoimaan koko ryhmin?
Loytyyko ryhméstd Ss jokin epétriviaali (muu kuin S3 ja {(1)}) aliryhm4, siis
ryhm#operaation suhteen suljettu joukko?



