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erittdin voimakkaasti 1900-luvun puolivilin jalkeen.






Luku 1
Relaatiot ja funktiot

Ennen perehtymistd tdimédn luvun aihepiiriin on syytd kerrata kurssilta Insindorimatematikka 1
joukko-opin peruskisitteet ja merkinnét, kuten joukkoon kuulumisrelaatio €, sisdltyminen C ja jouk-
kojen esitystavat.

Johdatuksena funktiokésitteeseen voidaan tarkastella seuraavia esimerkkejd. Polynomilausek-
keet, kuten x* + 3x + 2 mirittelevit funktion, jossa x kuvautuu luvuksi f(x) = x> 4 3x + 2. Tamén-
kaltainen funktiokésite on kuitenkin liian suppea, esimerkiksi funktiota f(x) = |x| ei voida mééritelld
polynomilausekkeena. Vieldkin erikoisempi funktio saadaan médrittelemilld

[ 1josxeQ,
f(x)_{OjosxgéQ

eiki ole mitenkddn selvidd voidaanko tdllainen funktio miéritelld milldan lausekkeella joka koostuu
kurssilla Differentiaali- ja integraalilaskenta esitetyistd alkeisfunktioista. Tdssd luvussa perehdytidin
kaikkein yleisimpéédn funktion médritelméén.

1.1 Karteesinen tulo

1600-luvun alkupuolella René Descartes kehitti idean, joka mullisti matematiikan ja sittemmin myos
fysiikan ja muiden luonnontieteiden kehityksen. Descartesin idea edelsi ajallisesti Newtonin ja Leib-
nizin differentiaalilaskentaa eiki ole tdysin perusteetonta sanoa ettd se oli oikeastaan valttiméaton
tyokalu differentiaalilaskennan kehittamiseksi.

Nykyajan koululaiset tuntevat Descartesin keksinnon xy-koordinaatistona, jossa yhtd tason pis-
tettd edustaa reaalilukupari. Descartesin xy-koordinaatisto onkin tunnetuin esimerkki karteesisesta
tulosta. Antiikin ajan matematiikan nakokulmasta ideaa voidaan luonnehtia vallankumoukselliseksi,
silld tason pisteiden esittdminen lukuparina mahdollistaa tason objektien kuten esimerkiksi suorien,
ellipsien ja paraabelien esittimisen algebrallisena yhteytend x- ja y-koordinaattien vililld. Toisaal-
ta taas algebrallinen yhteys x ja y-koordinaattien vililld ilmenee aina jonkinlaisena tason objektina.
Esimerkiksi ensimméisen asteen polynomiyhtdlo ax 4 by = c esittdi suoraa (ellei a = b = 0), kun
taas toisen asteen polynomiyhtilo voi esittdd vaikkapa ympyrid, paraabelia tai hyperbelié.

Descartes kykeni siis yhdistimiin geometrian ja algebran tavalla, johon antiikin matemaatikkojen
saavutukset eivit yltidneet. Sittemmin on nihty ettd Descartesin idea kantaa paljon kauemmaksi kuin
tasogeometrian objektien kuvailuihin.

Descartesin tasoesityksessd on kaksi reaaliakselia asetettuna kohtisuoraan toisiaan vastaan. Tél-
laisesta tasosta kiytetdin merkintdd R? ja sitd havainnollistaa kuva 1.1. Kuvassa 1.2 puolestaan on
esimerkki tasokdyristd (origokeskinen yksikk6ympyrd), joka voidaan ilmaista koordinaattien vili-
seni algebrallisena yhtiloni x? 4 y> = 1.



Taustatietoa

.

1 Relaatiot ja funktiot

René Descartes (latin. Renatus Cartesius, 1596—1650) oli ranskalai-
nen matemaatikko ja filosofi, jota pidetdin nykyaikaisen filosofian
perustajana. Descartes kehitti analyyttisen geometrian esittamélla ta-
son pisteet reaalilukupareina. Analyyttisen geometrian perustaminen
oli oleellinen edistysaskel integraali- ja differentiaalilaskentaa kohti.
Descartes tutki myos mm. optiikkaa ja kehitti nykyisin kéytossa
olevan potenssimerkinnin.

(kuva: Wikimedia Commons)

Tasoon R? piirretyt kiyrit toimivat itse asiassa lihtokohtana funktion kisitteen tasmilliselle ma-
rittelylle, mutta osoittautuu tarkoituksenmukaisemmaksi késitelld hieman yleisempid akseleita kuin
pelkéstdin kahta toisiaan vastaan asetettua reaaliakselia.
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Kuva 1.1 Karteesinen tulo R esitetiiin yleensi tason pisteistoni. Tavallisesti vaaka-akselia nimitetiin x-akseliksi ja
pystyakselia y-akseliksi. Kuvassa on edustettuna vain joitakin pisteiti, mutta R? sisiltid kaikki tason pisteet.

Selvitetddn siis mité tason pisteen esitys koordinaattien avulla tarkoittaa matemaattisesti ja samal-
la yleistetdin reaalitaso korvaamalla reaaliakselit akseleilla, joihin liitetddn mikd hyvénsi joukko.

Joukko-opissa kahden alkion joukko on jéirjestimiton, milld tarkoitetaan sitd, ettd esimerkiksi
{1,2} ja {2, 1} esittiivit samaa joukkoa. Toisinaan on kuitenkin tarpeen erotella toisistaan {1,2} ja
{2, 1} ja tdtd varten otetaan kdyttoon jérjestetyn parin késite. Jirjestetystd parista kiytetdin merkin-

tdd (a,b).
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Kuva 1.2 Yksikkoympyrin x*> +y?> = 1 graafinen esitys.

Miiéritelmi 1 (Jarjestettyjen parien yhtisuuruus).

(a1,b1) = (az2,b2) <= (a1 =a2) \ (b1 = b2)

Kuten joukon kisitteessi, ei myoskién jérjestetyn parin (a,b) kisitteessd ole vilttiméttd tarpeen
tietdd mité oliot a ja b ovat. Tdssd kurssissa kuitenkin jirjestetyn parin alkiot ovat useimmiten lukuja.

Huomautus 1. Joukko-opin avulla jirjestetty pari voidaan méiritelld tisméllisesti. esim. (a,b) =
{a,{a,b}}. Jérjestetyn parin mééritelmi voidaan laajentaa jirjestetyn kolmikon, nelikon, jne. maé-
ritelméaksi.

Mairitelmé 2. Joukkojen A ja B karteesinen tulo A X B on jdrjestettyjen parien joukko A X B =
{(a,b) | a € A,b € B}. Samoin joukkojen A, B ja C karteesinen tulo mééritelliéin jérjestettyjen
kolmikkojen joukkona A x B x C = {(a,b,c) |a € A,b € B,c € C}.

Esimerkki 1. OlkootA={1,2} jaB={1,2,3}.SilloinA x B={(1,1), (1,2), (1,3), (2, 1), (2,2),(2,3)}.
Toisaalta taas Bx A = {(1,1),(1,2), (2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}. Voidaan siis todeta, etti A X B ei aina
ole sama joukko kuin B x A.

Esimerkki 2. R x R = {(x,y) | x,y € R} on joukko, joka koostuu kaikista jérjestetyisti reaalilukupa-
reista (x,y). Joukon R x R, jota yleensi merkitiin symbolilla R?, graafinen tulkinta on kuvassa 1.1,
jossa on erityisesti korostettu pisteitd (2,1) ja (—2,2) seki akseleilla olevia pisteiti.

Usein tarvitaan sellaista karteesisen tulon erikoistapausta, jossa A = B = C. Télloin merkitdan
AxA=AjaAxAxA=A3 jne. Karteesisella tulolla R? on luonnollinen tulkinta tason pisteini
ja R3:11a kolmiulotteisen avaruuden pisteini. My®ds karteesiset tulot R*, R>, ... ovat kiyttokelpoisia
lukuisissa sovelluksissa, vaikka niiti ei voidakaan visualisoida samoin kuin joukkoja R? ja R3.
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1.2 Relaatio

Joukkojen A ja B karteesinen tulo A X B koostuu médritelmin mukaan kaikista sellaisista jirjeste-
tyistd pareista (a,b), joissa a € A ja b € B. Titen siis karteesinen tulo A x B ei itsessién sisélld mi-
tadn mielenkiintoista informaatiota, vaan esittdd koko AB-tasoksi kutsuttavaa joukkoa. Tilanne voi
kuitenkin muuttua oleellisesti, mikéli koko karteesisen tulon A x B sijasta tarkastellaan jotakin sen
osajoukkoa. Tdma ajatus on késitteen relaatio taustalla. Erityisesti ddrellisten joukkojen tapauksessa
on mahdollista samaistaa pikselikuva ja relaatio, jolloin relaatio on yksinkertaisesti kuvion muodos-
tavien pikselien luettelo (katso kuva 1.3)

A

Kuva 1.3 Tissd kuviossaA = {1,2,3,4,5} jaB={a,b,c,d, e} jakuvan esittimi relaatio R C A x B koostuu pikseleis-
ti {(1,a),(1,b),(2,b),(2,c),(2,d),(3,b),(3,d),(3,¢),(4,b),(4,c),(4,d),(5,a),(5,b) }. Vaaka-akselia voidaan kutsua
A-akseliksi ja pystyakselia B-akseliksi.

Miiritelmé 3. Relaatio joukosta A joukkoon B on karteesisen tulon A X B osajoukko. Mer-
kintd R : A — B tarkoittaa, ettd R on relaatio joukosta A joukkoon B. Joukkoa A kutsutaan
lahtojoukoksi ja B:td maalijoukoksi. Jos B = A, sanotaan, ettd R on joukon A binddrinen relaa-
tio.

Miiritelmé 4. Jos R on relaatio joukosta A joukkoon B ja (a,b) € R, sanotaan, ettid b on a:n
kuva ja ettd a on b:n alkukuva ja ettd a kuvautuu b:ksi relaatiossa R. Télloin kdytetddn myos

merkintoji R(a,b), a £ b, tai aRb.

Mairitelmi 5. Joukko {a € A | (3b € B)(a,b) € R} on relaation R mddrittelyjoukko.

Esimerkki 3. Jos R C A x B on relaatio joukosta A joukkoon B, niin (a,b) € R merkitdin monissa
tapauksissa tavallisemmin aRb. Esimerkiksi tavallinen < (pienempi kuin) on joukon N bindérinen
relaatio, mutta on tavanomaisempaa merkiti 2 < 3 kuin (2,3) €< tai < (2,3).

Esimerkki 4. Joukon A bindéristi relaatiota R = {(a,a) | a € A} kutsutaan joukon A identiteettirelaa-
tioksi tai diagonaalirelaatioksi.

Esimerkki 5. Olkoot A = {0,1,2,3,4} C Z ja B={-2,—1,0,1,2} C Z. Tllgin karteesinen tulo
A x B muodostuu kuvassa 1.4 esitetysti pisteistostd. Vaihtoehtoisesti, karteesinen tulo A x B voidaan
esittdad pikselimuodossa kuvan 1.5 mukaisesti

Tarkastellaan relaatiota
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Kuva 1.4 Esimerkin 5 karteesinen tulo A x B koostuu kuvassa esitetystd 5-5 = 25:std pisteestd. Vaaka-akselia voidaan
kutsua A-akseliksi ja pystyakselia B-akseliksi.

A

Kuva 1.5 Esimerkin 5 karteesinen tulo A x B pikselimuodossa esitettynd. Koko tasoa esittdva kuva koostuu 5-5 =
25:std pikselistd. Vaaka-akselia voidaan kutsua A-akseliksi ja pystyakselia B-akseliksi.

R= {(070)7(17 1), (1a_1)7(472)7(47_2)}7

joka siis on karteesisen tulon A x B osajoukko. Relaatiota R edustaa kuvan 1.6 pisteisto ja samaa
asiaa esittdd kuvan 1.7 pikselimuoto.

Relaatio R voidaan kirjoittaa muodossa R = {(a,b) | a € A,b € B,b* = a}. Relaatio R: A — B
edustaa siis erdinlaista nelidjuurta joukossa A . Joukon A alkioon 0 liittyy joukon B alkio 0, mikad
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A B
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Kuva 1.6 Esimerkin 5 relaatio R AB-tasossa
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Kuva 1.7 Esimerkin 5 relaatio R pikselimuodossa esitettyna.

ilmaistaan siten, etté pari (0,0) on joukossa (relaatiossa) R. Lisiksi A:n alkioon 1 liittyvit joukon B
alkiot —1 ja 1, miki nikyy siten, ettd parit (1,1) ja (1, —1) ovat relaatiossa R ja lopulta A:n alkioon 4
liittyvit joukon B alkiot —2 ja 2, ja tdimi ilmaistaan siten, ettd parit (4,2) ja (4,—2) ovat relaatiossa
R.

Toisaalta taas joukon A alkioihin 2 ja 3 ei liity mikdén joukon B alkio, mikd nikyy siten, ettd
relaatiossa S ei ole muotoa (2,b) tai (3,b) olevia pareja. Téten siis 2 ja 3 eivit kuulu timén relaation
mdirittelyjoukkoon (joka on {0,1,4}).
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Adrellisten joukkojen relaatiot voidaan esittis myos (nuoli)kaavioilla, joissa (a,b) € R esitetiin
nuolella a:sta b:hen (kuva 1.8). Jos A = B, voidaan nuolikaaviossa jittda toinen joukko pois ja piirtdd
nuolet yhden joukon sisille.

Kuva 1.8 Esimerkin 5 relaation nuolikaavioesitys.

Kuva 1.9 Relaation {(x,x*) | x € R} graafinen esitys.

1

Esimerkki 6. Origokeskisen yksikkdympyrin yhtild on x> 4 y? = 1. Toisin sanoen joukon R — R
relaatio C = {(x,y) | x,y € R,x* +y? = 1} koostuu niisti tason pisteistd, jotka ovat etiisyydelld 1
origosta. Relaation C graafinen esitys on kuvassa 1.2.

Esimerkki 7. Midritelldin relaatio L : R — R seuraavasti: L = {(x,x?) | x € R}. Relaation graafinen
esitys on kuvassa 1.9. Tdma relaatio on itse asiassa my0s funktio.

1.3 Relaatioiden yhdiste ja kidnteisrelaatio

Mairitelmé 6. Olkoot R C A x B ja S C B x C relaatioita. Niiden yhdiste on relaatio A — C

SoR={(a,c)| (3b€ B) ((a,b) eRA (b,c) €S)}.
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Miiiritelmi 7. Relaation R C A x B kddinteisrelaatio R~ C B x A médritellian R~ = {(b,a) |
(a,b) € RY}.

Huomautus 2. Relaatioiden R ja S yhdiste tunnetaan myos nimelld relaatioiden R ja S tulo. Médri-
telmén 6 tilanteessa relaatiotulo S o R on siis relaatio joukosta A joukkoon C ja midritelmén 7 tilan-
teessa R~! on relaatio joukosta B joukkoon A. Airellisten joukkojen tapauksessa yhdistetty relaatio
voidaan saada nuolikaaviota kéyttiden.

Esimerkki 8. Olkoot joukot A ja B seki relaatio R kuten esimerkissd 5 ja C = {0, 1,2,4}. Mééritellddn
relaatio S C B x C seuraavasti:

S={(-2,4),(-1,1),(0,0),(1,1),(2,4)}.

Tillsin SoR = {(0,0),(1,1),(4,4)}. Voidaan huomata, ettd relaatio S on itse asiassa valikoitujen
alkioiden nelioon korottaminen. Koska relaatio R toimii nelidjuuren kaltaisesti (tosin etumerkit sal-
lien), on tulos luonteva: So R on joukon {0, 1,4} identiteettirelaatio.

Kinteisrelaatio R~! on yksinkertaisesti midritelty vaihtamalla lihto- ja madrittelyjoukot seki
ehdolla (a,b) € R < (b,a) € R~', minkid mukaisesti ki#nteisrelaation kuvaajassa pysty- ja vaaka-
koordinaatit vaihdetaan keskendédn. Seuraavassa kuvassa on oikealla edustettuna piste relaatiossa R
ja vasemmalla vastaava piste kidnteisrelaatiossa R~ !. Siirtymi relaation kuvaajasta kiisinteisrelaation
kuvaajaan edustaa siis peilausta suoran a = b suhteen.

4

B A
e (a,b)
e (b,a)
A B
R R7!
I"-"II. .Illl."f
\ I,"ll
\ 2t 2t
\\ Ijr e
\"\\ 1l ff’f e - o™
\"\\ § // g g
3 iy Y e i 2 3 3 -2 =Y L 1 2 3
N .
i 5[ \\“\\ e
sy
R:{(x,xz) | x € R}, R! :{(xz,x) | x € R}

Muistutetaan tdssd yhteydessi ettd joukon A binéddrinen relaatio tarkoittaa relaatiota A — A. Tilloin
relaation nuolikaavio voidaan piirtdé ilman toista joukon A kopiota.
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Mairitelmé 8. Joukon A bindirinen relaatio R on ekvivalenssirelaatio, mikili R toteuttaa seu-
raavat ehdot:

1. (Va) aRa (refleksiivisyys),
2. (Ya)(V¥b) aRb = bRa (symmetria) ja
3. (Va)(Vb)(¥c) aRb A bRc = aRc (transitiivisuus).

Ekvivalenssirelaation tulkinta nuolikaaviossa on yksinkertainen: Refleksiivisyys merkitsee siti,
ettd jokaisesta alkiosta on nuoli itseensd, symmetria sitd, ettd nuolen a — b olemassaolosta seuraa
nuolen b — a olemassaolo, ja transitiivisuus sitd, ettd nuolien a — b ja b — c olemassaoloista seuraa
myds nuolen @ — ¢ olemassaolo.

Mairitelmé 9. Olkoon R ekvivalenssirelaatio joukossa A. Médritellddn alkion a € A ekviva-
lenssiluokka [a] C R seuraavasti:

la] = {x € A | xRa}

Mikili aRb, sanotaan, ettd a ja b ovat ekvivalentit (relaation R suhteen).

Huomautus 3. Méiritelmin mukaan [a] koostuu niistd joukon A alkioista, jotka ovat relaatiossa a:n
kanssa. Nuolikaaviossa timi merkitsee niitd joukon A alkioita, joista on nuoli a:n (ja pdinvastoin
symmetrian vuoksi). On helppo havaita, ettd jokainen ekvivalenssirelaatio R jakaa joukon A erilli-
siin ekvivalenssiluokkiin, jotka peittivit koko joukon A. Identiteettirelaatio {(a,a) | a € A} on aina
ekvivalenssirelaatio, jossa tosin ekvivalenssiluokat ovat vain yhden alkion suuruisia. Ekvivalenssi-
relaatio voidaan siis nihdi yhtdsuuruuskdsitteen yleistyksend.

Huomautus 4. Jos R on joukon A ekvivalenssirelaatio, on [a] = [b] < aRb.

Esimerkki 9. Tissd esimerkissi oletetaan, ettd joukossa No = {0,1,2,3,...} miidritellyt yhteen- ja
kertolaskuoperaatiot, vertailu b < a ja vihennyslasku a — b tapauksessa b < a ovat hyvin méairiteltya
ja tunnettuja. Tarkoitus on tdmén pohjalta rakentaa joukko Z, joka siséltdd negatiiviset luvut.

Konstruktio saadaan aikaan intuitiolla, jonka mukaan yhtd lukua kuvaakin lukupari (s,v), jossa
s edustaa sddstojen madrdd (hallussa oleva omaisuus) ja v velan miirad (pois maksettava summa).
Negatiiviset luvut rakennetaan tunnetuista objekteista kdyttdmaélla joukko-opin kisitteitd, mukaan-
lukien relaatiot.

Edelldmainitun intuition mukaan tilannetta (10, 5) jossa hallussa olevan omaisuuden arvo on 10 ja
velan arvo 5 voidaan pitidd samankaltaisena kuin tilannetta (20, 15). Kummassakin tilanteessa nimit-
tdin velkojen maksun jéilkeen paddytidn tilanteeseen (5,0). Molemmat néistd ovat vield taloustilan-
teena lohdullisempia (positiivisempia) kuin (3, 8) tai (9, 14), jotka velkojen maksun jilkeen johtavat
tilanteeseen (0,5), jossa velkojen miéréd on suurempi kuin hallussa oleva varallisuus.

Ylldmainitun perusteella on ilmeistd, ettd varallisuustilanteet (0,0), (1,1), (2,2), jne. kuvaavat
kaikki yhtd ja samaa: varallisuutta ja velkoja on yhté paljon, ja niitd lukupareja voitaisiinkin kutsua
nollan esityksiksi. Pareja (a,b), joissa a > b voidaan hyvilld syylld kutsua positiivisiksi ja sellaisia
pareja, joissa a < b voidaan kutsua negatiivisiksi. Talloin kuitenkin jokaisella taloustilanteella, olipa
se positiivinen, nolla tai negatiivinen on direttdéméin monta eri esitystd, mutta nimé voidaan ”liimata”
yhdeksi matemaattiseksi objektiksi kiyttamalld ekvivalenssirelaatioita.

Tamai tapahtuu seuraavasti: Médritellddn joukossa A = Ny x Ny relaatio ~ seuraavasti:

(a,b) ~ (¢c,d) = a+d=Db+c. (1.1)

Huomaa, ettd kun a, b, ¢ ja d € Ny, ei madritelméssi ole mitddn ongelmallista, vaan a+d ja b+ c ovat
olemassa kaikille a, b, ¢, d € Ny. Jos sen sijaan olisi médéritelmén oikea puoli kirjoitettu muotoon
a—b = ¢ —d, ensimméinen ongelma syntyisi jo siitd, ettd vihennyslaskua a — b ei ole joukossa Ny
madritelty, kun a < b.
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Seuraavaksi todetaan, ettd yhtdlollda (1.1) midritelty relaatio on todellakin ekvivalenssirelaatio.
Tamai tapahtuu toteamalla ekvivalenssirelaation ehdot yksi kerrallaan:

* Refleksiivisyys tarkoittaa sité, ettd mille hyvinsi (a,b) € A pitee (a,b) ~ (a,b). Viimeksi mai-
nittu puolestaan tarkoittaa, relaation ~ madritelmin perusteella sité, ettd a + b = b + a. Koska
yhteenlasku on joukossa Ny vaihdannainen, on tdmi tosi jokaiselle (a,b) € A ja siksi relaatio on
refleksiivinen.

* Symmetria puolestaan tarkoittaa sitd, ettéd (a,b) ~ (c,d) = (c,d) ~ (a,b). Tulkitsemalla symboli
~ eksplisiittisesti voidaan yllamainittu implikaatio kirjoittaa muotoon a+d =b+c=a+b =
d + a, miké on selvisti tosi aina kun a, b, c jad € Ny.

* Transitiivisuus on voimassa, jos (a,b) ~ (c,d) A (¢,d) ~ (e, f) = (a,b) ~ (e, f). Timi voidaan
nihdi oikeaksi seuraavasti: Jos premissit (a,b) ~ (c,d) ja (¢,d) ~ (e, f) ovat voimassa, on méi-
ritelmidn mukaan a+d =b+cjac+ f =d+e. Télldina+b+c+ f = a+c+d + e, mistid seuraa
a+ f = b+ e jopa ilman tietoa vihennyslaskusta. Niin ollen (a,b) ~ (e, f).

Ylla tarkastettujen ehtojen perusteella ~ on todellakin joukon A = Ny x Ny ekvivalenssirelaa-
tio. Méiritelldéin kokonaisluvuksi ekvivalenssiluokka [(a,b)] = {(c,d) | (¢,d) ~ (a,b)}, jolloin
“niputetaan” yhteen esim. (1,0), (2,1), (3,2) ... kaikki samaan luokkaan [(1,0)]. Sanotaan, et-
td luokka [(0,0)] = {(0,0),(1,1),(2,2),...} on ns. nollaluokka, ja etti esim. luokan [(0,1)] =
{(0,1),(1,2),(2,3)...} kaltainen edustaa negatiivisia lukuja.

Mairitelld luokkien yhteenlasku seuraavalla tavalla:

[(@,0)] +[(¢;d)] = [(a+c,b+d)]
ja luokkien kertolasku seuraavasti:
[(a,b)]-[(¢,d)] = [(ac +bd,ad + bc)].

(Mieti miksi kertolasku méiritelldan néin).

Niin médritellen pitdsi todeta, ettd luokkien yhteen- ja kertolasku on valitusta edustajasta riippu-
maton, sis jos [(,5)] = [(a1,b1)] ja [(c,d)] = [(c1,d1)]. on [(a,b)] + [(c,d)] = [(ar,b1)] + [(c1,d1)]
ja ettd vastaava yhtdsuuruus pitee myOs kertolaskulle. Tamén jidlkeen voidaan todeta, ettd jo-
kaisella luokalla [(a,b)] on olemassa vastaluokka [(b,a)], joiden yhteenlasku tuottaa nollaluokan
[(a+b,b+a))]. Lisiksi voidaan médritelld luokan [(a, b)] negatiivisuus ehdolla a < b, vaikka koko
ajan kisiteltdisiin pelkdstddn positiivisia kokonaislukuja.

Konstruktion lopuksi voidaan ottaa kiyttoon helpommat merkinnét: Se, mitd ennen merkittiin
luokalla [(a, b)], merkitiin uudessa jirjestelméssi seuraavien vaihtoehtojen mukaan:

0 josa=b
[(a,b)] — a—b josb<a
—(b—a) jos b > a.

Edelld kuvatun konstruktion etu on se, etté tunnetut lainalaisuudet kuten assosiatiivisuus (a +
b)+c=a+ (b+c) jadistributiivisuus a - (b+¢) = a-b+a- c on mahdollista ndyttii toteen uudelle,
ekvivalenssiluokkien paélle madritellylle jarjestelmaille kayttamalld pelkéstddn entisen jirjestelman
(Np) ominaisuuksia siten, ettd niitd sovelletaan pelkéstddn luokkien edustajiin:

([(a,0)] + [(c,d)]) +[(e, /)] = [(a,b)] + ([(b, )] +[(d; €)]).-

Samoin voidaan todeta, ettd luokkien kertolasku ja yhteenlasku toteuttaa vaihdannais- assosiatiivisus-
sekd distributiivilain.

Miiritelmé 10. Joukon A bindérinen relaatio R on osittainen jérjestys, mikali R toteuttaa seu-
raavat ehdot:

(Va) aRa (refleksiivisyys),

1.
2. (Va)(Vb) aRb A\ bRa = a = b (antisymmetria) ja
3. (Va)(Vb)(Vc) aRb N bRc = aRc (transitiivisuus).
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Esimerkki 10. Alla olevaan kuvioon on sijoitettu kaikki joukon {1,2,3} osajoukot, ja nuoli A — B
merkitsee sisdltymisrelaatiota A C B. Kaikkia nuolia ei ole piirretty ndkyviin (mitkd puuttuvat?),
mutta on helppo todeta, etti A C B on osittainen jirjestys (harjoitustehtivi).

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

X X

{1} (3}

Esimerkki 11. Tavallinen jérjestysrelaatio < joukoissa N, Z, Q ja R on osittainen jirjestys.

Miiritelmé 11. Olkoon A joko N tai Z. Jaollisuusrelaatio a | b (luetaan a jakaa b:n) méiritel-
ladn seuraavalla tavalla:
a|lbs (3c)(b=a-c).

Mikili a ei jaa b:t4, siis =(a | b), merkitddn my6s a 1 b.

Esimerkki 12. Joukossa N toteutuu 1 | 3, silld 3 = 1 - 3. Toisaalta 2 1 3, silld yhtdlo 3 = 2- ¢ ei toteudu
millekdédn ¢ € N.

Esimerkki 13. Joukossa Z toteutuu 2 | (—2), silli =2 =2-(—1) jamy6s —2 | 2, silli2 = (—1) - (—2).

Huomautus 5. Jaollisuusrelaatio on osittainen jérjestys joukossa N, mutta ei joukossa Z (Harjoitus-
tehtidva).

Esimerkki 14. Joukossa N on esimerkiksi 1]2,2[4,2|6,1|3,3|6, mutta2{3ja342.

Miiritelmé 12. Osittainen jirjestys < joukossa A on tdydellinen eli lineaarinen, mikili kai-
kille x, y € A on voimassa joko x < y tai y < x.

Esimerkki 15. Tavallinen jérjestysrelaatio < joukoissa N, Z, Q@ ja R on tdydellinen eli lineaarinen
jarjestys.

Esimerkki 16. Jaollisuusrelaatio | luonnollisten lukujen joukossa ei ole lineaarinen jirjestys, silld
esim 213 ja 312, siis 2 ja 3 ovat jaollisuuden suhteen vertailukelvottomia.

Miiritelmé 13. Joukossa A médritelty jarjestysrelaatio < on hyvinjdrjestys, mikili 1) < on li-
neaarinen jérjestys joukossa A ja 2) mikili jokaisessa A:n epétyhjasséd osajoukossa on olemassa
pienin alkio jédrjestyksen < suhteen.



16 1 Relaatiot ja funktiot

Esimerkki 17. Reaalilukujen joukossa tavallinen jérjestys < ei ole hyvinjirjestys, silld vaikka se on
lineaarinen, ei esimerkiksi joukossa (0, 1) ole pieninti alkiota.

Esimerkki 18. Luonnollisten lukujen joukossa tavallinen jdrjestys < on hyvinjarjestys, silld se on
lineaarinen ja jokaisessa epatyhjissa luonnollisten lukujen joukossa on pienin luku.

Mairitelmé 14. Valitaan jokin ykkostd suurempi luku n € N ja méiritelldan joukossa Z luku-
teoreettinen kongruenssirelaatio =, ehdolla

a=,bsn|(b—a).

Huomautus 6. Lukuteoria on matematiikan osa-alue, joka on perinteisesti keskittynyt kokonaisluku-
ja koskevien lainalaisuuksien tutkimukseen, mutta 1800-luvulta alkaen laajentunut kokonaislukuka-
sitteen yleistyksiin. Edelld esitelty merkinti ei ole kaikkein tavallisin lukuteoreettisen kongruens-
sin merkintitavaksi, vaan perinteisesti lukuteoreettisesta kongruenssista kidytetddn merkintdd a = b
(mod n) ja luetaan “a on kongruentti b:n kanssa modulo n”.

Esimerkki 19. [Jaannosluokat] Melko suoraviivaisesti voidaan todeta, ettd lukuteoreettinen kongruens-
si on ekvivalenssirelaatio, ja vieldpi ettd ekvivalenssiluokille voidaan mééritelld yhteen- ja kertolas-
ku edustajien perustella: [a] + [b] = [a+b] ja [a] - [b] = [a - b] (mieti miksi médritelmé ei riipu luokkaa
[a] edustavan alkion « valinnasta).

Minkailaisia sitten ovat ekvivalenssiluokat? Valitaan esimerkiksi n = 6, jolloin a =¢ b merkitsee
sitd, ettd 6 | (b — a), miké puolestaan tarkoittaa sitd, ettib—a=6-k< b=a+6-k, missi k € Z.

Niin ollen siis esimerkiksi luvun 0 kanssa ekvivalentit luvut saadaan lisdédmallé tdhin miké hy-
vinsd luvun 6 monikerta. Tédten

[0]={...,—-12,-6,0,6,12,18,...}

ja samoin
n={..,—-11,-51,7,13,19,...},

jne. Erityisesti on huomattava, etti
6]={...,—6,0,6,12,18,24,...} = [0],

joten erisuuria ekvivalenssiluokkia modulo 6 on olemassa vain #érellinen méiri: [0], [1], ..., [5].

Ylldmainitun perusteella ekvivalenssiluokat [a] ja [b] ovat yhtidsuuria mikéli luokkien edustajat a
ja b saadaan toisistaan vihentdmall4 tai lisadmalld jokin luvun 6 monikerta. Tamé voidaan ilmaista
myds siten, ettd luokat [a] ja [b] ovat yhtédsuuret, mikili lukujen a ja b jakaminen luvulla 6 tuottaa
saman jakojadnnoksen. Siksi niitd ekvivalenssiluokkia kutsutaan lukuteoriassa jadnnosluokiksi.

Luokkien kerto- ja yhteenlakun méiritelmien perusteella on esimerkiksi [2] - [3] = [2-3] = [6] =
[0, 3]- 3] =[3-3] =[9] =[3], [2] - [4] = [8] = [2], [4] + [2] = [6] = [0] jne. Tdmi korostaa my®ds sit,
ettd kukin ekvivalenssiluokka voidaan esittdé minké hyvin edustajan avulla, esim. [1] = [7] = [13],
siis luokkaa [1] kelpaa luvun 1 lisdksi edustamaan esim. luku 7 tai 13, silld niilld on sama jakojdi-
nos luvulla 6 jaettaessa. Kerto- ja yhteenlaskutaulukon tdydentdminen jdtetdin harjoitustehtdavéksi.
Kyseessi on kuuden alkion (ekvivalenssiluokan) joukko, jolle on midritelty yhteen- ja kertolasku.

Tamin esimerkin tyyppiset algebralliset konstruktiot muodostavat perustan matematiikalle, jo-
ta kdytetddin digitaalisessa tiedonsiirrossa seké tiedon salaamiseen, ettéd tiedonsiirrossa tapahtuvien
virheiden korjaamiseen.

1.4 Funktiot

Funktiot, jotka méadritellddn relaatioiden erikoistapauksina, ovat insinddrimatematiikan kurssikoko-
naisuuden kannalta keskeisimpid matemaattisia késitteitd.
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Miiritelmé 15. Relaatio f : A — B on funktio, jos jokaista joukon A alkiota a on tarkalleen
yksi joukon B alkio b siten ettd (a,b) € f.

Miiritelmé 16. Edellisen méiritelmén tapauksessa merkitidén f(a) = b ja relaatioiden yleisti
terminologiaa kéyttden sanotaan, ettd b on a:n kuva, a on b:n alkukuva, ja etti a kuvautuu
b:ksi.

Funktion miiritelmédn mukaan siis jokaiselle ldhtdjoukon alkiolle a on olemassa yksikésitteinen
kuva b = f(a). Titen siis funktion médrittelyjoukko on sama kuin sen ldht6joukko. Erityisesti line-
aarialgebrassa kéytetddn termid kuvaus funktion synonyymina.

Huomautus 7. Y1la olevasta médritelmaistd seuraa, ettd jokainen pystysuora leikkaa funktion kuvaa-
jan tasan kerran.

Taustatietoa

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) oli saksalainen matemaatik-
ko, fyysikko ja filosofi, joka otti kdyttoon funktion késitteen, tosin
geometrisen intuition pohjalta (nykyiseen muotoonsa funktiokisite
saatettiin 1800-luvulla). Leibniz kehitti differentiaali- ja integraa-
lilaskennan Newtonin toistd riippumatta. Leibniz kehitteli myos
ajatuksia automatisoidusta tietojenkésittelysta.

(kuva: Wikimedia Commons)

Miiritelmé 17. Olkoon f : A — B funktio. Jos X C A ja Y C B, midritelldin f(X) = {f(x) |
xeX}jaf ' (Y)={x€A]| f(x) €Y} Joukkoa f(X) kutsutaan joukon X kuvaksija f~'(Y):td
joukon Y alkukuvaksi. Joukkoa f(A) kutsutaan funktion f : A — B arvojoukoksi.

Esimerkki 20. Esimerkin 4 identiteettirelaatio on funktio.

Esimerkki 21. Esimerkin 6 relaatio C ei ole funktio, sillé (1, ?) €Cja (3, —g) € C, mikd merkit-
see sitd, ettd luvulla % on kaksi eri kuvaa vastoin funktion maéritelmai. Sen lisdksi on ldhtdjoukon
R alkioita joilla ei ole lainkaan kuvaa maalijoukossa (myos R), esimerkiksi lukua 2 ei vastaa mik&éan
maalijoukon alkio y: tillginhén pitiisi olla 2% +y? = 1, toisin sanoen y*> = —3, miki ei voi toteutua
millek&én reaaliluvulle y.

Edellisen esimerkin tilannetta hieman muutellen saadaan relaatiosta C aikaan ainakin kaksi funk-
tiota. Ensinnikin ldhtojoukoksi tulee ottaa [—1, 1] koko R:n sijaan. Jos nimittdin valitaan miki hy-
vinsi luku x € [—~1,1], on 1 —x? aina vililli [0, 1], joten lukua x € [—1,1] vastaa aina jokin maa-
lijoukon luku y, jolle siis pitee y> = 1 — x*. Yleensi tillaisia lukuja y on kuitenkin kaksi (paitsi
tapauksissa x € {—1,1}), joten médritelldén vield (pitéden joukkoa [—1, 1] sek ldhto- ettd maalijouk-
kona) C1 = {(x,y) | x> +y*> =1,y >0} jaC> = {(x,y) | ¥* +y* = 1,y < 0}. Till6in voidaan helposti
varmistua siiti, ettd esimerkiksi C; on funktio: koska joukon C; médritelméssd vaaditaan, ettd y > 0,
on kutakin x € [—1, 1] kohti olemassa vain yksi y:n arvo, jolle pitee y*> = 1 —x>. Vastaavasti voi-
daan todeta, etti C; on funktio. Tavallista merkintitapaa kéyttien kirjoitetaan Cy(x) = v/1 —x2, kun
x € [—1,1]jaCy(x) = —v1—x% kun x € [—1,1]. Kuten helposti todetaan, C = C; UC;.
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Huomautus 8. Jos funktion 14ht6- ja médrittelyjoukko A ja B ovat reaalisuoran osia, voidaan néi-
td korostaa graafisessa esityksessd piirtdimélld nakyviin ainoastaan joukkoja A ja B vastaavat osat
reaalisuorasta.

Lause 1. Jos f : A — B ja g : B— C ovat funktiota, on relaatiotulo g o f myds funktio
Todistus. Harjoitustehtidva.

Edellisen lauseen nojalla voidaan asettaa seuraava madritelma.

Miiéritelmi 18. Olkoot f: A — B ja g : B — C funktioita. Yhdistetty funktio g o f on relaa-
tiotulo go f : A — C, jolle siis relaatiotulon mééritelmin mukaan pitee (go f)(a) = g(f(a)).
Talloin funktiota f kutsutaan sisdfunktioksi ja g:ta ulkofunktioksi.

Esimerkki 22. Jos h(x) = e, voidaan h kirjoittaa muodossa A = go f, missd g(x) = ¢* on ulko-
funktio ja f(x) = —x? on sisifunktio.

Lauseen 1 mukaan kahdesta funktiosta yhdistdmalld saatu relaatio on aina funktio. Sen sijaan
vaikkapa esimerkkii 5 tarkastelemalla voidaan todeta, ettd funktion kdédnteisrelaatio ei aina ole funk-
tio. Sen selvittdmiseksi, millaisten funktioiden kéénteisrelaatio on funktio, otetaan kdyttoon seuraa-
vat Kkisitteet.

Miiritelmé 19. Funktio f : A — B on injektio, jos a; # a, = f(a1) # f(az). f: A — B on
surjektio, jos f(A) = B. f : A — B on bijektio, jos f on seki injektio etti surjektio.

Sanallisesti injektiivisyys merkitsee sitd, ettéd eri alkukuvilla on eri kuvat. Epdsuoran todistuksen
ideaa kiyttden funktion injektiivisyys voidaan kirjoittaa myds muotoon f(a;) = f(a2) = a1 = as.
Surjektiivisuusehto taas puolestaan merkitsee sitd, ettd jokaisella joukon B alkiolla on alkukuva. Bi-
jektiivisyys puolestaan surjektiivisuuden ja injektiivisyyden yhdistelméni merkitsee sitd, ettd jokai-
sella joukon B alkiolla on tarkalleen yksi alkukuva joukossa A.

Huomautus 9. Geometrisesti tulkiten injektiivisyys tarkoittaa sitd, ettd jokainen vaakasuora leikkaa
kuvaajan korkeintaan kerran ja surjektiivisuus sitd, ettd jokainen vaakasuora leikkaa kuvaajan aina-
kin kerran. Néin ollen bijektiivisyys merkitsee sitd, ettd jokainen vaakasuora leikkaa kuvaajan tasan
kerran.

Esimerkki 23. Funktio f : R — R, f(x) = x* ei ole injektio eiki surjektio. Esimerkiksi f(—1) =
(—1)2 =1 = f(1), joten luvuilla —1 ja 1 on sama kuva 1, miki on vastoin injektiivisyysehtoa. Sen
lisdksi luvulla —1 ei ole lainkaan alkukuvaa, silld x2 # —1 kaikille reaaliluvuille x, mikd on vastoin
surjektiivisuusehtoa.

Sen sijaan funktio g : R — [0, ), g(x) = x* on surjektio, silli jokaista lukua y € [0,0) kohti on
olemassa alkukuva x = /y, jolle pitee g(x) = y. Funktio g ei kuitenkaan ole injektio, silld g(—1) =
1=g(1).

On huomattava, etti vaikka funktioiden f ja g miirittelevi lauseke on sama f(x) = g(x) = x?,
ovat f ja g siitd huolimatta eri funktioita. Tdma johtuu siitd, ettd f:n ja g:n médrittelyjoukot ovat
erisuuret. Funktio nimittdin méadritelldin karteesisen tulon osajoukkona, jolloin siis sekd l1dhto- ettéd
maalijoukkojen identtisyys on edellytys funktioiden yhtdsuuruudelle.

2

Lause 2. Jos f : A — B on bijektiivinen funktio, on kiiiinteisrelaatio f~' : B — A mydés funktio,
ns. f:n kianteisfunktio. Kddntien, jos funktion f : A — B kidinteisrelaatio f~' : B — A on
funktio, on f bijektio.
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Todistus. Todistetaan ensimmaéinen viite ja jitetddn toinen harjoitustehtdviksi.

Oletetaan ensin, ettd f on bijektio. Télloin jokaisella joukon B alkiolla b on tasan yksi alkukuva
a € A, misti seuraa, etti jokaisella a € A on tasan yksi kuva relaatiossa f~!. Timi puolestaan onkin
jo funktion mééritelmd. O

Huomautus 10. Olkoon f : A — B bijektio. Tillsin siis kizinteisfunktio f~! : B — A on olemassa.
Miiritelmin mukaan a = f~'(b) merkitsee, etti (b,a) € f~!, miki taas tapahtuu tarkalleen silloin
kun (a,b) € f, miki edelleen voidaan merkiti f(a) = b. Niin ollen a = f~'(b) = f~'(f(a)) =
(f~'o f)(a), miki merkitsee siis siti, ettd f~' o f:A — A on joukon A identiteettifunktio. Samoin
voidaan todeta, ettd fo f~! : B— B on joukon B identiteettifunktio.

Huomautus 11. Jos f : A — B on injektio, voidaan B:ti rajoittamalla saada bijektio f: A — f(A).
Tillsin on olemassa kinteisfunktio f~! : f(A) — A.

Esimerkki 24. Seuraavissa kuvaajissa on esitettyni sinifunktion ja sen kédinteisrelaation kuvaaja.
Ylemmallad rivilla médrittelyjoukkona toimii koko R, ja voidaan huomata ettd ettd sinifunktiolla
ilman rajoituksia ei ole kdinteisfunktiota. Alemmalla rivilld on tilannetta rajoitettu sopivasti jolloin

saadaan vilille [-Z, 7] — [0, 1] médritelty bijektiivinen sinifunktio, jolla on my6s kidnteisfunktio.
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1.5 Joukkojen mahtavuus

Miiritelmé 20. Joukoilla A ja B on sama kardinaliteetti jos on olemassa bijektio f : A — B.
Talloin sanotaan myos, ettd A ja B ovat yhtd mahtavat (engl. equipotent, equinumerous) ja
merkitidén |[A| = |B|. Jos A on &irellinen joukko, merkinti |A| tarkoittaa joukon A alkioiden
lukumairai.
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Mairitelmé 21. Joukon A kardinaliteetti on korkeintaan yhtd suuri kuin joukon B, mikali on
olemassa injektio A — B. Télloin sanotaan myos, ettd A on korkeintaan yhtd mahtava kuin B
ja merkitéidn |A| < |B|.

Mikali on olemassa injektio A — B, mutta ei bijektiota A — B, sanotaan, ettd B on mahta-
vampi kuin A ja merkitédin |A| < |B|.

Lause 3. Olkoon I jokin joukkojen kokoelma. Mdidiritelléiéin joukossa I relaatio A ~ B ehdolla |A| =
|B|. Téillsin ~ on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Harjoitustehtdva.
Lause 4. Adrelliset joukot ovat yhtd mahtavat tarkalleen silloin kun niisséi on sama mddrd alkioita.

Todistus. Merkitidén A = {ay,...,a,} jaB={b1,...,by}.Jos n =m, on f(a;) = b; bijektio A — B.
Oletetaan sitten, ettd m < n ja tehddén vastaoletus, ettd olisi bijektio f : A — B. Koska |B| < |A|, on
oltava alkiot a; # aj, joille f(a;) = f(a;), jolloin f ei ole injektio eikd siis mydskédn bijektio. O

Adrettomien joukkojen tapauksessa tilanne on mutkikkaampi. On nimittdin mahdollista, etti
joukko on yhtd mahtava aidon osajoukkonsa kanssa.

Esimerkki 25. Hilbertin hotelli

Lause 5. Joukko N = {1,2,3,...} on yhtd mahtava joukon NU{0} = {0,1,2,3,...} kanssa.
Todistus. Helposti havaitaan, ettd f : NU{0} — N, f(n) =n+ 1 on bijektio.

Lause 6. Joukko N on yhti mahtava joukon 2N = {2 4,6, ...} kanssa.

Todistus. Helposti havaitaan, ettd f : N — 2N, f(n) = 2n on bijektio.

Mairitelmé 22. Jos joukko A on yhtd mahtava joukon N kanssa, sanotaan ettd A on nume-
roituva. Talloin on siis olemassa bijektio f : N — A, jolloin joukon A alkiot voidaan esittdd
muodossa f(1), f(2), £(3), ... (numerointi).

Lause 7. Joukko 7 on numeroituva.
Todistus. Harjoitustehtidva.

Lause 8. Joukko N x N on numeroituiva.

Todistus. Miiritellddn funktio f: N x N — N seuraavasti: f(m,n) = w +n ja todetaan,

ettd tdma on bijektio. Toteaminen jétetddn harjoitustehtidvaksi.

Lause 9. Joukko Q on numeroituva.

Todistus. Jitetddn harjoitustehtdviksi. Tdsséd voidaan hyodyntid edellisté lausetta.
Lause 10. Joukko R ei ole numeroituva.

Todistus. Tehddin vastaoletus, jonka mukaan R on numeroituva. T#lldin reaaliluvut voidaan asettaa
jonoon: R = {ry,rp,r3,...}. Olkoon r; = n;.di1djpd;3 ... i:nnen reaaliluvun desimaalikehitelmi ja
tarkastellaan niitd kaikkia yhdessa:

ry = n].d]]d12d|3d14...
ry = ny.dridyndyzday . ..

r3 = n3.dy1dypdyzdss . ..
r4 = n4.dyrdandazdy, . ..
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ja muodostetaan desimaalikehitelmi r = m.ccac3 . . ., jonka desimaalit valitaan seuraavasti: m # nj
jaci=di+1,jos di <9 jac; =0 jos di =9. Nidin valitsemalla saadaan luku, jonka i:s desimaali
poikkeaa ylld olevan luettelon i:nnen luvun i:nnestd desimaalista. Tédten luku r ei voi olla listassa,
mik4 on vastoin vastaoletusta. O

Miidiritelmi 23. Airetonti joukkoa, joka ei ole numeroituva, sanotaan ylinumeroituvaksi.

Mairitelmé 24. Joukon A potenssijoukko miaaritelladn
24 ={X|X CA}.

Toisin ilmaistuna, 24 on joukon A kaikkien osajoukkojen joukko.

Esimerkki 26. Olkoon A = {1,2}. T#lloin 24 = {0, {a},{b},{a,b}}.
Esimerkki 27. Esimerkin 10 kuviossa esiintyvit kaikki joukon 2{1:23} alkiot.
Lause 11. Jos A on ddrellinen, on |2A‘ = lAL

Todistus. Harjoitustehtdvi.

Lause 12. 24 on mahtavampi kuin A

Todistus. Selvisti a — {a} on injektio A — 2%, joten A on korkeintaan yhti mahtava kuin 24. Ole-
tetaan sitten, ettd A ja 24 olisivat yhtd mahtavat, mikd merkitsee sitd, ettd olisi bijektio f: A — 24,

Tilloin voidaan midritelli X = {a € A | a ¢ f(a)}. Koska X C A, ja f on bijektio, on joukolle
X € 24 olemassa tasan yksi alkukuva x € A, jolle siis X = f(x). Jos x & f(x), seuraa maritelmasti
ettdx € X = f(x) jajosx € f(x), seuraa médritelmastd, ettd x ¢ f(x). Tdmai on ristiriita, minkd vuoksi
oletettua bijektiota ei voi olla olemassa.

Huomautus 12. Edellisen lauseen perusteella on mahdollista muodostaa minkéd hyvénsd joukon A
avulla paattymiton ketju

4] < 2] < [2*'| < ‘222A

<.,

jossa seuraava joukko on edellisen potenssijoukkona mahtavampi kuin edellinen.

Tamin luvun lopuksi esitetdéin todistuksetta lause, joka kytkee pienimmén” mahdollisen #éret-
toman joukon N ja joukon R kardinaliteetit toisiinsa.

Lause 13. Joukko 2 on yhti mahtava kuin R.

Huomautus 13. Kysymys siitd olisiko olemassa jotain joukkoa X, jonka kardinaliteetti olisi aidosti
luonnollisten lukujen N ja reaalilukujen R vilissg, siis |N| < |X| < |R| askarrutti matemaatikkoja
erityisesti 1900-luvun alkupuolella. Yleisesti otaksuttiin, ettd tillaista joukkoa ei ole olemassa, ja
tdma otaksuma tunnetaan nimelld kontinuumihypoteesi.

Vuodesta 1940 asti on tiedetty, ettd kontinuumihypoteesia ei voi todistaa viiriksi ja 1963 asti
ettd sitd ei myOskéddn voi todistaa oikeaksi formaalissa joukko-opissa, jota nykyién pidetddn mate-
matiikan loogisena perustana. Niin ollen voidaan sanoa, ettd nykymatematiikan loogisten perustei-
den puitteissa ei voi ottaa mitdin kantaa kontinuumihypoteesin oikeellisuuteen, ja edelleen yksi tapa
ilmaista asia on sanoa ettd kontinuumihypoteesi on ratkeamaton (undecidable) ongelma nykyisin
kiytetyssd joukko-opin aksiomatisoinnissa.

Huomautus 14. Lauseen 13 todistamiseksi riitid osoittaa, ettd 21 on yhti mahtava reaalilukuvilin
[0, 1] kanssa, silld on olemassa bijektio [0, 1] — R. Millainen tdmi bijektio voisi olla? Olisiko hel-
pompaa etsid ensin bijektio (0,1) — R?

Huomautus 15. Desimaaliesitys perustuu kymmeneen erilaiseen numeromerkintéin {0,1,2,...,9},
mutta yhti lailla on mahdollista merkiti lukuja bindérimerkinnoin, kidyttamélla vain numeroita O ja
1. Téllsin kaikki vilin [0,1] luvut voidaan esittdd muodossa 0,b1b2b3 ..., missd b; € {0,1}. Mieti
miten tisti seuraa bijektio 2N — [0, 1].






Luku 2
Algebrallisista rakenteista

2.1 Midéritelmé ja esimerkkeja

Miiritelmé 25. Algebrallinen rakenne on joukko A, jossa on médritelty dédrellinen méira ope-
raatioita. Operaatiot voivat olla nullaarisia (nollapaikkaisia), unaarisia (yksipaikkaisia), binaa-
risid (kaksipaikkaisia), ternddrisia (kolmipaikkaisia), jne. Operaatioiden lisdksi voi olla dérel-
linen miard aksioomia.

Yllamainitussa maéritelmésséd nullaarinen operaatio tarkoittaa vakiota ja unaarinen eli yksipaikkai-
nen operaatio tarkoittaa sit, ettd siithen ottaa osaa vain yksi joukon A alkio, esimerkkini voidaan
mainita vastaluku reaalilukujen joukossa R: a — —a on tyypillinen unaarinen operaatio. Bindirisista
operaatioista esimerkkeini toimivat vaikkapa yhteen- ja kertolasku reaalilukujen joukossa: kahdesta
luvusta a ja b muodostetaan yksi luku operaatioillaa+b jaa-b.

Ternidrisia tai useampipaikkaisia operaatioista ei liene koulukurssista tuttuja esimerkkeji tarjolla,
mutta niitd voidaan miiritelld periaatteessa aivan mielivaltaisesti, esim.

T(x,y,z) = 3%y +3xz+2°,

joka miiritelee funktion R? — R.

Esimerkki 28. Reaalilukujen kunta (R,+,-,0,1) (kts. Matematiikan perustiedot) muodostaa
algebrallisen systeemin, jonka joukossa R on midritelty kaksi binddristd operaatiota: yhteen-
lasku + ja kertolasku -. Lisédksi nédihin operaatiohin liittyvit neutraalialkio yhteenlaskun suh-
teen (kutsutaan nolla-alkioksi ja yleensd merkitddn 0) ja neutraalialkio kertolaskun suhteen
(kutsutaan ykkosalkioksi ja yleensd merkitdén 1). Nama ovat nullaarisia operaatioita.

Reaalilukujen kunnan médrittelyyn liittyy myos aksioomia, joista voidaan mainita esimerk-
keind (Va)(Vb)(a+b = b+a), (Va)(Vb)(Vc)(a- (b+c) =a-b+a-c), jne.

Edelldmainittuja luonnehdintoja tarkasteltaessa voidaan kuitenkin todeta, ettd ksitettd ”joukos-
sa madritelty operaatio” ei ole erityisemmin mééritelty. Tamén kurssin alkuosiin tukeutuen eksakti
madrittely ei kuitenkaan ole vaikea, vaan pdinvastoin: Nullaarinen operaatio miéritellddn joukon A
alkiona, unaarinen operaatio joukossa A médritellddn funktiona A — A, binddrinen operaation funk-
tiona A X A — A, terniiirinen operaatio funktiona A X A X A — A, jne.

Tissid yhteydessd voidaan tietysti myos muistaa, ettd funktio on erityistapaus relaatiosta (kts.
Luku 1), ja ettd relaatiolla, sen enempdd kuin funktiollakaan, ei tarvitse olla mitddn “algebrallis-
ta lauseketta” joka médrittelisi funktion, vaan esimerkiksi dérellisissd joukoissa pelkkd taulukointi
riittdd (kts. Luku 1).

Edelldmainitun perusteella binddrinen operaatio joukossa A voidaan médritelld funktiona A x A —
A, miki médritelménsi vuoksi on karteesisen tulon (A x A) x A osajoukko, joka toteuttaa funktiolle
maérityn ehdon: Jokaisella ldht6joukon A x A alkiolla on tasan yksi kuva maalijoukossa A.

23
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2.2 Grupoidi

Edellisen luvun perusteella algebrallisen rakenteeseen riittdd joukko A ja yksikin joukossa A miiri-
telty operaatio, mutta yleensi tarkastellaan sellaisia rakenteita, joissa on vihintdidn yksi bindédrinen
operaatio. Tamé puolestaan saattaa olla mielivaltaisesti méadritelty, mitd havainnollistaa seuraava esi-
merkKki.

Yksinkertaisin bindédrisen operaation siséltdvi algebrallinen rakenne esitetdin seuraavassa maéri-
telméssi.

Mairitelmé 26. Grupoidi eli Magma on algebrallinen rakenne (A, *), jossa on mééritelty yksi
binéddrinen operaatio *.

Esimerkki 29. Joukossa A = {a, 3,7,8} taulukon

x|a|B|y|o
a|B|v|B|6
Bl6|6|ala
vio|y|a|B
o|Blo|v|o

perustella miéritelty operaatio miérittelee neljén alkion magman, jossa esimerkiksi a8 =7, B *
a=0,(axB)xy=yxy=ajaax(Bxy)=axo=p.

Niistd huomataan, ettd sainnot x* (y*z) = (x*y) %z ja x*y = y*x eivit siis vilttiméttd péde.
Toisaalta ei ole syytd miksi ndiden pitdisikdédn pited, kun kerran magman kertolasku on maédritelty
tayttamalld ylld oleva kertotaulu sattumanvaraisesti.

Huomautus 16. Koska magman (eli grupoidin) algebrallinen operaatio ei ole vélttdmittd millddn
tavoin perusteltu, ei magmoilla ole mitdédn erityistd merkitystd matematiikan sovelluksissa tai edes
teoriassa.

2.3 Puoliryhmi

Puoliryhmi (semigroup) on magma jonka operaatio * toteuttaa aksiooman

(Vx,3,2) ((x*y) ¥z =x* (y*2)).

Tamén aksiooman toteuttavaa operaatiota * kutsutaan assosiatiiviseksi. Voidaan siis sanoa, etti puo-
liryhmaé on siis assosiatiivinen magma.

Esimerkki 30 (Vapaa puoliryhmdi). Olkoon £ = {a,b,c} kolmen alkion joukko ja merkitiin kartee-
sista tuloa X tavallisten merkintjen (a,a), (a,b) jne sijaan lyhyemmin X? = {aa,ab,ac,ba,bb, bc,
ca,cb,cc} ja X3 = {aaa,aab,aac,aba,abb, ... ccc}, jne.

Puoliryhmien teoriassa #ddrellistd joukkoa X kutsutaan aakkostoksi, ja aakkoston alkioista muo-
dostettuja merkkijonoa sanoiksi. Joukko X% on 2-pituisten, X3 3-pituisten, jne. sanojen joukko yli
aakkoston X.

Kaikkien sanojen joukko yli aakkoston X saadaan ddrettomini unionina

rt=xurturiu...

Maéiritelldin operaatio * (ns. konkatenaatio) joukossa X seuraavasti: Jos wi,w, € Xt ovat n-
ja np-pituisia sanoja, niin wy *w, on nj 4 ny-pituinen sana joka saadaan kirjoittamalla sanat wy ja wp
perikkiin. T#lloin sanotaan myds, ettd aakkosto X = {a,b,c} generoi puoliryhmén X+.

Esimerkki 31. Vapaassa puoliryhmissi {a,b,c}™ on

(abbca * ccab) x abcc = abbcaccab x abce = abbcaccababee  ja

abbca x (ccab x abcc) = abbca x ccababee = abbcaccababec,
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mikd havainnollistaa operaation * assosiatiivisuutta. Puoliryhmien teoriassa on my0s tapana kiyt-
tdd operaatiosymbolin * sijasta pistettd - samoin kuin kertolaskussa, tai jattdd symboli kokonaan
kirjoittamatta, siis abbca * ccab = abbca - ccab = abbcaccab.

Huomautus 17. Tarkastellaan edelleen (vapaata) puoliryhmis, jonka generoivat alkiot {a, b, c¢}. Edel-
14 mainitun perusteella timén puoliryhmin alkiot voidaan esittdd yksikdsitteisesti merkkijonoina yli
aakkoston {a,b,c}, esim. aabcbaab ja abca ovat mainitun vapaan puoliryhmin alkioita, ja nille
puoliryhmin operaatio vastaa konkatenaatiota.

Hyvinkin moninaisista syistd voidaan joutua tarkastelemaan puoliryhmaii, jossa jokin yhtdsuu-
ruus, esim. ab = bc on voimassa. Tdmi merkitsee sitd, ettd puoliryhmin alkioille méaritelldan ekvi-
valenssirelaatio wy ~ wy mikéli w; = w» tai wy saadaan wy:std korvaamalla merkkijono ab merkki-
jonolla bc:1l4 tai pdinvastoin ja toistamalla korvaamista uudelleen.

Talld tavoin saadut ekvivalenssiluokat otetaan uuden jirjestelmén alkioiksi. Mitd hyviénsi ekviva-
lenssiluokkaa voidaan toki esittidd jollakin alkiolla w € {a,b,c}, mutta esittivi alkio voidaan aina
korvata toisella ylld mainitun sddnnon perusteella.

Niin saadusta puoliryhmisti kiytetddn merkintdd (X | ab = bc), ja sanotaan ettd se ei ole va-
paa, vaan sitd sitoo ehdon ab = bc indusoima ekvivalenssirelaatio. Koska varsinainen konstruktio
kulkee ekvivalenssirelaatioiden kautta, kutsutaan mééritelmissé esiintyvid yhtasuuruuksia ab = bc
myos relaatioksi. Kdytannnossi siis timai tarkoittaa, ettd sanat w; ja wp ovat ekvivalentteja, jos ne
ovat samat tai saadaan toisistaan kirjoittamalla ab:n paikalle bc tai pdinvastoin ja soveltamalla uu-
delleenkirjoitusta uudelleen niin monta kertaa kuin halutaan.

Relaation sitoma puoliryhmi tarkoittaa ekvivalenssiluokkien joukkoa, ja ekvivalenssiluokkia esi-
tetddn luonnollisestikin edustajan avulla, eikd niiden esityksissd ylensd kdytetd hakasulkumerkintda
[w]. Télloin esimerkiksi puoliryhmissé (X | ab = bc) on voimassa abbccab = bebecab = bebecbe =
bcabcbc.

Huomautus 18. Vapaita puoliryhmii kéytetdan mm. merkkijonojen mallintamiseen ja siksi nailld
on erityisen suuri merkitys teoreettisessa tietojenkisittelyopissa. Puoliryhmien teorian tutkimus on
viimeistddn 1950-luvulta ldhtien ollut merkittdva osa diskreettid matematiikkaa.

Ei-vapaiden puoliryhmien teorian puitteissa voidaan myds esittdd elementaarinen laskennan mal-
li, ns. Turingin kone.

2.4 Monoidi

Miiritelmé 27. Puoliryhmén A alkio € on neutraalialkio eli identiteettialkio eli ykkosalkio, jos € *
w=w=x ¢ kaikille w € A.

Huomautus 19. Puoliryhmin neutraalialkiosta kiytetddn my6s merkintdd 1 tai A, ja sitd kutsutaan
tyhjiksi sanaksi.

Miiéritelmi 28. Monoidi on puoliryhmd, jossa on neutraalialkio.

Huomautus 20. Mikd hyvénsi puolirymi voidaan tdydentdd monoidiksi yksinkertaisesti lisaamalla
ykkosalkio 1.

Meiiritelmi 29 (Vapaa monoidi). Jos £ = {aj,...,a,} on #irellinen joukko, merkitiin X% = {1}
(tyhjé sana) ja

s ={1yurt=xuxluriu....
X* on ns. vapaa monoidi. Joukot X ja X* eroavat siis toisistaan ainoastaan siini, ettd X* sisiltii

tyhjdn sanan, mutta X* ei. Algebrallinen eroavaisuus on se, ettd X* on neutraalialkion sisaltava 1
monoidi, kun taas puoliryhmiissi X ei neutraalialkiota ole.

2.5 Ryhmi

Miiritelmé 30. Olkoon A monoidi, jonka ykkosalkiota merkitddn symbolilla on 1. Alkio y on x:n

kiidinteisalkio, jos x*y = y*x = 1 ja tilloin merkitidn y = x~!.
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Miiritelmé 31. Ryhmi (group) on monoidi, jossa jokaisella alkiolla on ké#nteisalkio.

Huomautus 21. Monoidin miéritelméin perustuen edellinen mééritelmi voidaan purkaa auki seu-
raavalla tavalla:

Ryhma on algebrallinen rakenne, johon kuuluu joukko G ja yksi bindédrinen joukossa G médritelty
operaatio * joka toteuttaa seuraavat aksioomat:

L. (Vx,y,z€ G) ((x*y)*z=xx%(y*z)) (assosiatiivisuus)
2. (31 € G)(Vx € G) (x*1 =1 xx = x) (neutraalialkion olemassaolo)
3. (Vx € G)(Ty € G) (xxy =y=*x = 1) (kddnteisalkion olemassaolo)

Huomautus 22. Jokainen puoliryhmi voidaan tiydentdd monoidiksi lisaidmilld neutraalialkio. Jois-
sakin tapauksissa monoidi voidaan tdydentdd ryhméksi lisddmalld jokaiselle alkiolle x kdénteisalkio
x L

Voidaan kuitenkin huomata, ettd jos ryhmissé toteutuu yhtdlo xy = xz, saadaan tdstd x:n kidin-
teisalkiolla x~! vasemmalta kertomalla yhtils x~!(xy) = x~!(xz), josta seuraa (x~'x)y = (x~'x)z
ja tistd edelleen y = z. Niin ollen ryhmissd pétee aina ns. vasenmmanpuoleinen supistuvuus
Xy = xz = y = z. Samoin voidaan todeta, ettd ryhmissd pitee niinikddn oikeanpuoleinen supistu-
VUUS XYy =2y => X =)

Oikea tai vasen supistuvuus ei kuitenkaan ole kaikille monoideille voimassa, eiki tédllaisia mo-
noideja voida tdydentdd ryhmiksi. Monoideja, joille pitee sekd oikean- ettd vasemmanpuoleinen
supistuvuus, sanotaan supistuviksi monoideiksi (cancellative monoids ). Mikili ainoastaan toinen,
esimerkiksi oikeanpuoleinen supistuvuus on voimassa, sanotaan, ettd monoidi on oikealta supistu-
va.

Esimerkki 32. Vapaat monoidit ovat supistuvia. Jos nimittédin xy = xz joillekin merkkijonoille x, y ja
z € X*, niin tdlloin merkkijonoilla xy ja xz on sama ensimmadinen kirjain. Poistamalla ensimmdiset
kirjaimet molemmista jonoista saadaan yhtdasuuruus x;y = x1z, ja samoin jatkamalla lopulta y = z.

Esimerkki 33. Olkoon X = {a,b}. Vapaa monoidi Z* voidaan tidydentdd ryhmiksi seuraavalla taval-
la: Merkitian £~' = {a~! b~} ja madritelldsn joukon ZU X! = {a,h,a~!,h~!} yli puoliryhmi
relaatioillaaa™! =a la=bb~' =b"'b=1.

Aiemmin mainittiin, ettd puoliryhmien (ja monoidien) teorialla on erityisen suuri merkitys teo-
reettisessa tietojenkdasittelyssé esimerkkind merkkijonojen matemaattisena mallina (vapaa puoliryh-
ma tai monoidi). Mikéli vapaaseen monoidiin miiritelldidn sopivia relaatioita (kts. Esimerkki 17),
voidaan saadulla ei-vapaalla monoidilla mallintaa yksinkertaista mutta yleispatevad laskennan mal-
lia, ns. Turingin konetta.

Ryhmiteorialla sen sijaan huomattava merkitys erityisesti fysiikassa; ryhmiteoriaa voidaan ni-
mittdin pitdd matemaattisena symmetrian mallina ja erityisen tirkeind voidaan pitdi erilaisia matrii-
siryhmid, joita kisitellddn kurssikokonaisuuden lineaarialgebran osiossa. Ryhmiteorialla on lukuisa
madrd sovelluksia erityisesti kvanttifysiikassa, mutta my0s perinteisessa mekaniikassa.

Huomautus 23. Samoin kuin puoliryhmien ja monoidien kohdalla, my6s ryhmiteoriassa jétetddn
usein operaatiosymboli * kirjoittamatta ja merkitdin x x y:n sijasta xy. Néin tehddén erityisesti mikali
ryhmad ei ole kommutatiivinen.

Miiéritelmi 32. Jos Médritelmén 31 lisdksi pitee x x y = y*x kaikilla x, y € G, sanotaan ettd G on
kommutatiivinen ryhmdi eli Abelin ryhmd.

Huomautus 24. Kommutatiivisissa ryhmisséd operaatiosta kidytetiddn usen merkintia +, identiteettial-
kiosta merkintéd O ja alkion x kéénteisalkiosta merkintdd —x seké nimitysti vasta-alkio.

Huomautus 25. Kommutatiivisissa ryhmissd, joissa ryhméoperaatiota merkitdin symbolilla +, saa
supistuvaus muodot x+y=x+z=y=zjax+y=z+y=x=2z.

Esimerkki 34. 7. on kommutatiivinen eli Abelin ryhmé, kun ryhméoperaatioksi valitaan tavallinen
yhteenlasku +, neutraalialkioksi O ja luvun a vasta-alkioksi vastaluku —a. Seuraavat ehdot patevit
joukossa Z.

1. (a+b)+c=a+ (b+c) (assosiatiivisuus)

I Left cancellation property, ei pidi sekoittaa murtolukujen supistamiseen.
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2. a+0 = 0+ a = a (neutraalialkio eli nolla-alkio)
3. a+ (—a) = —a+a = 0 (vasta-alkio)
4. a+ b = b+ a (kommutatiivisuus)

Esimerkki 35. Q\ {0} on kommutatiivinen ryhmé, kun ryhméoperaatioksi valitaan tavallinen kerto-
lasku -, neutraalialkioksi 1, ja kiinteisalkioksi kizinteisluku a~'. Seuraavat ehdot piteviit joukossa

Q.

1. (a-b)-c=a-(b-c) (assosiatiivisuus)

2. a-1=1-a= a (neutraalialkio eli ykkosalkio)
3.a-a ' =a' -a=1 (kiinteisalkio)

4. a-b = b-a (kommutatiivisuus)

On syytd huomata, ettd esimerkkien 34 ja 35 ehdot ovat samankaltaiset, niitd erottavat ainoastaan al-
gebrallisen operaation, neutraalialkion, seké vasta-alkion (kédénteisalkion) merkintitapa. Tédstd huo-
limatta kommutatiivisia ryhmiéd on hyvinkin monenkaltaisia eivitkd edellimainittujen ryhmien al-
gebralliset rakenteet ole toisiaan vastaavat.

Erityisesti on syytd huomata, ettd ryhmin Z kaikki alkiot saadaan lukua 1 tai sen vasta-alkiota
monistamalla, mutta ryhmissi Q ei ole yhti alkiota, jota itsensé kanssa kertomalla saataisiin kaikki
rationaaliluvut.

2.6 Rengas

Tidhén asti esitetyt algebralliset systeemit ovat rakentuneet joukosta, jossa on miiritelty vain yksi bi-
nidrinen operaatio. Toisaalta jo matematiikan varhaisvaiheessa on osoittautunut, ettd vihintidn kak-
si binifristd operaatiota, yhteen- , ja kertolasku ovat kiyttokelpoisia. Siksi on perusteltua méadritelld
kahdella binéériselld operaatiolla varusteltu matemaattinen rakenne, rengas.

Mairitelmé 33. Rengas (ring) (R, +,-,0) on algebrallinen rakenne, jossa joukossa R on mééritelty
kaksi binddristd operaatiota + ja - ja alkio 0, jotka toteuttavat seuraavat ehdot:

1. (R,+,0) on kommutatiivinen ryhma.
2. (R,-) on puoliryhm.
3.a-(b+c)=a-b+a-cja(a+b)-c=a-c+b-c (distributiivisuus)

Renkaan operaatiota + kutsutaan tyypillisesti yhteenlaskuksi ja operaatiota - kertolaskuksi.

On huomattava, ettd renkaan 4-operaation (yhteenlaskun) vaaditaan olevan aina kommutatiivi-
nen, mutta --operaatiolle (kertolaskulle) tdtd vaatimusta ei esitetd. Jos kuitenkin rengas on myos
kertolaskun suhteen kommutatiivinen, sanotaan etti kyseessid on kommutatiivinen rengas.

Huomautus 26. Jokaisessa renkaassa pitdd olla neutraalialkio yhteenlaskun + suhteen (ns. nolla-
alkio) ja niinikdén vasta-alkio yhteenlaskun suhteen.

Kirjallisuudessa esiintyy hyvin yleisesti myos sellainen renkaan médritelma, jossa vaaditaan, ettd
rengas on kertolaskun - suhteen monoidi, miké siis tarkoittaa sité ettd on olemassa neutraalialkio 1
my0s operaation - suhteen (ns. ykkosalkio).

Talld kurssilla ei kuitenkaan vaadita renkaan ykkosalkion olemassaoloa, mutta mikéli renkaassa
on ykkosalkio, voidaan titd korostaa sanomalla, ettd kyseessd on ykkdsalkiolla varustettu rengas
(ring with identity).

Esimerkki 36. (Z,+,-,0) on kommutatiivinen ykkosalkiolla varustettu rengas, koska

1. (Z,+,0) on kommutatiivinen ryhmé.
2. (Z,-) on kommutatiivinen puoliryhmi ((Z, -, 1) jopa monoidi).

Esimerkki 37. Parillisten kokonaislukujen joukko 2Z = {...,—4,-2,0,2,4,...} muodostaa niini-
kddn kommutatiivisen renkaan tavallisen yhteen- ja kertolaskun suhteen. Tétéd varten pitdd varmistaa
ettd joukko 27 on suljettu yhteen- ja kertolaskun suhteen, siis ettd x+y, x, y € 2Z aina kun x, y € 27Z
(ei kovin hankalaa). Téss4 renkaassa ei kuitenkaan ole ykkosalkiota.
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Esimerkki 38. Liitetédin reaalilukujen joukkoon alkio {—oo} ja sovitaan, ettd —eo < x ja ettd —oo+x =
—oo aina kun x € R. Totea, ettd joukosta RU{—co} tulee till6in ns. puolirengas (rengas jossa ei vilt-
tdmittd ole additiivista vasta-alkioita), kun yhteenlaskuksi @ valitaan x @y = max{x,y} ja kerto-
laskuksi valitaan x ® y = x +y. Mieti miten tilanne muuttuu, jos maksimi max korvataan minimilld
min.

Esimerkki 39. Jos R on jokin rengas, voidaan méiritelld R[x] = {ro+rix+rx*>+...+nxk | r; €R} ja
ndin méidriteltyd rengasta kutsutaan polynomirenkaaksi yli R:n. Se koostuu kaikista R-kertoimisista
polynomeista, joille yhteen- ja kertolasku miéritellddn tavalliseen tapaan.

2.7 Kunta

Tirked erikoistapaus renkaasta on kunta.

Mairitelmé 34. Kunta (Field) (K,+,-,0,1) on ykkosalkiolla varustettu kommutatiivinen rengas,
jossa jokaisella nollasta eroavalla alkiolla @ on multiplikatiivinen kiinteisalkio a~!, joka siis toteut-
taaehdona-a ' =a'-a=1.
Esimerkki 40. Rationaaliluvut (Q, +, -,0, 1) muodostavat kunnan yhteen- ja kertolaskun suhteen, sa-
moin reaaliluvut (R,+,-,0,1). Sen sijaan (Z,+,-,0,1) ei ole kunta, koska nollasta eroavilla koko-
naisluvuilla ei ole kertolaskun suhteen kéinteisalkioita (poikkeuksena luvut 1 ja —1).

Rationaalilukujen kunta QQ voidaan ajatella kokonaislukujen renkaan Z laajennukseksi, jossa jo-
kaiselle alkiolle x € Z\ {0} lisitdzn multiplikatiivinen kinteisalkio x~!. Timsznkaltainen laajennus
renkaasta kunnaksi ei aina ole kuitenkaan mahdollinen.

Aiemmin mainittiin, ettd jokainen puoliryhmi voidaan tiydentidd monoidiksi lisddmailld ykkosal-
kio, mutta monoidin tiydentdminen ryhmiksi ei vélttdmaittd onnistu, silld monoidi ei vélttdmaittd ole
supistuva, kun taas ryhmi on. Monoidien supistuvuuskisitettd kunnissa vastaa tulon nollasidinto ja
sen avulla voidaan médrittda ne renkaat, jotka voidaan tdydentdd kunnaksi.

Luonnehdintaa varten esitetddn ensin helposti todistettava ominaisuus:

Lause 14. Jokaisessa renkaassa 0-x = x-0 = 0.

Todistus. Todistus on sama kuin kurssilla Matematiikan perustiedot reaaliluvuille esitetty, mutta
tasséd luvussa esitettyjen kisitteiden avulla se voidaan esittdd lyhyemmin:

x-0=x-(0+0)=x-0+x-0.

Koska rengas on yhteenlaskun suhteen ryhmi ja siksi supistuva, voidaan ylldolevasta piitelld 0 =
x-0. Analogisesti voidaan péitella 0-x=0. O

Lause 15 (Tulon nollasainto). Jos kunnassa K on xy = 0, niin joko x =0 tai y = 0.

Todistus. Jos x = 0, on lause todistettu. Jos taas x # 0, on kunnan méiritelmén mukaan x:114 mul-
tiplikatiivinen kinteisalkio x~!, ja kertomalla yhtilo xy = 0 vasemmalta saadaan x ! - (xy) = x~! -0,
misti puolestaan seuraa (x~'x)y = 0 ja tisti edelleen y = 0. O

Koska edellisen lauseen mukaan kunnissa pitee tulon nollasdinto, on uskottavaa, ettd renkaita,
joissa kyseinen sdénto ei pade, ei voida laajentaa kunnaksi.
Tulon nollasddnnon toteutumista renkaissa luonnehditaan yleensi seuraavilla ksitteilla:

Miiritelmé 35. Renkaan R alkio a on nollanjakaja, jos on olemassa sellainen b € R\ {0}, ettid
a-b=0.

Miiritelmé 36. Rengas R on kokonaisalue (integral domain), jos renkaassa ei ole muita nollanja-
kajia kuin itse nolla-alkio 0.

Esimerkki 41. Rengas 7Z on kokonaisalue, silld yhtdlostd ab = 0 seuraa a = 0 tai b = 0, siis luku 0
on ainoa nollanjakaja joukossa Z.

On mahdollista todistaa, ettd kokonaisalueet voidaan laajentaa kunniksi, mutta muita renkaita ei
vilttamattd voi.

Esimerkki 42. Esimerkin 19 kuuden alkion algebrallinen rakenne on kommutatiivinen ykkosalkiolla
varustettu rengas, mutta ei kokonaisalue, silli 2 -3 = 0. Ndin ollen titid joukkoa ei voi laajentaa
kunnaksi.
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2.8 Vektoriavaruus, Algebra

Insind6rimatematiikan kurssikokonaisuuden kannalta on syytd mainita vield vektoriavaruudeksi kut-
suttu algebrallinen rakenne, jota tullaan tarkastelemaan yksityiskohtaisemmin kurssin loppuosassa.

Miiritelmé 37. Vektoriavaruus on algebrallinen rakenne, jossa alkiojoukko koostuu kahdesta osas-
ta: skalaarikunnasta K ja avaruudesta V, sekéd operaatiosta K x V — V (skalaarikertolasku) jotka
toteuttavat alla olevat aksioomat (merkitddn skalaarikertolaskua ilman kertomerkkia: av ja sovitaan,
ettd va = av).

* (V,+,0) on kommutatiivinen ryhmé
e lv=yv

* a(v+w)=av+aw

* (a+b)jv=av+bv

o a(bv) = (ab)v

Miaéritelmi 38. Vektoriavaruuden skalaarikunnan alkioita kutsutaan skalaareiksi ja avaruuden V
alkioita vektoreiksi.

Mikaili vektoriavaruudessa on vield vektoreiden joukossa midritelty tietyt ehdot tiyttdavi algebral-
linen operaatio, sanotaan vektoriavaruutta algebraksi.

Miiritelmé 39. Kunnan K yli médritelty algebra V on vektoriavaruus, jossa muiden rakenteiden
lisdksi vektoreille on midritelty kertolasku - V x V — V, joka on bilineaarinen, siis toteuttaa ehdot

* (au+bv)-w=a-u-w+b-u-w
* u-(av+bw)=a-u-v+b-u-w
e aqu-bv=ab-u-v

Esimerkki 43. R3:sta tulee vektoriavaruus, kun méiritelldzin vektoreiden V = R3, K =R ja vektorei-
den yhteenlasku miéritelldén ehdolla (x1,x2,x3) + (y1,y2,¥3) = (x1 +y1,%2 + y2,%3 + ¥3) ja skalaa-
rikertolasku ehdolla a(x,y,z) = (ax,ay,az).

2.9 Karteesinen tulo

Toisinaan on tarpeellista luoda uusi algerallinen rakenne olemassaolevien varaan, ja tillaisesta me-
nettelytavasta yksi esimerkki on karteesinen tulo, jossa jokaista koordinaattia kohti sovelletaan sa-
maa operaatiota.

Esimerkki 44. Tapauksessa A = B = R, voidaan miiritelld yhteenlasku joukossa R? ehdolla (a,b) +
(¢,d) = (a+c,b+d). Taminkaltainen yhteenlasku yhdessd sopivasti mééritellyn skalaarikertolas-
kun kanssa tuottaa vektoriavaruuden R

Toisinaan karteesisen tulon méirittdméssi systeemissd voi olla liikaa” alkioita. Télll6in on toi-
sinaan mahdollista samaistaa alkioita kiyttamailld ekvivalenssirelaatiota.

Esimerkki 45. Olkoon (R, +,-,0, 1) kommutatiivinen kokonaisalue ja mééritelldin joukossa R x (R
{0}) kertolasku ja yhteenlasku seuraavasti: (a,b) - (c,d) = (ac,bd) ja (a,b) + (c¢,d) = (ad + bc,bd).
Miiritellddn ekvivalenssi joukossa R x (R\ {0}) ehdolla (a,b) = (c,d) <> ad = bc.
Niin médritelty ekvivalenssi on kongruenssi joukossa R x (R\ {0}) ja ekvivalenssiluokat méérit-
tavit ns. osamddrdkunnan.

2.10 Tekijasysteemi

Sovellusten kannalta hyodyllisten algebrallisten rakenteiden luomiseksi yksi hyvin kiyttokelpoinen
menetelmi on turvautua ns. tekijirakenteeseen, jota voidaan kuvailla siten, ettd laajemman algebral-
lisen rakenteen alkioita samaistetaan yhdeksi joukoksi, ja joukkojen joukosta muodostetaan uusi
algebrallinen rakenne.
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Taminkaltaseen menettelyyn on olemassa systemaattinen menetelmi, jota pohjustaaa seuraava
maédritelma:

Mairitelmé 40. Olkoon = ekvivalessirelaatio joukossa A. Joukossa A miéritelty algebrallinen
operaatio * on yhteensopiva relaation = kanssa, mikdlia=c Ab=d — axb = cx*d.

Jos kaikki algebrallisen rakenteen operaatiot ovat yhteensopivia ekvivalenssirelaation =
kanssa, sanotaan ettd relaatio = on kongruenssi.

Esimerkki 46. Lukuteoreettinen kongruenssi (kts. Méiritelmé 14) on kongruenssirelaatio, silld jos
a=,bANc=,d,niina+c=,c+djaac=,cd.

Kongruenssin méiritelméd vaikuttaa 1dhtokohtaisesti melko vaativalta: Kongruenssin pitdd ol-
la 1dhtokohtaisesti ekvivalenssirelaatio, mutta sen lisdksi yhteensopiva algebrallisten operaatioiden
suhteen. Niin ollen ei ole mitenkédin itsestddn selvid, ettd kongruensseja olisi helppo 16ytdd. Osoit-
tautuu kuitenkin, ettd algebrallisen rakenteen alirakenne médrittelee kongruenssin tietyilld ehdoilla.

Miigritelmi 41. Ryhmi H C G on G:n aliryhmd, jos a,b € H — ab € G, jaa ! € G.

Aliryhmi on siis ryhmén osajoukko, joka on suljettu ryhmioperaatioiden suhteen (ryhmaé ryh-
mén sisdlla)

Mairitelmé 42. Aliryhmid H C G on normaali, jos (Vg € G)
gH={gh|heH}={hg|he H} =Hg.

Aliryhmén normaalius merkitsee sitd, ettd (Vg € G)(Vh € H)(3h, € H) (gh = h1g).

Huomaaa, ettd kommutatiivisessa ryhmassi jokainen aliryhmi on normaali.

Ryhmien teoriassa kytkos alisysteemien ja kongruenssien vililld esitetdédn seuraavassa lauseessa:

Lause 16. Jos H on G:n normaali aliryhmd, niin ehdolla a = b < ab™" € H madidritelty relaatio =
on kongruenssi ryhmdssd G.

Mairitelmé 43. Olkoon G ryhmi ja H C G normaali aliryhma.

Kongruenssin a = b <> ab~! € H ekvivalenssiluokat muodostavat ryhmin, kun maéritellzzn [a] -
[b] = [a-b] ja[a] ! = [a~"]. Titd ryhmis sanotaan tekijiryhmdiksi ja merkitiin G/H.

Tissé tapauksessa merkitiddn usein myds [a] = aH. Tdmén merkinndn mukaisesti aH -bH = a -
bH.

Niitd merkintdji voidaan hyvinkin verrata esimerkin 19 merkintiién, jossa esim. [2] esitti joukkoa
2+ 6Z ja [5] joukkoa 5 + 6Z. Niiden summaa esittdd luokka [2] + [5] = [2+ 5] = [7] = [1], miki
voidaan yhtd hyvin merkitd muodossa

(246Z)+ (5+6Z)=T7+6Z=1+6Z.

Myos kahden algebrallisen operaation rakenteessa voidaan kongruensseja 10ytid alirakenteista.
Tétd varten otetaan kdyttoon seuraavat midritelmiit.

Miiritelmé 44. S C R on renkaan R alirengas, jos a,b € S — a+b, ab, —a € S.
Alirengas I C R on renkaan R ihanne (ideal), jos ri, ir € I aina, kun r € R ja i € I. Renkaan
ihanne on siis alirengas joka “vetdd” kertolaskulla kaikki renkaan alkiot ihanteeseen.

Kaikissa renkaissa on ainakin ihanteet {0} ja R.
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Lause 17. Jos I on renkaan R ihanne, on ehdolla a = b < a — b € I mdadrittyvd relaatio on
kongruenssi.

Mairitelmé 45. Olkoon I C S renkaan S ihanne. Kongruenssin a = b < a — b € I ekvivalenssiluokat
muodostavat renkaan, kun médritellddn [a] 4 [b] = [a + ], [a] - [b] = [a- b] ja —[a] = [—a]. Tétd
rengasta sanotaan fekijirenkaaksi ja merkitdin R/1.

Tilloin merkitidén usein myés [a] = a+ I. Niilld merkinnoilld (a4 1)+ (b+1) = (a+b) +1 seki
(a+D)(b+1)=ab+1

Esimerkki 47. Olkoon n € N. Télléin nZ = {n-m | m € Z} on renkaan Z ihanne. Se muodostuu
kokonaisluvuista, jotka ovat jaollisia luvulla 7.

Thanne I = nZ maérittdd edellimainitun mukaan ekvivalenssirelaation a = b < a —b € I, miki
tarkoittaa sité, etti a — b = nk jollekin k € Z. a — b = nk puolestaan tarkoittaa sitd, ettd n | a — b,
misté seuraa edelleen, ettd n | b — a. Kyseessi on siis lukuteoreettinen kongruenssi.

Midritelmé 46. Renkaan R ihanne / C R on maksimaalinen, jos ei ole suurempaa ihannetta J C R
johon [ sisiltyy aidosti, siis I C J.

Lause 18. Jokaisessa renkaassa on ainakin yksi maksimaalinen ihanne

Lause 19. Jos R on multiplikatiivisen ykkosalkion sisdltdvi kommutatiivinen rengas, on tekijdrengas
R/I on kunta tarkalleen silloin kuin I on maksimaalinen ihanne.

Esimerkki 48. Renkaan Z ihanne 6Z ei ole maksimaalinen, koska se siséltyy suurempiin ihanteisiin
27 ja 3Z. Tdmin vuoksi Z/6Z ei ole kunta. Sen sijaan ihanteet 27 ja 3Z ovat maksimaalisia, samoin
kuin samoin kuin 5Z.

Esimerkki 49. Niytetidn toteen, ettd x> +x + 1 on jaoton polynomi yli kahden alkion kunnan 5,
jolloin polynomirenkaan ihanne 7{x* +x+ 1) = {p(x) (x> +x+1) | p(x) € F2[x]} on maksimaalinen
ja rakennetaan neljdn alkion kunta Fy.

Esimerkki 50. Esimerkin merkintd R[x] tarkoittaa kaikkien reaalikertoimisten polynomien joukkoa
(kts. Esimerkki 39) Tissi renkaassa voidaan midritelld polynomin x*> 4 1 generoima ihanne I =
(x*>+1). Tallgin esim. (x+1)(x+1) = —1 + 1, miksi?






Luku 3
Rekursio ja induktio

Kisitteissd rekursio ja induktio on samankaltaisia piirteitd, mutta matematiikassa ne eivit ole tois-
tensa synonyymeji. Rekursio tarkoittaa jérjestettyjen matemaattisten objektien miérittelemista si-
ten, ettd pienimmdit (ns. rekursion pohja) médritellddn erikseen, esimerkiksi luettelemalla, ja pohjaa
suuremmat mééritellddn pienempien, siis jo aiemmmin miériteltyjen objektien perusteella.

Matemaattinen induktio puolestaan on menetelmi, jolla voidaan todistaa viittdmid oikeaksi re-
kursiivisesti maéritellyille objekteille. Nimestddn huolimatta matemaattinen induktio ei ole tieteen-
filosofian kannalta induktiivista paittelyd vaan yksi deduktion muoto.

3.1 Rekursio

Esimerkki 51. Kun n € Ny = {0, 1,2,...}, voidaan kertomafunktio n! méiritelld rekursiivisesti mié-
rittelemélld ensin 0! = 1 (rekursion pohja) ja timin jilkeen (n41)! = (n+ 1) -n!.

Huomautus 27. Edellinen miéritelmi kattaa kaikki joukon Ny alkiot, koska 0! on méritelty, ja (n+
1)! = (n+1)-! tulee médritellyksi rekursiivisesti pienemmén arvon n! perusteella.

Tamai toteama ettd n! on midritelty kaikille joukon Ny alkiolle, on puolestaan luonteeltaan rekur-
siivinen ja perustuu siihen, ettd joukko Ny voidaan itsessddn madritelld joukkona, jossa on pienin
alkio 0, ja muut saadaan tésté rekursiivisesti seuraajafunktiolla: s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), .... Jotta
niin saataisiin aikaan Ny, pitdd seuraajafunktiolle asettaa tiettyjd ehtoja (kts. Matematiikan perustie-
dot).

Huomautus 28. Kertomafunktion méiritelmésti seuraa suoraan, ettd n! =n-(n—1)!=n-(n—1)-

mn=2)!=...=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1, joten kertomafunktio voitaisiin méritelld myos 0! = 1
ja
n
n' =1 3.1)
i=1
mutta midritelmi (3.1) ei ole rekursiivinen. Kertoma n! ilmaisee niiden jonojen méirén, jotka voi-
daan muodostaa luvuista {1,2,...,n} valitsemalla yksi luku vain kerran.

Huomautus 29. Kertomafunktion rekursiivisessa méiritelméissi suurempi arvo (n+ 1)! méiritelldén
vain yhden pienemmain arvon n! perusteella, mutta niin ei vélttamaétta tarvitse olla.

Esimerkki 52. Fibonaccin luvut miiritelldsin ehdoilla Fy = 0, F1 = 1 (rekursion pohja) ja F,4» =
Foi1+F,kunn>0.Ndinollen siis F, =Fi+Fy=14+0=1,s=FKR+F=1+1=2, F, =
h+F=241=3,=FR+FK=34+2=5F=F+F,=5+3=28,jne.

Huomautus 30. Edellisten esimerkkien rekursiossa suuremmuus maériteltiin joukon Ny perusteella.
Joukko Ny on médriteltdvissd hyvin yksinkertaisella rekursiolla, jossa kukin suurempi alkio s(n)
madritelldéin ainoastaan yhden pienemmin alkion n perusteella. Nidin ei kuitenkaan tarvitse aina
olla, vaan jdrjestysrelaatio voi olla myos monimutkaisempi.

Seuraavissa esimerkeissd méadritelldin ns. propositiologiikan alkeiskisitteet. Propositiologiikkaa
voidaan paitsi kdyttdsd mallintamaan yksinkertaisia kylld/ei -véitelauseita sekd niiden yhdistelmid,
my0s loogisia piirejd, jotka koostuvat yksinkertaisista AND, OR, ja NOT-porteista. Klassista infor-
maatiota kisittelevien tietokoneiden toimintaa voidaan kuvailla hyvinkin monilla eri tasoilla, mutta
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siirryttdessi fysikaalisesta esitystasosta loogiseen yleenséd ensimmaéiseksi valitaan nimenomaan loo-
giset portit ja niiden suorittamat operaatiot.

Kehityshistoriaan liittyen on syytd kuitenkin mainita, ettd mainitut loogiset operaatiot ja niiden
ominaisuudet olivat tunnettuja jo huomattavasti ennen ensimmaéisten puolijohdepiirien valmistamis-
ta, ja fysikaalisen toteutusmuodon kehitysté ohjasi tarve toteuttaa tunnettuja loogisia operaatioita.

Mairitelmé 47. Propositiologiikan aakkosto koostuu

1. Numeroituvasti ddrettomasté joukosta propositiomuuttujia xy, x, X3, . ..
2. Loogisista konnektiiveista N, V, —
3. Sulkumerkeisti ( ja ).

Ylldaamainitun aakkoston perusteella voidaan kirjoittaa monenlaisia merkkijonoja, esimerkiksi
x1)—x3)xs V (. Propositiologiikan kaavat eli propositiot ovat yllimainitun aakkoston avulla kirjoitet-
tuja merkkijonoja, mutta eivit mielivaltaisia, vaan niiden muodostamiseksi on tarkka sidinto, jonka
ilmaisee seuraava méaritelma

Miiritelmé 48. Propositiologiikan hyvinmuodostetut kaavat (propositiot) mééritellddn seu-
raavasti

* Propositiomuuttujat x1, xp, x3, ... ovat kaavoja.
+ Jos ¢ ja Y ovat kaavoja, niin my6s (=¢), (p A y) ja (¢ V y) ovat kaavoja.
» Ylldolevat ehdot médrittelevét kaikki propositiologiikan kaavat.

Esimerkki 53. Ylldolevan miiritelmdn mukaan propositiologiikan kaavoja ovat esimerkiksi x1, xp,
x3, (x1 Ax2) (7x3), (01 Ax2) V (=3)), (01 A (=) Ja (((en Axz) V(=x3) ) A (1 V(7).

Huomautus 31. Ylldolevaa médritelméd voidaan verrata luonnollisten lukujen aksiomaattiseen mii-
rittelyyn (kts. Matematiikan perustiedot), jossa rekursiivisen rakenteen pohjan muodosti yksi ainoa
alkio 1, mutta tissd ddrettomén monta propositiomuuttujaa xi, xp, x3, .. ..

Toinen analoginen seikka on uusien alkioiden muodostus edellisten avulla. Luonnollisten lukujen
rakenteessa oli tosin ainoastaan seuraajafunktio s(n), jolla saadaan uusi luku kun 7 tunnetaan. Propo-
sitiologiikassa sen sijaan on periti kolme mahdollisuutta —, A ja V muodostaa aiemmista kaavoista
uusia.

Kolmas analoginen piirre on viimeisin ehto, jonka mukaan muita kaavoja kuin edelldmainituilla
ehdoilla saatavia ei ole. Taméi vastaa luonnollisten lukujen ns. induktioaksioomaa, jonka mukaan
kaikki luonnolliset luvut saadaan, kun ldhdetédin liikkeelle luvusta 1 ja otetaan mukaiseen jokaisen
luvun seuraaja.

Puurakenne esittdd propositiologiikan kaavan muodostamistapaa. Esimerkiksi alhaalla vasem-
malla lehtind olevat propositiomuuttujat x; ja xp liitetddn toisiinsa A-konnektiivilla, jolloin saa-
daan osakaava (x; A x;). Samoin kolmanneksi vasemmalta oleva propositiomuuttuja x3 saa eteensé
konnektiivin —, jolloin saadaan osakaava —x3, ja puurakenteessa ylospiin siirryttdessd seuraavaksi
huomataa, ettd edelliset osarakenteet liitetddn toisiinsa konnektiivilla V, jolloin saadaan osakaava
((x1 /\X2) V (—|x3)),jne.

Huomautus 32. Propositiologiikan kaavojen esitysasua yksinkertaistetaan yleensd sopimuksilla, joi-
ten avulla voidaan vihentédd sulkeita tulkinnan (esitetddn myohemmin) kdrsiméttd. Esimerkiksi so-
vitaan, ettd (—x1) V xp voidaan kirjoittaa muodossa —x; V x; eiki sitd pidd sekoittaa merkintdén
—(x1 V xp). Téllsin sanotaan, ettdi on sovittu konnektiivin — sifovan vahvemmin kuin konnektiivin
V.

Huomautus 33. Edellimainitun kaltaisia sopimuksia operaatiomerkintdjen sitovuudesta esiintyy pal-
jonkin perinteisessd matematiikassa: On esimerkiksi sovittu, ettd a - b+ ¢ tarkoittaa kaavaa (a-b) +c,
eikd kaavaa a- (b+c¢).
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Esimerkki 54. Sopimalla sulkeiden poistoista johdonmukaisesti voidaan (((x; Axz) V (—x3)) A (x1 V
(—x4))) kirjoittaa muodossa ((x1 Axz) V —x3) A (x1 V —xa).

Huomautus 34. Ylldolevan esimerkin propositio (((x; Ax2) V (—x3)) A (x1V (—x4))) voidaan esittii
seuraavanlaisen, ns. puurakenteen avulla. Rekursion pohjina toimivia propositiomuuttujia kutsutaan
tdssd esitystavassa lehdiksi ja ylinnd esiintyvdd konnektiivia juureksi.

Huomautus 35. Ylldolevan puurakenteen tulkinta tulee ilmeisemmaéksi myohemmin kun perehdy-
tddn propositiologiikan syntaksin sijasta semantiikkaan. Tédssd yhteydessd on kuitenkin jo huomat-
tava, ettd propositiologiikan rekursiivisesti médritellyn syntaksin vuoksi kaikki propositiologiikan
kaavat voidaan tietysti esittdd ylld olevan puukaavion muodossa.

3.2 Induktio

Yksi tapa todistaa matemaattinen viittdmi oikeaksi direttdbmin monen tapauksen kohdalla on ns.
matemaattinen induktio, joka nimestidn huolimatta ei ole induktiivista pédttelyd, vaan yksi deduk-
tion alalaji. Matemaattisessa induktiossa vditdma todistetaan rekursiivisesti méiritellyille objekteille
todistamalla se ensin oikeaksi rekursion pohjan muodostaville alkiolle ja sen jdlkeen osoittamalla,
ettd rekursion soveltaminen sdilyttdd vaittimin totuusarvon.

Matemaattinen induktio rinnastetaan usein tdydelliseen induktioon, jossa kiyddén ldpi kaikki tar-
kasteltavan joukon yksittédistapaukset. Tdaydellinen induktio ja matemaattinen induktio eivit kuiten-
kaan ole tieteenfilosofian kannalta sama késite, mutta tdstd huolimatta ne toisinaan samaistetaan ja
varsinkin matematiikan kirjallisuudessa termit sekaantuvat usein. Nimestddn huolimatta matemaat-
tinen induktio ei ole induktiivista vaan deduktiivista péattelyd.

Luonnollisten lukujen joukko on yksinkertaisin d4reton rekursiivinen rakenne: Luku 1 toimii re-
kursion pohjana, ja luvun n seuraaja s(n) saadaan lisdamélli 1, siis s(n) = n+ 1. Soveltamalla seu-
raajafunktiota lukuun 1 rekursiivisesti saadaan jono 1, 2 = s(1), 3 = 5(2) = s(s(1)), .... Luonnol-
listen lukujen induktioaksiooman (kts. Matematiikan perustiedot) perusteella ndin muodostettu jono
sisdltdd kaikki luonnolliset luvut, joten induktioperiaate luonnollisille luvuille (tai samankaltaiselle
rekursiiviselle rakenteelle) toimii seuraavan lauseen mukaisella tavalla.

Seuraavassa lausessa P viittaa johonkin ominaisuuteen joka voi olla luonnollisilla luvuilla, ja
sanotaan, ettd P(n) on tosi, mikili luvulla n on ominaisuus P.

Lause 20 (Induktioperiaate joukossa N). Jos voidaan néyttdd toteen etti

* P(1)ontosi
e (Vn)(P(n) = P(n+1)) on tosi,

niin ominaisuus P(n) on tosi kaikilla n € N.

Sanallisesti ilmaistuna edellinen lause sanoo, ettd jos jokin ominaisuus P pitee luonnolliselle
luvulle 1 (rekursion pohja), sek jokaiselle luonnolliselle luvulle n on voimassa se, ettd P(n) implikoi
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P(n+ 1):n. Toisin sanoen, ominaisuus P periytyy luvulta n tisti rekursiolla saatavalle luvulle n+ 1 =
s(n). Mikili ndin tapahtuu, niin silloin ominaisuus P on tosi jokaiselle luonnolliselle luvulle.

Luonnollisia lukuja koskevaa induktioperiaatetta voidaan kuvata my6s dominopalikoiden avulla:
ajatellaan, ettd dominopalikat on numeroitu luonnollisten lukujen mukaan 1, 2, 3, ... (d4reton méérd
palikoita!) ja ettd seuraava viittdimi pitee: palikan n kaatuessa kaatuu myos seuraava palikka n+ 1.
Miti tdlloin tapahtuu, jos palikka 1 kaatuu? silloin kaatuu myos palikka 1+ 1 = 2, ja téstd seuraa,
ettd myos palikka 2 + 1 = 3 kaatuu, misti jilleen seuraa, ettd palikka 3 4 1 = 4 kaatuu, jne. Johto-
paatoksend on, ettd kaikki palikat (ddreton médira) 1:sta eteenpédin umeroituvasti kaatuvat. Juuri timéi
on luonnollisia lukuja koskevan induktioperiaatteen takana piilevé intuitio.

Viite (Vn)(P(n) — P(n+ 1)) niytetdén toteen osoittamalla, ettd P(n) — P(n+ 1) pitee, kunhan
lukua 7 ei ole sidottu mihink@déin ominaisuuteen (esim. parillisuuteen, olemaan pienempi kuin 100,
tms.). Tama voidaan ilmaista myos siten, siten, ettd luku n on “vapaa” eiké sen suhteen siis ole tehty
mitdén oletuksia. Viittimd P(n) — P(n+ 1) puolestaan néytetéin toteen ensin olettamalla P(n) ja
johtamalla téstd P(n+1).

Edelisin merkinnin sanotaan, ettd P(1) on induktion léihtékohta, johtopiitos (Vn)(P(n) — P(n—+
1)) on induktioaskel, P(n) on induktio-oletus ja P(n+ 1) induktioviite.

Huomautus 36. Joukolla Ny = {0} UN on samankaltainen rekursiivinen rakenne kuin joukolla N,
joten induktion ldhtokohdaksi voitaisiin valita yhtd hyvin O luvun 1 sijaan. Tdmé ajatus voidaan
yleistdi ja valita itse asiassa miké tahansa kokonaisluku k € Z induktion ldhtokohdaksi, jolloin lause
20 seuraavaan muotoon:

Lause 21. Mikdli voidaan ndyttid toteen, ettd

1. P(k) on tosi ja
2. (YVn>k)(P(n) — P(n+1)) on tosi,

niin ominaisuus P(n) on tosi joukossa {k,k+1,k+2,...,}.

3.3 Induktiotodistuksia joukossa N

Esimerkki 55. Sanotaan, ettd jono xx ...x,, on n-pituinen bittijono, jos kullekin muuttujalle x; an-
netaan arvoksi joko O tai 1. Seuraavassa lauseessa selvitetdin n-pituisten bittijonojen maéré.

Lause 22. n-pituisia bittijonoja on 2" kappaletta.

Todistus. Todistus voidaan suorittaa tdydelliselld induktiolla. Olkoon n-pituisten bittijonojen méadra
B(n) ja P(n) ominaisuus B(n) = 2", jolloin siis induktioperiaatteen mukaan on todistettava P(1) ja
(Vn)(P(n) — P(n+1)). P(1) tarkoittaa sitd, ettd B(1) = 2! (yhden pituisten bittijonojen miiri on
2), miki on selvisti tosi.

Suoritetaan seuraavaksi induktioaskel, eli ndytetéddn toteen implikaatio (Vn)(P(n) — P(n+1)).
Titéd varten ndytetiédn toteen implikaatio P(n) — P(n+ 1), kun luvusta n ei oleteta mitdén erityisti.
Tété varten taas oletetaan P(n) (induktio-oletus) ja johdetaan siiti P(n+ 1) (induktioviite).

Oletus P(n) tarkoittaa, ettd B(n) = 2", siis n-pituisten bittijonojen méird on 2". P(n+ 1) puoles-
taan puhuu n + 1-pituisten bittijonojen médrasté, joten on mietittdvi, miten se suhtautuu n-pituisten
jonojen madrddn. Helposti huomataan, ettd kaikki n 4 1-pituiset jonot saadaan n-pituisista lisdd-
malld eteen joko O tai 1, midrd siis kaksinkertaistuu kun pituutta lisdtddn yhdelld. Niin ollen
B(n+1) =2-B(n) =2-2" =2""! miki onkin viite P(n+1).

Titen on todistettu seuraussuhde P(n) — P(n+ 1). Tistd seuraa (Vn)(P(n) — P(n+ 1)), silld
luvusta n ei oletettu mitdén.

Esimerkki 56 (Bernoullin epdyhtdilo). Olkoon x > —1 ja ndytetdédn toteen, ettd aina kun n € N, on
voimassa (1 + x)" > 1+ nx. Merkitdéin P(n):114 titd ominaisuutta ja nidytetdédn ensiksi induktion
ldhtokohta P(1) todeksi.

P(1) on siis sama kuin (1+x)! > 1+ 1-x, miki pitdd selvésti paikkansa, niin ollen induktion
lahtdkohta on tosi.

Osoitetaan sitten oikeaksi induktioaskel (Vn)(P(n) — P(n+ 1)), miki tapahtuu siten, ettd ndy-
tetdiin toteen P(n) — P(n+ 1) olettamatta luvusta n mitdén erityistd. Implikaatio P(n) — P(n+1)
puolestaan osoitetaan oikeaksi olettamalla vasen puoli todeksi ja johtamalla téstd oikea puoli.
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Oletetaan siis, ettd P(n) on tosi, toisin sanoen, ettd (1 +x)"” > 1+ nx. Tistd oletuksesta on johdet-
tava P(n+ 1), siis epayhtild (1+x)"+t! > 1+ (n+ 1)x. Johtaminen voi tapahtua seuraavasti:

(14" =(14x)(14x)"> (14+x)(1+nx) = 1 +nx+x+nx> = 1+ (n+ Dx+nx® > 1+ (n+ 1x.

Esimerkki 57. Osoitetaan induktiolla todeksi, etti

i= %n(n-ﬁ- 1) (3.2)

-

i=1

Ominaisuus P(n) tissd yhteydessi tarkoittaa siti, ettd yhtils (3.2) toteutuu luvulle n, ja induktioto-
distuksessa onkin ensiksi tarkistettava ldhtokohta P(1). Tdmai tarkoittaa yhtdloa

ii:%-l'(l—kl),

mika on selvisti tosi.
Induktioaskelta (Vn)(P(n) — P(n+ 1)) varten oletetaan ensin P(n) (induktio-oletus) ja johdetaan
tastd P(n+ 1) (induktioviite). Témi voidaan tehdi seuraavasti:

n+1 n 1 1 1 1
=) 1 == 1 1= D+-2n+2)= = 1 2).
;l ;l—i—n—i— 2n(n+ )+n+ 2n(n+ )—1—2( n—+2) 2(n+ Y(n+2)

Koska luvusta n ei oletettu mitédén erityistd, on implikaatio tosi kaikille n € N.

Esimerkki 58. Palauta mieleen Fibonaccin lukujen rekursiivinen médritelmé: Fp = 0, F; =1 ja
Foui2 = Fyy1 + F,, kun n > 0. Osoitetaan matemaattisella induktiolla todeksi, ettd F,, < 2" aina, kun
n € Np.

Ominaisuus P(n), jota tissd yhteydessé ollaan nidyttdmissi toteen, on siis F, < 2" ja koska re-
kursion pohjana toimivat Fy ja Fi, pitdéd induktion 1dhtokohta varmistaa oikeaksi molempien osalta.
Havaitaan ettd Fy = 0 < 29 = 1 sekid F; = 1 < 2! =2 ovat molemmat tosia.

Induktioaskelta varten oletetaan, ettd P(n) on tosi aina, kun n > 1 ja timén pohjalta ndytetidn
todeksi myds P(n+ 1). Tdmi voi tapahtua seuraavasti: Olkoon n > 2. Tilloin

Fn :Fn—l +Fn—2 S 2}171 _|_2n72 S 2n71 +2n71 :2.2n71 —n

Tamin osion lopuksi esitettdvid binomikaavaa varten kerrataan kurssista Matematiikan perustie-
dot ns. binomikertoimet ja tarkastellaan joitakin niiden ominaisuuksia. Johdantona binomikaavaan
voidaan tarkastella binomin a + b potensseja

(a+b)' =a+b, (a+b)>=a*+2ab+b* (a+b)’ =d’+3d°b+3ab®+b°,
(a+b)* =a* +4a°b + 6a*b* +4ab® +b*,  jne.

Edellisissi esimerkeissi (a + b)" on summalauseke, jossa esiintyvit termit C,,7l~a”’ib" ja jokaisessa
termisséd C,; on jokin tietty kerroin. Newtonin binomikaava selvittdd kertoimien C,, ; muodon.

Miidritelmii 49. Olkoon 0 < n < m. Binomikerroin (') mééritelldén

Esimerkki 59.
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Lause 23. Jos 1 <n <m— 1, niin (") = (m_l) + (’"‘1)

n n—1

Todistus. Tiassa todistuksessa esiintyy ainoastaan yhtdsuuruuksia, jotka on perusteltavissa méadritel-
milli tai (reaali)lukujen perusominaisuuksilla:

-
_ (m-) (m— 1),

T am—i—n)! = D)lm—1—(n=1))
_ (m=1)m—n) (m—1)n

n!(m—n)! n!(m—n)!
_ (m=1D)m—n+n) m!
n!(m—n)! ~ nl(m—n)!

Taustatietoa

Blaise Pascal (1623-1662) oli ranskalainen matemaatikko, fyysikko
ja filosofi, jonka katsotaan perustaneen todennzkoéisyyslaskennan.
Hin tutki my6s projektiivista geometriaa. Pascalin mukaan on nimet-
ty paineen yksikko ja ohjelmointikieli.

(kuva: Wikimedia Commons)

Huomautus 37. Lauseen 23 mukaisesti binomikertoimet muodostavat ns. Pascalin kolmion, jonka
kukin alkio askemalla yldoikealla ja yldvasemmalla olevat alkiot yhteen:

(o) 1
RGIRGH X
RGIRGRCI Y
© 0 G, 1331

GGG G @ e

Binomikertoimen merkitys kombinatoriikassa (yhdistelmii tutkiva matematiikan haara) on seu-
raava: (’:) ilmaiseen niiden tapojen méirén, joilla m:n alkion joukosta voidaan valita n alkiota,
kun valintajérjestykseen ei kiinnitetd huomiota. Tdmi voidaan havaita oikeaksi seuraavasti: Olkoon
C(m,n) mainittu tapojen méird. Koska valitut n alkiota voidaan jirjestdd jonoon n! eri tavalla, on
n!C(m,n) niiden tapojen méiri, joilla voidaan m:n alkion joukosta valita n alkiota jdrjestys huo-
mioon ottaen. Koska ensimméinen alkio voidaan valita m:114 tavalla, toinen m — 1:114, jne., on timi
médrd m(m—1)(m—2)-...-(m—n+1). Néin ollen

n!lC(m,n) =mm—1)-...-(m—n+1),

misti jakolaskulla ja médritelmid soveltamalla saadaan
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Clm,n) = m(m— l)n' (m—n+1)

_mm—1)e . (m—nt1)m—n)l _ om! (m)

n!(m—n)! ~ n!(m—n)! n

Esimerkki 60. Joukosta {1,2,3,...,39} voidaan valita 7 numeroa (%) = 735 = 15380937 eri ta-
valla.

Lause 24 (Newtonin binomikaava).

kun n on positiivinen kokonaisluku.

Todistus. Todistetaan viittima induktiolla. Induktion ldhtokohta P(1): Kun n = 1, on vasen puoli
(a+Db)' = a+ b ja oikea puoli ((]))al_obo + (})al_lbl = a+ b, joten viite pitee tapauksessan = 1.

Induktioaskel (Vn)(P(n) — P(n+1)): Oletetaan ensin P(n) ja johdetaan P(n+ 1). Suora lasku ja
P(n) antaa

(a+b)""' = (a+Db)(a+b)"

|

ntl—iyi "o n—(i—1) i—1+1
a b+ Z . a b
=AU
(r'l>an+1ibi+i ( n 1>an+libi+bn+l
i=1 \l

1
+ (lil 1>)an+l—ibi+bn+l

1>an+libi +bn+l

)aﬂ+llbl.

Niin saatu yhtésuuruus on viite P(n+ 1). Tilldin (I — )-sdénndn nojalla on johdettu P(n) — P(n+1)
ja P(n) voidaan poistaa oletuksista. Kvanttori (Vn) voidaan (/V)-sddnnon mukaan lisitd, silld lu-
ku n ei esiinny vapaana missddn poistamattomassa oletuksessa. Néin ollen on johdettu kaava
(Vn)(P(n) — P(n+ 1)). Induktioperiaatteen mukaan on siis todistettu (Vn)P(n).

Q
)}
=
_|_
.M:

Il
_

n

Q
3
=
+
.M:
/N

Il
-

S
~_

-~ +

_ an+l +

L ("

i=0
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Taustatietoa

Sir Isaac Newton (1643-1728) oli englantilainen matemaatikko,
fyysikko, filosofi ja alkemisti. Newton esitti mekaniikan perustavat
liikelait sekd yleisen gravitaatiolain. Hin kehitti differentiaali- ja
integraalilaskennan riippumatta Gottfried Leibnizin samanaikaisesta
tyostd. Newtonin katsotaan kuuluvan Gaussin ja Arkhimedeen ohella
maailmanhistorian merkittivimpien matemaatikkojen joukkoon.

(kuva: Wikimedia Commons)

Miiritelmé 50. Matemaattinen induktio on menetelma4, jolla rekursiivista rakennetta koskeva
viittdima voidaan todistaa oikeaksi ddrettomaélle miérille erikoistapauksia.
Matemaattinen induktio perustuu kahteen askeleeseen:

1) Viittimén todistaminen rekursion pohjimmaisille alkioille (induktion lahtokohta)
2) Viittdmin totuusarvon siirtdminen rekursiossa ylospdin (induktioaskel).

3.4 Propositiologiikan semantiikkaa

Miiritelmé 51. Olkoon HMK propositiologiikan hyvinmuodostettujen kaavojen joukko (kts. Mai-
ritelmi 48). Propositiologiikan rotuusarvotus eli arvotus on funktio @ : HMK — {0, 1}, joka voidaan
madritelld rekursiivisesti seuraavalla tavalla:

* Propositiomuuttujille x;, x, x3, ... arvot o¢(x;) € {0, 1} kiinnitetddn mielivaltaisella tavalla.
* Jos ¢ ja y ovat propositioita, niin a((—¢)) =1—oa(9), a((¢ Ay)) = min{c(9),c(y)}, ja
a((¢Vy))) = max{a(9),a(y)}.

Madritelmé 52. Olkoon ¢ jokin propositio ja & jokin arvotus. Jos ¢¢(¢) = 0, sanotaan, ettid ¢ on
epditosi arvotuksessa o. Jos a(¢) = 1, sanotaan, ettd ¢ on fosi arvotuksessa o.

Huomautus 38. Totuusarvotus & : HMK — {0, 1} tulee edelléimainitulla tavalla yksikésitteisesti mié-
ritellyksi joukossa HMK.

Todistus. Huomautus voidaan todistaa oikeaksi induktiolla. Induktion ldht6kohta: Midritelman mu-
kaan o kiinnittdd arvon jokaiselle propositiomuuttujalle x;, joten induktion ldhtokohta on tosi.

Induktioaskel: Esitetddn induktio-oletus, jonka mukaan véittima pitdd paikkansa propositiolle ¢ ja
V.

Tilloin arvotuksen ¢ méiritelméstd seuraa, etti a((—¢)) =1 — a(¢), ja ettd a((¢ Ay)) =
min{o(¢),o(y)}. Samoin ja cx((¢ V y)) = max{a(¢),a(y)}. Koska kaikki propositiot saadaan
aikaan aiemmista osita negaatioilla, konjunktioilla tai disjunktioilla, voidaan todeta, etté viite on tosi
kaikille propositioille.
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Esimerkki 61. ¢ = ((x1 Ax2)V —x3) A(x] V—xy) jaarvotus o, jolle a(xy) =1, a(x2) =1, ot(x3) =0,
ja OC(X4) =1

Esimerkki 62. ¢ = ((x1 Ax2)V —x3) A(x1 V—xy) jaarvotus o, jolle at(xy) =1, at(x2) = 1, ot(x3) =0,
ja OC()C4) =1.

Esimerkki 63. ¢ = ((x1 Ax2)V—x3) A(x1 V—xa) jaarvotus o, jolle a(xy) =1, at(x2) = 1, ot(x3) =0,
ja OC()C4) =1.

Esimerkki 64. Esimerkki ¢ = ((x; Ax2) V —x3) A (x] V —xq) ja arvotus o, jolle ot (x;) =1, a(xp) = 1,
OC(X3) =0,ja OC(X4) =1

Esimerkki 65. ¢ = ((x1 Ax2)V —x3) A(x1 V—xg) jaarvotus o, jolle at(xg) =1, at(x2) = 1, ot(x3) =0,
ja OC(X4) =1.

Mairitelmé 53. Arvotus o on pienempi tai yhtéisuuri kuin arvotus B (merkitidn o < f), jos a(x;) <
B (x;) jokaiselle propositiomuuttujalle x;.

Huomautus 39. o < 3 on osittainen jirjestys arvotusten joukossa. (miksi?)
Madritelmé 54. Propositio ¢ on monotoninen, jos ehdosta @ < 3 seuraa o/(¢) < B(¢).

Lause 25. Jos propositio ¢ muodostetaan rekursiivisesti kdyttdmdlld vain konnektiiveja N ja V, eikd
lainkaan konnektiivia —, on ¢ monotoninen.

Todistus. Olkoot @ ja f arvotuksia ja oo < 3.

Induktion ldhtokohta: Jos ¢ = x; (propositiomuuttuja), on méiritelmin mukaan o (x;) < B (x;), joten
¢ = x; on monotoninen.

Induktioaskel. Oletetaan, ettd viittama pitdéd paikkansa propositiolle ¢ ja y ja nédytetdin toteen, etti
se pitdd paikkansa myos propositiolle (¢ A y) ja (¢ V ).

Todistus:
a(¢ Ay) =min{a(), a(y)} <min{B(¢).B(y)} =L(d Ay).

Samoin

o(¢ vV y) =max{a(¢), a(y)} < max{B(¢),B(y)} =B(¢ V).

Induktioperiaatteen nojalla voidaan todeta, ettd véittama pitdd paikkansa kaikille propositioille, jotka
voidaan muodostaa kdyttamélla konnektiiveja Aja V. 0O

Propositiologiikan semantiikan keskeinen kysymys kuuluu: onko jokin annettu propositio Y to-
teutuva vai ei. Tami voidaan periaatteessa aina selvittdd kdymailld 1dpi kaikki mahdolliset arvotuk-
set niiden muuttujien osalta, jotka propositiossa esiintyvit. Tétd voidaan havainnollistaa seuraaavan
taulukon avulla: Totuustaulukon sarakkeet

X (X2 X1 | | @ (X1, oy Xn)
0/0]...] 0 ]0 *
0]0 0|1 *
00 110 *
00 1|1 *
1(1 1|1 *
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rakennetaan siten, ettd propositiomuuttujien xy, ..., x, kaikki arvot kidydéén lapi. Taméd on mahdol-
lista varmistaa monilla eri tavoilla, joista yksinkertaisin lienee aloittaminen yhden bitin systeemista
(0 tai 1) ja tdmén jidlkeen voidaan lisdtd mahdollisten arvojen eteen O tai 1, jolloin bittijonon pituus
kasvaa yhdelld ja lukumidra kaksinkertaistuu.

Seuraava kuva havainnollistaa tdtéd prosessia:

0000

0001

0010

0011

000 0100

001 0101

00 010 0110

0 01 011 0111

1710 7100 1000 3¢
11 101 1001
110 1010
111 1011
1100
1101
1110

1111

Ensimmaisessd vaiheessa on siis vain yksi propositiomuuttuja (bitti), joka voi saada arvon O tai 1,
ja kun ndmi arvot kirjoitetaan allekkain, saadaan 2 x 1-taulukko jossa on kaksi rivid ja yksi sara-
ke. Tdtd voidaan laajentaa 4 x 2-taulukoksi, joka muodostetaan edellisessd vaiheessa olleen 2 X 1-
taulukon kahdesta kopiosta (sininen ja punainen). Sinisen kopion eteen kirjoitetaan O ja punaisen
kopion eteen 1. Konstruktiota voidaan laajentaa kolmen sarakkeen taulukoksi samalla idealla: 4 x 2-
taulukosta otetaan kaksi kopiota (sininen ja punainen), sinisen kopion eteen asetetaan 0 ja punaisen
eteen 1. Téll4 tavoin jatkettaessa ndhdéddn ettd muuttujien midrén lisdédntyessd yhdelld mahdollisten
arvotusten midri tuplaantuu: Yhdelld propositiomuuttujalla on 2! = 2 mahdollista arvotusta, kah-
della 2> =4ja2® =8, jne.

3.5 Toteutuvuus

Yksi merkittdvimmistd kysymyksistd propositiologiikassa lienee seuraava: Jos on annettuna kaava
@ (x1,...,x,), onko olemassa sellaista arvotusta propositiomuuttujille x; , ..., X, ettd ¢ (x1,...,x,)
tulisi todeksi? Tatd kutsutaan propositiologiikan toteutuvuusongelmaksi.

Tamin kysymyksen selvittimiseksi on periaatteessa aina mahdollista kdyda l4pi kaikki 2" vaih-
toehtoa propositiomuuttujille, mutta kéytdnnon hankaluudeksi muodostuu eksponenttifunktion 2"
arvon kasvaminen suureksi jo melko pienilld luvun n arvoilla. Téten siis kaikkien vaihtoehtojen léapi
kdyminen suurilla n:n arvoilla muodostuu laskennallisesti haastavaksi ongelmaksi.

Toisaalta monien kdytinnon ongelmien, kuten lukujirjestys- tai aikataulutusongelmien optimaali-
seksi ratkaisemiseksi ei ole tiedossa mitédén oleellisesti parempaa menetelméd kuin kaikkien ratkai-
suvaihtoehtojen vaihtoehtojen ldpikdyminen. Laskenta-ajan puitteissa timd muodostaa suuren on-
gelman, silld 2" kasvaa suureksi jo varsin pienilld n:n arvoilla. Jos esimerkiksi n = 300, on 2" jo
suunnilleen suuruusluokkaa 10%°, kutakuinkin saman verran kuin arvioitu atomien méird havaitta-
vissa olevassa maailmankaikkeudessa.

Jos siis proposition ratkeavuusongelman selvittdmiseksi pitdd kidyda 1dpi kaikki mahdolliset vaih-
toehdot, tulee n:n propositionmuuttujan tapauksessi kédyda ldpi 2" eri totuusarvotusta, ja kutakin
arvotusta kohti pitdd vield laskea kyseisen proposition arvo (tosi/epitosi). Tédten siis joudutaan kiyt-
tdmidn ainakin aika, joka on verrannollinen lukuun 2", ja kidytetty aika siis kasvaa ainakin ekspo-
nentiaalisesti lukuun » nihden.

Jo 1970-luvulta asti asiaa tutkittaessa on havaittu, ettd monet merkittavit laskennallisesti mer-
kittavit ongelmat voidaan palauttaa (redusoida) propositiologiikan ratkeavuusongelmaan. Tama tar-
koittaa sitd, ettd mikéli propositiologiikan ratkeavuusongelmalle 16ydettéisiin laskennallisesti teho-
kas ratkaisu, tdstd seuraisi my0s tehokas ratkaisu monille muille tirkeille ongelmille.
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Siksi onkin hyvin perusteltua kysy# olisiko olemassa oleellisesti tehokkaampaa menetelmii pro-
positiologiikan toteutuvuusongelmaksi? Erityisesti, olisiko olemassa jokin sellainen menetelm4, jo-
ka toimisi ajassa p(n), missd p on jokin polynomi? On huomattava, ettd mille hyvénsé polynomille
p(n)/2" =22 0, joten miki tahansa polynomi p(r) on suurilla 7:n arvoilla mitittémén suuruinen
lukuun 2" néghden.

Vaikka kysymys on hyvin perusteltu, myos kaytannolliseltd kannalta mielenkiintoinen ja asiaa on
tutkittu n. 50 vuotta, ei vastausta siihen tiedetd vield. Kysymys on tapana formalisoida midrittele-
milld P niiden ongelmien luokaksi, jotka voidaan ratkaista ns. deterministiselld Turingin koneella
polynomiajassa ja NP ongelmien luokaksi jotka voidaan ratkaista epddetermisistiselld Turinin ko-
neella polynomiajassa. Tdlloin ongelman muotoilu saa asun

P +#NP?

Clay Mathematics Institute tarjoaa $1000000 palkinnon timén ongelman selvittimisest.

Luvun oleellisia asioita:

» Rekursio ja rekursiivinen rakenne.
* Matemaattinen induktio (osattava!) on yksi tapa osoittaa vaittdma todeksi ddrettomén mo-
nelle arvolle, mutta nimestddn huolimatta on yksi deduktion muoto.






Luku 4
Boolen algebra

4.1 Propositiologiikan sovelluksia

Jo 1900-luvun alkupuolelta asti on osattu kéyttdd elektroniputkia sdahkotekniikan komponentteina,
joiden avulla on voitu esim. jannitettd kasitelld on/off-syotteend ja elektroniputkien ulosantia loogi-
sena tulosteena.

¢ Jinnite on mahdollista mieltdd 0 / 1 —suureena (0 V vs. 5 V).

* Virtapiireissid on mahdollista rakentaa —, A, ja \V -rakenteita.

* Nykyaikaisten klassisen informaation tietokoneiden toiminta on perustasolla kuvattavissa niistd
rakentuvien funktioiden avulla.

Esimerkki 66. Jos kdytettdvissd on V, A ja —-portit, mieti minkélaisella piirilld toteutetaan yhteen-
lasku x| + x, (ja muistinumero), kun x;, x, € {0,1}.

1900-luvun loppupuolelta alkaen on komponentteja osattu rakentaa ns. mikropiireihin, joiden loogi-
nen rakenne perustuu puolijohdekomponenttien sihkoiseen toimintaan. Nykyiselld tekniikalla voi-
daan rakentaa yli sata miljoonaa komponenttia (esim. transistoria) neliomillimetrin kokoiselle alu-
eelle. Tam4 mahdollistaa hyvin monimutkaisen tietojenkésittelyn pienessa tilassa.

Voidaan kuitenkin huomata, ettd monenlaiset propositiologiikan kaavat voivat mééritellda saman
funktion ja jonkin fysikaalisen toteutuksen puitteissa saattaa olla hyvinkin perusteltua valita jokin
tietty kaava esittdmién kyseistd funktiota. Yleensi toivotaan optimaalista toteutusta, mutta optimaa-
lisuuden kriteerit voivat vaihdella eri fysikaalisissa toteutuksissa.

4.2 Propositioiden ekvivalenssi

Esimerkki 67. Aiemmassa luvussa madritellyt propositiologiikan kaavat ovat merkkijonoja, joihin
siséltyy propositiomuuttujia, konnektiiveja sekd sulkumerkkejd. Néin ollen kaavat x A (y Az) ja (x A
¥) Az eiviit ole yhtésuuret, koska ne ovat erilaisia merkkijonoja.

Kuitenkin propositio x A (y Az) saa totuusarvon 1 tarkalleen silloin kun jokainen propositiomuut-
tuja x, y ja z saa arvon 1, ja samoin on proposition (x Ay) Az laita. Néin ollen kyseisid propositioita
voidaan pitéd tietyssd mielessd samankaltaisina.

Esimerkki 68. Propositiot x A —y ja =(—x V y) eiviit ole yhtisuuret, mutta saavat samat totuusarvot
kaikissa mahdollisissa totuusarvotuksissa, kuten seuraava taulukko osoittaa,

x|y Ay (= vy)

0jo] 0 0
0|1 0 0
10| 1 1
11 0O 0

Matemaattinen ekvivalenssin kisite on omiaan tismentdmaidn mainittua samankaltaisuutta.

Madritelmé 55. Propositiot ¢ ja y ovat ekvivalentit, mikili a(¢) = a(y) kaikille totuusarvotuksille
o. Talloin merkitddn ¢ = y. On suoraviivaista nidhdi, ettd = on ekvivalenssirelaatio (miksi?)

45
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Lause 26. Edellisen mddritelmdn = on paitsi ekvivalenssi(relaatio), myds kongruenssi operaatioi-
den —, A\ ja V suhteen.

Huomautus 40. Ylldolevan lauseen kongruenssiominaisuus merkitsee sité, ettd jos ¢; = ¢, ja Y1 =
Yo, niin @1 = jadr Ay =g Ayrja @V = ¢V gy Niami pitdd kaikki tarkistaa jotta
voitaisiin olla varmoja siité, ettd = on kongruenssi.

Miiritelmén 55 mukaisen ekvivalenssikésitteen avulla voidaan laajentaa konjunktion ja disjuk-
tion méadritelmad tapaukseen, jossa on useita rinnakkaisia konjunktioita.

Mairitelmé 56. Lyhennysmerkintd x A y A z tarkoittaa propositiota (x A y) Az tai propositiota x A (y A
7). Lyhennysmerkinti x V y V z niiniki#n tarkoittaa propositiota (xV y) V z tai propositiota x V (y V z).

Huomautus 41. Ylldolevassa midritelméssi sulkeilla varustetut konjunktiot (kuin my6s disjunktiot)
ovat ekvivalentteja, joten on yhdentekevdd kumpi niistd valitaan miéritteleméin sulkeistamatonta
konjunktiota (tai sulkeistamatonta disjunktiota).

Tétd voi varsin hyvin verrata summamerkintoihin (x+y) 4z ja x+ (y+z). Namékéin eivit merk-
kijonoina ole yhtdsuuret, mutta reaalilukujen teoriassa ndilld summilla on tdsmilleen sama lukuar-
vo, olipa reaaliluvuilla x, y ja z mitkd arvot hyvénsd. Tamai perustuu viime kddessé reaalilukujen ak-
siomatiikkaan. Niin ollen molemmista summista voidaan periaatteessa kdyttdd merkintdd x+y+z
ilman sulkeita. Tastd merkinnistd on melko helppo johtaa induktiivinen yleistys, josta kédytetdan
merkintdd x; +x2 + ... +x, ilman sulkeita, olipa yhteenlaskettavien méird miké hyvénsa.

Samoin voidaan toimia predikaattilogiikan kaavojen kohdalla.

Miiritelmé 57. x; Axy A... Ax, on propositiologiikan kaava, joka voidaan rekursiivisesti maéritelld
kaavana x; A (xa A ... Ax,) tai kaavana (x; A ... Ax,—1) Ax,. Kaava x; Vx V...V x, magritellddn
samoin. Huomaa ettd méadritelméssi ei ole valttdmitontd ettd x;:t olisivat propositiomuuttujia.

Huomautus 42. Jos o : {xj,x3,x3,...} = {0,1} on jokin totuusarvotus, on o(x; Axy A... Ax,) =
min{o(x1),(x2),...,0(xs)} ja a(x; Vxa V... Vx,) = max{a(x;),a(xa),...,c(x,)}.

Esimerkki 69. Kaava x A —yAzsaaarvon | tarkalleen silloin, kun (x,y,z) = (1,0, 1) jakaavax Ay A—z
saa arvon 1 tarkalleen silloin (x,y,z) = (1,1,0). Ndin ollen kaava (x A=y Az) V (x Ay A—z) saa arvon
1 tarkalleen kun (x,y,z) = (1,0, 1) tai (x,y,z) = (1,1,0).

4.3 Boolen funktiot

Edelld esitettyjen merkintdjen avulla ndhddidn melko helposti oikeaksi varsin merkittidvi tulos ns.
Boolen funktioiden esittdmisesta.

Miiritelmé 58. n-paikkainen Boolen funktio eli totuusfunktio f on funktio f: {0,1}" — {0,1}.

Lause 27. Jokainen n-paikkainen Boolen funktio f voidaan esittdid propositiologiikan kaavana, jos-
sa esiintyvdt propositiomuuttujat xi, ..., X,, ja konnektiivit —, N\ ja V.

Todistus. Funktio f: {0,1}" — {0,1} joka saa arvon 1 tarkalleen alkukuvissa ay, ..., ay € {0,1}"
ja nollan muualla voidaan mééritelld ns. disjunktiivisella muodolla

f=mVmV...Vnn,

missé kukin 7; on konjunktiivista muotoa 1; = yi1 Ayp A... A\ yin, missd edelleen y;; = x; jos (a;)j =1
jay,-j =j jOS (a,‘)j =0.

Todistusta voidaan havainnollistaa havainnollistaa seuraavilla esimerkeill4.

Esimerkki 70. Muodostetaan Boolen funktio f : {0,1}* — {0,1}, jolle £(0,0,1) = £(0,1,0) = 1,
£(1,0,0) = 1 ja f(x1,x2,x3) = 0 kaikille muille (x;,x2,x3) € {0,1}3. Tillgin on siis kolme al-
kukuvaa, a; = (0,0,1), a, = (0,1,0) ja a3 = (1,0,0), joissa f saa arvon 1. Valitaan siis 17} =
—x1 A X AX3, Mo = —x1 Axp A—x3 ja 13 = x1 A —xp A —x3 , jolloin 1 saa arvon 1 ainoastaan
kun (x,x2,x3) = (0,0,1), 12 arvon 1 ainoastaan kun (x1,x5,x3) = (0,1,0) ja 13 arvon 1 ainoastaan
kun (x1,x2,x3) = (1,0,0). Niin ollen
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f(xl,X2,X3) =mVmVn= (—\x1 A —xp /\X3) V (—|x1 Axy A —|x3) vV ()C1 A—xp A —\)C3)

saa arvon | tarkalleen silloin kun (x1,x2,x3) = (0,0,1), (0,1,0) tai (1,0,0).

Esimerkki 71. Muodostetaan Boolen funktio f : {0,1}> — {0,1}, jolle pitee f(x,x2) = 0, jos
x1 =x2 ja f(x1,x2) = 1, jos x; # xp, siis £(0,0) = f(1,1) =0 ja f(1,0) = f(0,1) = 1. Tdmi
funktio voidaan muodostaa osakaavoista x; A —xp ja —x1 A xp, joista ensimméinen saa arvon 1, kun
(x1,x2) = (1,0) ja toinen arvon 1, kun (x1,xp) = (0,1). Néin ollen haluttu funktio saadaan osakaa-
vojen disjunktiona (x; A —x2) V (—x1 Axz).

Huomautus 43. Jokainen funktio f : {0,1}" — {0,1}™ voidaan koostaa m:std Boolen funktiosta f7,

o fm: {0,1}" — {0,1}.

4.4 Boolen algebran aksioomat

Midritellddn kaksi nollapaikkaista propositiota seuraavasti:
Miiritelmé 59. Verum T on propositio, joka on tosi kaikissa tulkinnoissa ja Falsum L on proposi-

tio, joka on epdtosi kaikissa tulkinnoissa.

Esimerkki 72. Kaikille mahdollisille tulkinnoille ¢ on o.(x A T) = o(x) ja a(xV L) = a(x) (miksi?).
Nidinollen x A T =xjaxV L =x.

Kun otetaan huomioon muita edelli esitettyjd ekvivalensseja, voidaan esittdd seuraava ominaisuuk-
sien lista, joka tunnetaan Boolen algebran médritteleviani aksioomalistana.

Mairitelmé 60. Boolen algebra on joukko B jossa on médritelty kaksi bindédristd operaatiota A ja V,
yksi unaarinen operaatio — ja kaksi nollapaikkaista operaatiota (eli vakiota) L ja T jotka toteuttavat
seuraavat aksioomat:

e aVvV(bVe)=(avb)Vcjaan(bAc)= (aAb)Ac (assosiatiivisuus).

* aVb=bVajaaNb=>bAa (kommutatiivisuus)

e aV(bAc)=(aVb)A(aVc)jaaN(bVc)= (aNb)V (aAc) (distributiivisuus)
e aVl1l=a, aAT =a(neutraalialkiot)

e aV—-a=T jaaA—a= 1 (vasta-alkiot)

Huomautus 44. On myos tapana merkitd 1 verumin T ja O falsumin L sijasta.

Huomautus 45. Boolen algebrassa ovat kummankin operaation A ja V suhteen analogiset distributii-
visddnnot voimassa, siis

e aV(bAc)=(aVb)A(aVc)]ja

e aN(bVec)=(aAnD)V(aNc).

Niin ei ole esimerkiksi kokonaislukujen renkaassa, jossa kertolasku on distributiivinen yhteen-
laskun yli: a- (b+c¢) = a-b+a-c, mutta piinvastoin a+ (b-c) = (a+b) - (a+c¢) ei yleensi pidi
paikkansa.

Huomautus 46. Tyypillisend esimerkkind Boolen algebrasta toimii nimenomaan médritelmian 55
mukaiset propositiologiikan ekvivalenssiluokat.

Lause 28 (De Morganin lait). Boolen algebrassa péitee =(a Ab) = —aV —b ja —(aV b) = —a A—b
Huomautus 47. De Morganin lait voidaan johtaa suoraan Boolen funktioiden aksioomista (miten?)

Esimerkki 73. Boolen algebran ominaisuudet voivat joskus tarjota mahdollisuuksia “sieventda* pro-
positiologiikan lausekkeita.

(x1 /\ﬁXQ) (ﬁxl /\)CQ)

(x1 V (—x1 Ax2)) A (—x V (1 Axp))

((xl V —\X]) (xl \/XZ)) A ((—UCZ V —\X]) A (‘\Xz \/X2))
= (

(

TAXVX))A((x V) AT)
(x1Vx2)) A (—(x1 Axz))
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Mieti mitd Boolen algebran ominaisuutta on kussakin kohdassa kiytetty.

Propositiologiikan ekvivalenssiluokkien ohella toinen tunnettu esimerkki Boolen algebrasta on
jonkin perusjoukon X osajoukkojen joukossa méiritellyt operaatiot.

Esimerkki 74. Olkoon X jokin joukko ja sen osajoukkojen joukossa &?(X) méiritellyt AUB, ANB,
A = P\ A, jne. Minkilaisina Boolen algebran aksioomat niyttéytyvit, kun operaatiota A, V ja —
vastaavat N, U, ja joukko-opillinen komplementti. Mitké joukot vastaavat vakioita L ja T?



Luku 5
Graafiteoriaa

5.1 Graafit

Matemaattisen graafi-kisitteen esityksid hyodynnetdin visualisoitaessa monenlaisia suhteita (relaa-
tioita), joten ei liene yllitys, ettd késitteelld graafi on hyvinkin vahva yhteys relaatiohin. Toisaalta
taas joissain tapauksissa on tarpeen lisétd visuaaliseen esitysasuun ominaisuuksia, joita ei yksinker-
taisimmissa relaation esityksissa ole.

Esimerkki 75. Alla oleva kuvio on tyypillinen esimerkki graafista. Siiné on esitetty kuusi suomalais-
ta kaupunkia ja keskimédirdisid ajoaikoja minuutteina kaupunkien vililld erddn vuoden heinikuussa.
Epdsymmetria matka-ajoissa Turun ja Vaasan sekd Jyviskylidn ja Helsingin vililld on merkitty pu-
naisella ja johtuu tien kunnostustdistd joiden vuoksi nopeusrajoitusta on alennettu vain moottoritien
toisella puolella.

230
240

T 200

170

Jyviskyld

120

200 180

120
120
110

Graafiteorian keskeiset késitteet on mahdollista kuvailla ylld olevan esimerkin valossa: Kaupun-
keja kutsutaan graafin pisteiksi tai solmuiksi (engl. vertices, nodes), teitd kaupunkien vililld kut-
sutaan nuoliksi, tai viivoiksi tai kaariksi, (engl. edges), ja nuoliin tai viivoihin liitettyjd lukuarvoja
kutsutaan ndiden leimoiksi (engl. labels).

Ylldoleva kuva on siis visuaalinen esitys graafista, jossa pisteiné toimivat kaupungit, nuolina (vii-
voina) ndiden viliset tieyhteydet, ja jilkimmdisiin liittyvind leimoina matka-ajat. Graafi siis ilmaisee
esimerkiksi sen, ettd ajomatka Helsingistd Turkuun kestdd n. 110 minuuttia, Turusta Vaasaan n. 240
minuuttia, ja Vaasasta takaisin Turkuun n. 230 minuuttia.

230 240
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Lukuisat kisitteen graafi médritelmit johtavat omilla sovellusalueillaan yleensd matemaattisesti
analogiseen tulokseen, eiki télld kurssilla ole syyti yrittdd tavoitella kaikkein yleisintd maéritelmaa,
vaan sellaista joka riittdd timén kurssin kannalta oleellisiin sovelluksiin. Yleisené periaatteena kan-
nattaa valita midritelma mahdollisimman yksinkertaiseksi, kunhan sen perusteella kuitenkin kyetdan
ilmaisemaan tarkasteltavan objektin halutut ominaisuudet riittdvén tarkasti. Riittdavi tarkkuus riippuu
ilman muuta siitd, millaista objektia on tarkoitus mallintaa.

Yksi monissa yhteyksisséd ja myos timén kurssin kannalta kiyttokelpoinen graafin miéritelméa on
seuraava:

Madritelmé 61. Graafi G on pari G = (V,E), missd G on graafin pisteiden (engl. vertices tai
nodes) joukko ja E C V X V graafin nuolien eli viivojen (engl. edges) joukko.

Tamidn midritelman mukaista graafia (tai sen osaa) visualisoidaan esittamaélld graafin pisteet ta-
solla jossain jdrjestyksessd, ja viivat nuolina pisteiden vélilla.

Esimerkki 76. Olkoon G graafi, jonka pisteiden joukko on V = {a,b,c,d} ja nuolien joukko E =
{(a,b),(a,c),(a,d),(b,b),(c,d),(d,a),(d,d)}. Graafin visuaalinen esitys on alla olevassa kuvassa:

—

Tarkkaavainen lukija voi tidssd yhteydessd huomata suoran yhteyden aiemmassa luvussa esitetyn
relaatiokdsitteen ja graafin vililld: Madritelmédn 61 mukaisen graafin viivat on tosiaankin tdsmilleen
sama asia kuin binédrinen relaatio joukossa V, mikd siis tarkoittaa joukon V x V osajoukkoa.

Huomautus 48. Graafin visuaalinen esitysasu ei ole yksikésitteisesti méadritty. Edellisen esimerkin
graafissa voitaisiin pisteet jarjestdd kuvioon periaatteessa miten hyvénsi, jolloin saadaan uudenlai-
nen visuaalinen esitysasu samalle graafille:

@—.

Vaikka graafeja kiytetddn tyypillisesti visualisoimaan reaalimaailman objekteja ja niiden vilisid
suhteita, ei graafin matemaattinen médritelmi kerro milld tavalla graafi pitiisi visualisoida. T#std on
toisinaan hyotyikin:

Metrokartat ovat tyyppiesimerkkejd graafeista, eikéd niiden visuaalisessa esityksessd ole usein-
kaan tarpeen esittdd miten asemat (graafin pisteet) sijaitsevat metrimaaraisilla etdisyyksilld mitat-
tuina toistensa suhteen. Erityisesti suurkaupunkien keskusta-alueella metroasemia on hyvin tiheisti,
kun taas asemien vilit kohti esikaupunkialuetta mennessé yleensd piteneviit.
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Metroverkoston kiyttdjan kannalta eksaktia vilimatkaa tirkeampi informaatio on asemien vili-
set linjat (graafin viivat), joista voi pédtelld miten kannattaa asemalta toiselle kulkea. Suurkaupungin
metrokartassa on keskusta-alueen asemien vilit yleensd esitetty pidempini kuin niiden maantieteel-
linen etdisyys edellyttiisi, mikd selkeyttdd metrokartan (graafin) tulkitsemista.
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Kuva 5.1 Koopenhaminan metrokartassa jokainen piste vastaa yhtd metroasemaa. Mittasuhteet eivit vastaa todellisia
maantieteellisid etdisyyksid vaan erityisesti keskusta-alueen asemavilit on esitetty suhteellisesti paljon suurempina
kuin linjojen déripdiden asemavilit.

Madritelmé 62. Graafi V = (G, E) on suuntaamaton tai symmetrinen (engl. undirected), mikili jo-
kaista (v,u) € E kohti on olemassa myos (u,v) € E, toisin sanoen graafin méérittelevi relaatio on
symmetrinen. Koska symmetrisessé graafissa on aina nuolta # — v kohti my6s nuoli v — u, ei visu-
aalisessa esitysasussa ole tarpeen piirtdd kahteen suuntaan kulkevia nuolia, vaan korvata ne yhdelld
ainoalla viivalla johon ei piirretd nuolen kirkid kumpaankaan suuntaan. Erityisesti tdssa tapauksessa
on graafin nuolia tapana kutsua viivoiksi.

Huomautus 49. Mistd hyvinsd Madritelméin 61 mukaisesta graafista G on mahdollista tehdd sym-
metrinen graafi lisddmaélla jokaista nuolta u — v kohti myds nuoli v — u, ellei sitd jo aiemmin graa-
fissa ole. Ndin saatua uutta graafia Gy kutsutaan graafin G symmetriseksi sulkeumaksi. Samoin graa-
fia G| vastaavaa relaatiota kutsutaan graafia G vastaavan relaation symmetriseksi sulkeumaksi.

Esimerkki 77. Alla oleva graafi on Esimerkin 76 graafin symmetrinen sulkeuma. Joukon V =
{a,b,c,d} symmetrinen relaatio on tissi tapauksessa E = {(a,b), (b,a),(a,c),(c,a),(a,d),(d,a),
(b,b),(c,d),(d,c),(d,d)}.
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Koska ylldoleva graafi on symmetrinen, on se yleensd tapana esittdd visuaalisesti ilman kahteen
suuntaan kulkevia nuolia allaolevan kuvion mukaisesti.

—0

Huomautus 50. Symmetrisen sulkeuman lisidksi on mahdollista méiritelld kisite refleksiivinen sul-
keuma, jossa kutakin alkiota a kohti lisdtdéin nuoli a — a, sekd transitiivinen sulkeuma, jossa jokaista
nuoliparia a — b ja b — ¢ kohti lisédtdédn nuoli a — ¢, ja lisddmisté toistetaan kunnes nuolikaavion
madrittdma relaatio on kokonaisuudessaan transitiivinen.

Edelldmainitun perusteella ndyttdi siis silté, ettd kisite graafi ainakin perusmuodossaan sisiltyisi
matemaattisesti keskeiseen relaatio-késitteeseen, jota on aiemmin kisitelty. Siksi onkin perusteltua
kysyé miksi ylipdédnsi pitiisi olla jokin muunlainen teoreettinen médaritelmé kisitteelle graafi.

Vastauksena ylla esitettyyn pohdintaan voidaan esittdd jo pelkéstddn kdytdnnon tarpeista liittdd
jotain suureita relaationuoliin, kuten matka-ajat esimerkisséd 75 seki linjojen vérit metrokartassa.

Miiritelmé 63. Olkoon G = (V, E) graafi ja L jokin joukko, jonka alkioita kutsutaan leimoiksi (eng.
labels). T4lloin sanotaan, ettd funktio / : E — L varustaa nuolet leimoilla, jolloin saadaan leimattu
graafi (eng. labelled graph).

Esimerkki 78. Olkoon G = (V,E) sama kuin esimerkissid 76 ja L = {a, B}. Miiéritelldin funktio
[ : E — L seuraavan taulukon mukaisesti:

e |(a,b) (a,c) (a,d) (b,D) (c,d) (d,a) (d,d)
lle))a a B o B o o

Niin saadaan leimattu graafi, jonka visualisaatio on alla olevassa kuvassa.

(04

o

Huomautus 51. Jos G = (V,E) on leimattu graafi ja (a,b) € V nuoli jonka leima on o, merkitiéin
o
a—b.

Esimerkki 79. Esimerkin 75 graafissa pisteiden joukko on V = {Helsinki, Jyviskyld, Oulu, Tampere,
Turku, Vaasa} ja nuolien joukko on E = {(Helsinki, Jyviskyld), (Helsinki, Tampere), (Helsinki, Turku),
... (Tampere, Helsinki), . .., (Turku, Vaasa), . .., (Vaasa, Turku) }.
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Esimerkin 75 graafi on siis siind mielessd symmetrinen, ettd nuolta (a,b) € E kohti on myds
aina nuoli (b,a). Epdsymmetria nousee kuitenkin esille kun miéritellddn leimafunktio nuolil-
le: Esimerkiksi /(Helsinki,Jyviskyld) = 180, mutta /(Jyviskyld, Helsinki) = 200, mutta toisaalta
I(Helsinki, Tampere) = /(Tampere, Helsinki) = 120.

Graafin visuaalinen esitys esimerkissd 75 onkin piirretty siten, ettd niiden kaupunkien vilille,
joissa matka-aika on symmetrinen, ei ole piirretty kahdensuuntaisia nuolia joilla olisi sama aikaleima
(tamikin olisi mahdollinen esitys), vaan yksi ainoa viiva, jolla on aikaleima.

Sen sijaan epasymmetristen matka-aikojen kohdalla graafiin on piirretty kahdensuuntaiset nuolet,
ja kummankin suunnan kohdalla merkitty leimaksi matka-aika.

Huomautus 52. Esimerkin 75 graafissa on osa nuolista vérjitty punaisella. Tdménkaltaista varjdystd
ei tarvitse jattdd pelkéstddn mielivaltaiseksi visuaalisen esitysasun funktioksi, vaan myos véri voi-
daan "koodata” siséin leimafunktioon: Sen sijaan ettd méiriteltiisiin leimafunktio /(e) = d, missé
d € R on etdisyys, voidaan médritelld leimafunktio / — R x {punainen, musta}, siis kullekin nuolelle
voidaan madritelld véri laajennetun leimafunktion avulla
Esimerkin 75 tapauksessa olisi siis / (Jyviskyld, Helsinki) = (200, punainen) ja /( Turku, Helsinki) =

(110, musta). Mieti miten graafin pisteiden viri (vrt. metrokartta) otetaan huomioon mééritelméassi
(Tédhin on ainakin kaksi toisistaan oleellisesti poikkeavaa mahdollisuutta).

Miiritelmé 64. Olkoon G = (V,E) graafi ja IT : vg, vy, ..., v, sellainen pisteiden joukko, etti
(vi,vit1) € E ja kaikki pisteet mahdollisesti vg:aa ja v,:dd lukuunottamatta ovat erisuuria. Tillgin
sanotaan, etta

IH:vg—vi—...—> v,

on n-pituinen polku (eng. path) graafissa G.
Jos graafi on symmetrinen, miiritelldzin polku P~! seuraavasti:

m! V= Vol — ... — Vo,
IT! saadaan siis kulkemalla polku IT “takaperin”.
Esimerkki 80. Esimerkin 75 graafissa on 3-pituinen polku
I1 : Turku — Tampere — Jyvéskyld — Oulu

ja timin kidnteinen polku IT~! on

II™' :Oulu—J yviaskyld — Tampere — Turku

Mairitelmé 65. Suuntaamaton graafi G = (V, E) on yhtendinen jos kaikille u, v € V on ole-
massa polku u — v.

Suunnatuille graafeille G méidritelldéin yleensd ainakin kaksi erilaista yhtendisyyden kisitetti.
Vahva yhtendisyys merkitsee, ettd kaikille pistepareilla u, v € V on olemassa polut u — v ja v — u,
kun taas heikko yhtendisyys merkitsee sitd, ettd G:n symmetrinen sulkeuma on yhtendinen.

Mairitelmé 66. Olkoon G leimattu graafi ja
el én
II:vg— ... =,

n-pituinen polku G:ssi missd e; = [(v;_1,v;) on nuolen (v;_1,v;) leima. Tilloin polun IT leima [(IT)
on jono (eq,...,e,)

Esimerkki 81. Esimerkin 75 graafissa 3-pituisen polun
II : Turku — Tampere — Jyviskyla — Oulu,

leima on (120, 120,240). Tdssé tapauksessa leima-alkioiden summa edustaa matka-aikaa polun al-
kupisteestd pédtepisteeseen.
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Miiritelmé 67. Polku IT : vy — v| — ... — v, graafissa G on sykli, jos vo = vy,.

Esimerkki 82. Esimerkin 75 graafissa on mm. sykli (leimat merkitty myos)

170 200 Lot 200 .. 120
Tampere — Vaasa — Jyviskyld — Helsinki — Tampere.

Témin syklin leima on (170,200,200, 120), ja leima-alkioiden summa edustaa syklin lipikulkuun
menevid aikaa.

Kurssikokonaisuuden seuraavassa osassa ndhdidin minkélainen yhteys kahden niennéisesti erilai-
sen matematiikan kisitteen: graafin ja matriisin vélilld vallitsee. Tdsséd osiossa tyydytiin toistaiseksi
edellamainittuun deskriptiiviseen esitykseen, josta seuraavassa luvussa esitetddn tirked erikoista-
paus.

5.2 Puut

Teoreettisessa tietojenkisittelyssé, erityisesti tietorakenteissa kaytettdava kisite puu (eng. tree) on
erittdin tirked erikoistapaus graafista ja ansaitsee siksi oman osionsa.
Seuraavassa midritelmissa kisitetdlin graafi leimattomana ja suuntaamattomana.

Miiritelmé 68. Puu on yhtendinen graafi, jossa ei ole sykleja.

Huomautus 53. Ylldoleva médritelmi on yhtipitdvi seuraavan kanssa: Puu on yhtendinen (suuntaa-
maton) graafi, jossa kahden eri pisteen vililld on tarkalleen yksi polku. Jos nimittdin kahden pisteen

e o P . P . ppy! e
u ja v vililli olisi kaksi erilaista polkua u — v, ja u — v, saataisiin sykli u RELE TN u, missd PP, !
tarkoittaa polkua, jossa ensin kuljetaan P; ja sen jidlkeen P> takaperin.

Jos taas (suuntaamattomassa) graafissa olisi sykli u N u, voidaan valita mikd hyvénsi sykliin
kuuluva piste v ja jakaa sykli kahteen osaan: u — v — u, jolloin pisteiden u ja v vililli on kaksi eri
polkua, Cy ja C, I

Esimerkki 83. Esimerkin 10 kuvio on suunnattu graafi, jonka symmetrinen sulkeuma voidaan esittdi
alla olevan kuvan mukaisesti. Kyseessi ei ole puu, koska esim. {1,2,3} — {2,3} — {3} — {1,3} —
{1,2,3} on sykli.

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} (3}

Esimerkki 84. My6skéin seuraava graafi ei ole puu, koska {1,3} — {3} - 0 — {1} — {1,3} on
sykli.
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{1,2,3}
{1,2} {1,3} {2,3}

N
ANV

Esimerkki 85. Alla oleva graafi on puu, koska siin ei ole yhtddn syklid.

{1} 3}

{1,2,3}
{1,2} {1,3} {2,3}
{1} {2} {3}

ANV

55
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Huomautus 54. Jos graafi T on puu, voidaan miké hyvénsi 7:n piste valita ns. juureksi, josta
on yksikésitteinen polku mihin hyvéinsd muuhun graafin pisteeseen. Juuresta lahtevien polku-
jen pédtepisteitd kutsutaan lehdiksi.

Esimerkki 86. Jos esimerkin 85 puussa valitaan juureksi @, ovat lehtid {1,2,3}, {1,3}, {2} ja {2,3}.
Jos taas juureksi valitaan {1,3}, ovat lehtind pisteet {2} ja {2,3}, {1,2,3}. Havainnollisuuden
vuoksi tilloin piirretddn graafi uudelleenjirjestettyni alla olevaan visuaaliseen esitysasuun:

{2,3}
|
{2} {3} {1,2,3}
NS |
0 {1,2}
e
{1}
|
{1,3}

Jos juureksi valitaan {1,2,3}, ovat lehtid {1,3}, {2} ja {2,3} ja tyypillinen visuaalinen esitysasu
saa allaolevan muodon:

{2.3}
|
2 3
{1,3} ]
N/
{n
|
{1.2}
|
{1,2,3}

Huomautus 55. Edellisten esimerkkien valossa puun graafinen esitysasu voidaan aina saattaa alla-
olevaan muotoon: Kiinnitetddn jokin pisteistd r juureksi ja sijoitetaan se alimmalle tasolle. Tastd
seuraavaksi ylemmidlle tasolle sijoitetaan kaikki ne pisteet rq, ..., r,, joille on olemassa viiva r — r;
ja niin jatketaan alipuille 71, ..., 7;,. Alipuulla 7; tarkoitetaan alkuperdisen graafin osaa, joihin on
olemassa polku pisteesti r;.
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Tami menetelmi puun graafisen esitysasun tuottamiseksi toimii, koska alunperinkin graafi oli puu,
eli syklejd ei ole olemassa. Tésté seuraa, ettd 71, ..., T, ovat paitsi erillisid graafeja, myos puita, ja
niiden juuriksi voidaan valita rq, ..., 7.

Piirrosprosessin piittyessd puun graafinen esitysasu ndyttdd tyypillisesti seuraavalta: Juuri on
alinna ja lehdet ylinnd, juuresta on yksikésitteinen polku jokaiseen lehteen.

Huomautus 56. Olkoon T = (V,E) on puu, jonka juureksi on kiinnitetty piste r. Talloin 7
madrittelee osittaisen jirjestyksen =< pisteidenséd V joukossa seuraavasti:

Vi 2 W
& Joko v; = v, tai on olemassa polku » — v; — vo — [ juuresta r lehteen /.
Voi olla myos vy = [.

Huomautus 57. Oletetaan, ettd puussa T = (V, E) on médritelty Huomautuksen 56 mukainen jirjes-
tys <. Tilloin seuraavat ehdot toteutuvat:

* Kaikille v € V joukko V, = {u € V | u < v} on hyvinjirjestetty.
» Kaikilla hyvinjérjestetyilld joukoilla V;, on sama minimaalinen alkio (juuri).

Puukiisite on itse asiassa mahdollista méiritelld tissd huomautuksessa mainituilla ominaisuuksilla.

Edella esitetty tapa kuvata puita visuaalisesti juuri alhalla ja lehdet ylhdilld on toki sopusoin-
nussa kasvitieteellisen puun kisitteen kanssa, ja sithenhdn matemaattiseen puukisitteeseen liittyvit
nimitykset juuri ja lehdet ilman muuta perustuvat.

Vaikka kasvitieteen nikokulmasta puut suuntaavat juurensa alaspéin ja lehtensi ylospdin, ei nédin
ole kuitenkaan useissa matematiikan tai teoreettisen tietojenkasittelyn malleisssa. Ndissd pdinvastoin
on tapana kuvata puita biologisen esikuvan peilikuvana, juuri ylhéélla ja lehdet alhaalla seuraavan
kuvan mukaisesti.

Graafeja ja puurakennetta voidaan kiyttdd jisentelemdin monia erilaisia suhteita. Usein esiinty-
vid ovat esimerkiksi

Tietokoneen kovalevyn hakemistohierarkia (juurikansio > kansio > kansio > ... > tiedosto (lehti))

Kirjaston luokitukset:
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Piiirikaaviot ovat graafeja. Mieti mitd ovat pisteet ja mité viivat.

“

12V

Tekniikassa esiintyvit lohkokaaviot ovat niinikddn graafeja. Mieti miten ndma jasennellddn graafi-
teorian kisitteiksi.
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Propositiologiikan kaavat voidaan esittdd puurakenteen avulla.

5.3 Graafin vierusmatriisi
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