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Propositiologiikan semantiikkaa

Maaritelma

Taulukkoa, jossa esitetaan kaikki mahdolliset tulkinnat aarelliselle
maaralle propositiomuuttujia, kutsutaan totuustaulukoksi.

Propositioiden p — g ja -p — —q kaikki mahdolliset tulkinnat:
p q |7p|q|P—qg| P—7q
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1

Loogisen seurauksen selvittaminen:

Rivit 1,2 ja 4 ovat p — g:n malleja, mutta rivi 2 ei ole =p — —g:n
malli. Taten -p — —q ei ole looginen seuraus p — g:sta.

.
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Propositiologiikan semantiikkaa

Loogisen seurauksen selvittaminen
@ Olkoot ¢1, @2, ..., ¢, propositiomuuttujat, jotka esiintyvat
propositiojoukkojen ' ja A propositioissa.
o Loogisen seurauksen I' = A selvittamiseksi on tarkistettava,
onko jokainen I:n malli myos A:n malli.
@ Tarkistettavien tulkintojen maara on 2": ¢j:n tulkinta voidaan
valita joko 0:ksi tai 1:ksi, samoin ¢>:n, jne.
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Propositiologiikan semantiikkaa

Totuustaulukko

$1 | P2 | o | G-t | On | Y(P1,...,0n)
0 0 0 0 *
0 0 0 1 *
0 0 1 0 *
0 0 1 1 *
1 1 1 1 *
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Propositiologiikan semantiikkaa
Totuustaulukon rakentaminen

0 0 0 O

0 0 0 1

0 01 0

0 0 1 1

0 0 O 01 0 O

0 0 1 0 1 0 1

0 0 0 1 0 01 1 0
O_> 01—>011—>0111—>jne
1 1 0 1 0 O 1 0 0 O '

1 1 1 0 1 1 0 0 1

1 1 0 1 01 O

1 1 1 1 0 1 1

1 1 0 O

1 1 0 1

1 1 1 0

1 1 1 1
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Propositiologiikan semantiikkaa

@ Onko tulkintaa, jossa ¥(¢1,. .., ¢n) tosi?
@ Voidaan selvittaa kaymalla lapi kaikki 27 tulkintaa.
@ Vaikeus: 2" suuri jo pienilla n:n arvoilla.

@ Onko olemassa oleellisesti tehokkaampaa (polynomiaikaista)
menetelmaa?

@ Jos on, P = NP, muutoin P # NP
o P £ NP toistaiseksi selvittamaton ongelma.

e $1000000 palkinto ongelman selvittamisesta! (Clay
Mathematics Institute).
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Propositiologiikkaa

Propositiologiikan kaavat x A (y A z) ja (x A y) A z eivat ole
yhtasuuret. Kuitenkin x A (y A z) saa totuusarvon 1 tarkalleen
silloin kun jokainen propositiomuuttuja x, y ja z saa arvon 1, ja
samoin on proposition (x A y) A z laita.

o
Lyhennysmerkintd x A y A z tarkoittaa propositiota (x A y) A z tai
propositiota x A (y A z). Lyhennysmerkintd x VV y V z niinikdan
tarkoittaa propositiota (x V y) V z tai propositiota x V (y V z).
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Propositiologiikkaa

Summamerkinnat (x + y) + z ja x + (y + z) eivat merkkijonoina
ole yhtasuuret, mutta esim. reaalilukujen teoriassa nailla summilla
on tasmalleen sama lukuarvo, olipa reaaliluvuilla x, y ja z mitka
reaaliarvot hyvansa. Talloin voidaan molemmista summista kayttaa
merkintaa x + y + z ilman sulkeita. Yleistys: x1 + X2 + ... 4+ Xp.

Maaritelma

x1 Axo A .../ X on propositiologiikan kaava, joka voidaan
rekursiivisesti maaritelld kaavana x; A (x2 A ... A x,) tai kaavana
(x1 Ao Axp—1) Axp. Kaava x1 Vxo V...V x, madritellddn samoin.
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Propositiologiikkaa

Jos a: {x1,x2,x3,...} = {0,1} on jokin totuusarvotus, on

alxi Axa A ... A xp) = min{a(x1), a(x2),...,a(x,)} ja
a(x1 Vxo V...V x,) = max{a(x1), a(x2),...,a(xs)}

Kaava x A =y A z saa arvon 1 tarkalleen silloin, kun
(x,y,z) =(1,0,1) ja kaava x A y A =z saa arvon 1 tarkalleen
silloin (x,y,z) = (1,1,0). Nain ollen kaava

(x A=y Az)V (x Ay A—z) saa arvon 1 tarkalleen kun
(x,y,z) =(1,0,1) tai (x,y,z) = (1,1,0).
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Propositiologiikkaa

Maaritelma
n-paikkainen totuusfunktio f on funktio f : {0,1}" — {0,1}.

Jokainen n-paikkainen totuusfunktio f voidaan esittaa
propositiologiikan kaavana, jossa esiintyvat propositiomuuttujat xi,
. Xn-

Todistuksen idea

Totuusfunktio £ : {0,1}" — {0, 1} joka saa arvon 1 tarkalleen
alkukuvissa az, ..., ay voidaan maaritella disjunktiivisella muodolla

f:nl\/ng\/...\/n/\/,

missa 7; on konjunktiivista muotoa nj = y1 A ya A ... A yp, missa
edelleen jokainen y; on joko x; tai —x;.
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Propositiologiikkaa

Olkoon f :{0,1}? — {0,1} totuusfunktio, jolle patee

f(Xl,Xz) = 0, jOS X1 = X2 ja f(Xl,Xg) = 1, jOS X1 75 X2, siis
£(0,0) = £(1,1) = 0 ja £(1,0) = £(0,1) = 1. Tam4 funktio
voidaan muodostaa osakaavoista x; A =x2 ja —x1 A X2, joista
ensimmainen saa arvon 1, kun (x1,x2) = (1,0) ja toinen arvon 1,
kun (x1,x2) = (0,1). N&in ollen haluttu funktio saadaan
osakaavojen disjunktiona (x3 A =x2) V (—x1 A x2).

Jokainen funktio f : {0,1}" — {0,1}™ voidaan koostaa m:sta
totuusfunktiosta f, ..., fm: {0,1}" — {0,1}.
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Propositiologiikkaa

@ Jannite mahdollista mieltdd 0 / 1 —suureena (0 V vs. 5 V).

@ Virtapiireissa mahdollista rakentaa —, A, ja V -rakenteita.

@ Puolijohdetekniikka mahdollistaa rakenteiden toteuttamiseen
pienessa tilassa.

@ Nykyaikaisten klassisen informaation tietokoneiden toiminta
on kuvattavissa totuusfunktioiden avulla.

v

Summa x; + x» modulo 2.
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Propositiologiikkaa

Propositiot x A —y ja =(—x V y) eivat ole yhtdsuuret, mutta saavat
samat totuusarvot kaikissa mahdollisissa totuusarvotuksissa

x|y [ xAay | ~(=xvy)
00| 0 0
0/1| o 0
1/0| 1 1
1|1] o 0

.
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Propositiologiikkaa

Propositiot ¢ ja 1) ovat ekvivalentit, mikali a(¢) = a(v)) kaikille
totuusarvotuksille ce. Talloin merkitdan ¢ = 1. On suoraviivaista
nahda, etta = on ekvivalenssirelaatio. )
Edellamainittu = on paitsi ekvivalenssi(relaatio), myds kongruenssi
operaatioiden —, A ja V suhteen.

Yllaolevan lauseen kongruenssiominaisuus merkitsee sita, etta jos
$1 = ¢2 ja 1 = 2, niin 2d1 = g1 ja g1 AP = P2 Ao ja
1V = g2 Vo
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Boolen algebra

Maaritelma
Boolen algebra on joukko B jossa on maaritelty kaksi binaarista
operaatiota A ja V, yksi unaarinen operaatio — ja kaksi
nollapaikkaista operaatiota (eli vakiota) L ja T jotka toteuttavat
seuraavat aksioomat:
eaVv(bvc)=(avb)VcjaaNn(bArc)=(anb)Ac
(assosiatiivisuus).
@ avVb=bVajaaAb=bAa (kommutatiivisuus)
e aV(bAnc)=(avb)A(aVc)ja
aN(bVvc)=(anb)V(aA c) (distributiivisuus)
@ aV.l=a aAT = a (neutraalialkiot)
@ aV—-a=T jaaA—a= L (vasta-alkiot)
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Boolen algebra

Boolen algebrassa patee ——a = a.

Boolen algebrassa patee aVa=ajaaAa=a.

Boolen algebrassa patee aV T =T jaaA L = 1.

Boolen algebrassa patee aA (aV b)=ajaaV(aAb)=a
(absorptio)

Boolen algebrassa patee —(a A b) = —-aV —b ja
—(aV b) = —a A —b (De Morganin sadnnét)

€
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Boolen algebra

Propositiologiikan ekvivalenssiluokat toteutuvuusekvivalenssin
suhteen muodostavat Boolen algebran, kun negaatioksi,
disjunktioksi, ja konjunktioksi valitaan ekvivalenssiluokille
maariteltavat operaatiot —, V ja A.
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Boolen algebra

(x1 A =x2) V (—x1 A x2)

(x1 V (=x1 Ax2)) A (—x2 V (=x1 A x2))

(Ca V=x)A(aVx))A((—=xV-ox)A(—xe V xe))
(TAGLVX))A(mx1V-x)AT)

(x1 Vx2) A =(x1 A x2)
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Boolen algebra

Maaritellaan kaksipaikkainen konnektiivi x — y siten, etta
a(x — y) = 0 ainoastaan jos a(x) =1 ja a(y) = 0.

Hornin propositiot
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Graafit

Maaritelma

Graafi on pari (V, E), jossa V on pisteiden (vertices, nodes) ja
E C V x V nuolien eli viivojen (edges) joukko.

V ={a,b,c,d} ja
E ={(a, b),(a; c),(a,d), (b, b),(c,d),(d,a),(d,d)}

&

—
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Graafit

Maaritelma

Graafi on symmetrinen eli suuntaamaton, jos (u,v) € E =
(v,u) e E
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Graafit
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Graafit

= O O O
O O = =
O O O
_ = O
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Graafit

Maaritelma

Funktio / : E — L leimaa graafin. Talldin graafia sanotaan
leimatuksi

€

\
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Graafit

Leimatun graafin vierusmatriisi

0
0
0
e

o o L0 9
oo oo
Qo™
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Graafit

Oulu

230

200

Jyvaskyla

230 240
Tampere
\ 200 180

Turku

Helsmkl
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Airelliset automaatit

Maaritelma

Airellinen (probabilistinen) automaatti koostuu darellists
tilajoukosta S, aarellisesta syottdaakkostosta ¥, ja
transitiofunktiosta 0, joka liittaa jokaiseen tilapariin (g1, g2) ja
syottoaakkoston kirjaimeen todennakaisyyden 6(qs, a, g2) € [0,1],
jolla automaatti siirtyy tilasta g; tilaan g» kun syotteena luetaan
kirjain a.

Airellinen automaatti edustaa yksinkertaista laskentalaitetta, joka
joko hyvaksyy tai hylkaa syotejonon.

Automaatille kiinnitetaan alkujakauma seka hyvaksyvat lopputilat.
Automaatti esitetadan yleensa leimattuna graafina.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 8 27 of 42



Airelliset automaatit

al0.4, 5|03

6Xo‘e, b|0.7
0, b0.4

al0.4, b|0.1

al

al04, b]07

al02, b]0.9
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Airelliset automaatit

0 0 06 0 1 0 0 03 0 1

1 04 0 0 O 06 03 0 0 O
M,=]10 0 04 08 0 | My= 0 0 07 01 0 [,

0 06 0 0 O 04 07 0 0 O

0 0 0 020 0 0 0 09 0

Aloitusdistribuutio

vo = (1,0,0,0,0)7. Kun luetaan symboli a, paadytiin jakaumaan
M,vo = (0,1,0,0,0)7. Jos alussa luettaisiin symboli b, pidytian
jakaumaan Mpvo = (0,0.6,0,0.4,0,0)7. Kun taas luetaan jono
ba, paadytdin jakaumaan M,M,vo = (0,0.24,0.32,0.36,0.08) .
Jonon aba lukeminen tuottaa jakauman

M,MyM,vo = (0,0.12,0.56, 0.18, 0.14)
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Airelliset automaatit

n-tilainen (stokastinen automaatti) on joukko {M, | a € X}
stokastisia matriiseja (=jokainen sarake on
todennakoisyysjakauma), varustettuna aloitusdistribuutiolla seka
lopputilojen maarittelylla. Jos v aloitusdistribuutio ja p

{0, 1}-arvoinen vektori joka maarittaa lopputilat, saadaan
syotesanan w = ajap ... a, hyvaksymistodennakoisyys muodossa

P(w)=p ™ M,, ... Ms,M,, vo.
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Rekursio tarkoittaa jarjestettyjen matemaattisten objektien
maarittelemista pienempien objektien avulla. Kaikkein pienimmat,
ns. rekursion pohja, pitada maaritella muutoin, esim. luettelemalla.

Kertomafunktio n! voidaan maaritella 0! =1 ja
(n+1)!=(n+1)-nl

n

nl=n(n-1)(n-2)-....1=]]

i=1

(Ei rekursiivinen maaritelma)
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Rekursio

L
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Rekursio

Fibonaccin luvut

Fo=0, L =1,

Fn+2:Fn+1+Fn

aina, kun n > 0. Taten
Fo=F+F=1+0=1
FR=Fh+F[=14+1=2
Fa=F+F=2+1=3
Fs=F+F=3+2=5
Fe=Fs+F,=5+3=38
Fr=Fo+Fs=5+8=13
Fs=F+Fs=134+8=21
Fo=Fs+ Fr=21+13=34
Fio=Fo+ Fg =34+21 =55
F11 = Fiop+ Fo = 55+ 34 = 89
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Rekursio

@ Rekursion pohja 1
Seuraajafunktio s
1 —5s(1) — s(s(1)) — s(s(s(1))) — s(s(s(s(1)))), --.

152—>53—>4— ...

s(n) = n+ 1 (seuraajafunktio)
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Maaritelma

Joukossa X maaritelty osittainen jarjestys < on hyvinjarjestys jos

e Kaikille a, b € X patee joko a < b tai b < a (kaikki alkiot
ovat vertailukelpoisia, ns. lineaarinen jarjestys).

@ Jokaisessa epatyhjassa osajoukossa Y C X on pienin alkio
jarjestyksen =< suhteen.

V.
Joukko N on hyvinjarjestetty tavallisen jarjestysrelaation <
suhteen.
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Rekursio

Puu (tree) on pari (X, <) missd X on joukko (verteksit eli solmut
eli pisteet) ja < on joukossa X madritelty osittainen jarjestys, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:
e Kaikille x € X joukko {y € X | y < x} on hyvinjarjestetty
(alkiosta x alaspain kulkeva polku ei haaraudu).
e Kaikilla hyvinjarjestetyilld joukoilla {y € X | y <X x} on sama
minimaalinen alkio (kaikki alaspain johtavat polut paattyvat
samaan alkioon).

Maaritelma

Puuhun kuuluvia relaationuolia x — y < x =< y kutsutaan myos
kaariksi tai viivoiksi.
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Rekursio

{1,2,3}

/TN

{1,2} {1,3} {2,3}

XX

{1} {2} {3}
0
Ei ole puu, koska esim. alkiota {1,2,3} pienemmat alkiot {1,2} ja
{1, 3} ovat vertailukelvottomia.
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Rekursio

{1,273}
{1,2} {1,3} {2,3}
{1} 2 {3}

Ei ole puu, koska alkiota {1,3} pienemmat alkiot {1} ja {3} ovat
vertailukelvottomia.
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Rekursio

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}
{1} {2} {3}
ANV
0

On puu. Maksimaalisia alkioita {1,2,3}, {1,3}, {2,3} ja {2}
kutsutaan lehdiksi ja minimaalista alkiota () juureksi.
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R

Rekursiivinen maaritelma (darelliset puut)

@ Lehdet ¢ ovat yhden alkion puita joiden juuri on £.

@ Jos Ty, ... T, ovat puita, joiden juurille r, ..., r, patee
r—r,on T1U...UT,U{r} puu, jossa r on juuri.
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Yleinen esitystapa: Juuri ylhaalla, lehdet alhaalla
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Rekursio
Puurakenteen kayttotarkoituksia

Kovalevyn hakemistohierarkiat
Kirjaston luokitukset

Evoluution kuvaaminen

Sukupuu
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