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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Maaritelma

Jonon (fy, f1, ..., fn—1) diskreetti Fourier-muunnos on jono
(Fo, F1,..., Fy—1), missa

Merkinta:

(F07F1)"'7FN—1):DFT(fb)ﬁ.a"'va—l)

.
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Maaritelma
Jonon (Fo, F1,..., Fy—1) kdanteinen diskreetti Fourier-muunnos

on jono (fo, fi,..., fy—1), missa

=
i

3~
T
o

Merkinta:

(fo, fi, ..., fu_1) = DFT Y (Fo, F1,..., Fn_1)

.
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Maaritelma

Olkoon Sy ={0,1,...,N —1} ja k € Z. Ajrellisen joukon
k-taajuinen eksponenttifunktio on
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Olkoon Sy ={0,1,...,N —1} ja k € Z. Ajrellisen joukon
k-taajuinen eksponenttifunktio on

il 1 2mil g2

e ’Vk
VN

—kl

e/\/_k(/) = N = e_k(l)

=
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Olkoon Sy ={0,1,...,N —1} ja k € Z. Ajrellisen joukon
k-taajuinen eksponenttifunktio on

—kl

7627”7 _ 7627”7627“. N — e_k(/)

Seuraus (N-jaksollisuus)

ex(l+ N) = ex(/)
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

2mikl 0, josl</I<N
e N = .
N, jos/=0

1

0
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

S: e N =
k=0

Tapaus / = 0 on ilmeinen. Jos [ # 0, on e #1 ja

-~ { 0, josl<I<N

N, jos/=0

.

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 6 5 of 11



Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

S: e N =
k=0

Tapaus / = 0 on ilmeinen. Jos [ # 0, on e #1 ja

-~ { 0, josl<I<N

N, jos/=0

2l N-1 2mil  2mikl N-1 2mi(k+1)!
enNS= eNegnN — e N =S8
k=0 k=0
Taten -
(env —1)S =0,

mista seuraa, ettd S = 0.

.
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFTYDFT(fo, fi,..., fu_1) = (fo, 1y - .., fn1)
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFTYDFT(fo, fi,..., fu_1) = (fo, 1y - .., fn1)

Merkitisn (Fo, Fu, . .

., Fn_1) = DFT(fo, f1, ..
jonon DFTY(Fy, F1, ..

., Fn—1) ks jasen gy:

., fn—1) ja lasketaan

N—-1 N—-1 N—1
1 2mikl 1 1 f 2miml \ 2wkl
b= SR LS LSy
N 1=0 N 1=0 N m=0
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFTYDFT(fo, fi,..., fu_1) = (fo, 1y - .., fn1)

Merkitaan (Fo, F1,..., Fy—1) = DFT(fo, fi, ..., fy—1) ja lasketaan
jonon DFT_I(FO, Fi,...,Fn_1) k:s jasen gy:

f = fZ fz( fo)*
1N N1 27rllk m)
= *meZe
Nm:0 /=0
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFTYDFT(fo, fi,..., fu_1) = (fo, 1y - .., fn1)

Merkitaan (Fo, F1,..., Fy—1) = DFT(fo, fi, ..., fy—1) ja lasketaan
jonon DFT_I(FO, Fi,...,Fn_1) k:s jasen gy:

f = fZ fz( fo>*
1N N1 27rllk m)
= *meZe
Nm:O /=0

Esimerkki 57
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Jos jokainen F lasketaan esityksen

1 v »
F = — f e_27riW.
T UN Zk:o «

mukaisesti, pitaa jonon (Fo, F1,..., Fy—1) maarittamiseksi
suorittaa likimain N - 2N = 2N? yhteen- ja kertolaskua. Lisiksi
pitaa laskea eksponenttifunktion arvot.
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Fast Fourier Transform (FFT)

Hajoita ja hallitse -menetelma

Ongelman ratkaisua varten
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Fast Fourier Transform (FFT)

Hajoita ja hallitse -menetelma

Ongelman ratkaisua varten

@ Syote S hajoitetaan osiin S; ja S,
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Fast Fourier Transform (FFT)

Hajoita ja hallitse -menetelma

Ongelman ratkaisua varten
@ Syote S hajoitetaan osiin S; ja S,

@ Ratkaistaan ongelma osille 51 ja Sy erikseen
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Fast Fourier Transform (FFT)

Hajoita ja hallitse -menetelma

Ongelman ratkaisua varten
@ Syote S hajoitetaan osiin S; ja S,
@ Ratkaistaan ongelma osille 51 ja Sy erikseen

@ Yhdistetaan osaratkaisut
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Fast Fourier Transform (FFT)

DFT:n hajoitus
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Fast Fourier Transform (FFT)

DFT:n hajoitus

1 okl
F/ = fke 2miy
N k=0
N/2-1 N/2-1
1 2m-l 1 (2m+1):1
_ f-2me—27rl m Z f-2m+1e_27” o
N m=0 v N m=0
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Fast Fourier Transform (FFT)

DFT:n hajoitus

1 = el
FI - = fkef27rlw
N k=0
N/2—-1 N/2—-1
1 - 2m-| 1 (2m+1)-1
- = f2 e—27TIT_|_7 f2 1e—27rl N
N m=0 " \/N mz:() "
N/2—1
_ i 1 4 f2 e 27ri/’v"—/"2
= m
ﬂ N/2 m=0
N/2—-1
1 opil 1
- Z om1e ~ N2
ﬂ N/2 m=0
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Fast Fourier Transform (FFT)

Syéte: Vektori (fo, fi, fay ..., fn_1)
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Fast Fourier Transform (FFT)

Algoritmi

Syéte: Vektori (fo, fi, fay ..., fn_1)
Tuloste: Syotteen diskreetti Fourier-muunnos
(Fo,F1,...,Fn—1) = FFT(fo, fi,..., fn_1).
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Fast Fourier Transform (FFT)

Algoritmi

Syéte: Vektori (fo, fi, fay ..., fn_1)
Tuloste: Syotteen diskreetti Fourier-muunnos
(Fo,F1,...,Fn—1) = FFT(fo, fi,..., fn_1).

@ Jos N =1, tulosta fy ja pysahdy.
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Fast Fourier Transform (FFT)

Algoritmi
Syéte: Vektori (fo, fi, fay ..., fn_1)
Tuloste: Syotteen diskreetti Fourier-muunnos
(Fo,F1,...,Fn—1) = FFT(fo, fi,..., fn_1).
@ Jos N =1, tulosta fy ja pysahdy.
o Jos N > 1, laske (Go, G, ..., Gnjo—1) = FFT(fo, f2,. .., fn_2)
ja (Ho, Hl, ceey HN/2—1) = FFT(fl, f3, socy fN—l)-
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Fast Fourier Transform (FFT)

Algoritmi
Syéte: Vektori (fo, fi, fay ..., fn_1)
Tuloste: Syotteen diskreetti Fourier-muunnos
(Fo,F1,...,Fn—1) = FFT(fo, fi,..., fn_1).
@ Jos N =1, tulosta fy ja pysahdy.
o Jos N > 1, laske (Go, G, ..., Gnjo—1) = FFT(fo, f2,. .., fn_2)
ja (Ho, Hl, ceey HN/2—1) = FFT(fl, f3, socy fN—l)-
@ Jokaista / € {0,1,..., N — 1} kohti laske
F = %(G, 1 e 2miy H)). Luvun N/2 — 1 ylittaville /:n
arvoille tulkitaan G; = G;_py2 ja Hy = Hi_p/2.
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Fast Fourier Transform (FFT)

Algoritmi
Syéte: Vektori (fo, fi, fay ..., fn_1)
Tuloste: Syotteen diskreetti Fourier-muunnos
(Fo,F1,...,Fn—1) = FFT(fo, fi,..., fn_1).
@ Jos N =1, tulosta fy ja pysahdy.
o Jos N > 1, laske (Go, G, ..., Gnjo—1) = FFT(fo, f2,. .., fn_2)
ja (Ho, Hl, ceey HN/2—1) = FFT(fl, f3, socy fN—l)-
@ Jokaista / € {0,1,..., N — 1} kohti laske
F = %(G, 1 e 2miy H)). Luvun N/2 — 1 ylittaville /:n
arvoille tulkitaan G; = G;_py2 ja Hy = Hi_p/2.
@ Tulosta (Fo, F1,...,Fn—1).
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Fast Fourier Transform

Operaatioiden maara FFT:ssa (kompleksisuus)

Olkoon N = 2" ja T(N) aritmeettisten operaatioiden maara, jotka
tarvitaan N-pituisen jonon diskreetin Fourier-muunnoksen
laskemiseen.

T(N)=2-T(N/2)+ 4N
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Fast Fourier Transform

Operaatioiden maara FFT:ssa (kompleksisuus)

Olkoon N = 2" ja T(N) aritmeettisten operaatioiden maara, jotka
tarvitaan N-pituisen jonon diskreetin Fourier-muunnoksen
laskemiseen.

T(N)=2-T(N/2)+ 4N

Talloin

T(N) = 2-T(N/2)+4N
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Fast Fourier Transform

Operaatioiden maara FFT:ssa (kompleksisuus)

Olkoon N = 2" ja T(N) aritmeettisten operaatioiden maara, jotka
tarvitaan N-pituisen jonon diskreetin Fourier-muunnoksen
laskemiseen.

T(N)=2-T(N/2)+ 4N

Talloin

T(N) = 2-T(N/2)+4N =2(2T(N/4)+4- N/2) + 4N
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Fast Fourier Transform

Operaatioiden maara FFT:ssa (kompleksisuus)

Olkoon N = 2" ja T(N) aritmeettisten operaatioiden maara, jotka
tarvitaan N-pituisen jonon diskreetin Fourier-muunnoksen
laskemiseen.

T(N)=2-T(N/2)+ 4N

T3ll5in
T(N) = 2-T(N/2)+4N =2(2T(N/4)+4- N/2) + 4N
= 4T(N/4)+2-4N
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Fast Fourier Transform

Operaatioiden maara FFT:ssa (kompleksisuus)

Olkoon N = 2" ja T(N) aritmeettisten operaatioiden maara, jotka
tarvitaan N-pituisen jonon diskreetin Fourier-muunnoksen
laskemiseen.

T(N)=2-T(N/2)+ 4N

T3ll5in
T(N) = 2-T(N/2)+4N =2(2T(N/4)+4-N/2) + 4N
= 4T(N/4)+2-4N =4(2T(N/8) +4- N/4)+2- 4N
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Fast Fourier Transform

Operaatioiden maara FFT:ssa (kompleksisuus)

Olkoon N = 2" ja T(N) aritmeettisten operaatioiden maara, jotka
tarvitaan N-pituisen jonon diskreetin Fourier-muunnoksen
laskemiseen.

T(N)=2-T(N/2)+ 4N

T3ll5in
T(N) = 2-T(N/2)+4N =2(2T(N/4)+4- N/2) + 4N

AT(N/4)+2-4N = 4(2T(N/8) +4- N/4) +2 - 4N
— 8T(N/8)+3-4N
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Fast Fourier Transform

Operaatioiden maara FFT:ssa (kompleksisuus)

Olkoon N = 2" ja T(N) aritmeettisten operaatioiden maara, jotka
tarvitaan N-pituisen jonon diskreetin Fourier-muunnoksen
laskemiseen.

T(N)=2-T(N/2)+ 4N

T3ll5in
T(N) = 2-T(N/2)+4N =2(2T(N/4)+4- N/2) + 4N

AT(N/4)+2-4N = 4(2T(N/8) +4- N/4) +2 - 4N
= 8T(N/8)+3-4N =8(2T(N/16) +4- N/8) + 3 - 4N
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Fast Fourier Transform

Operaatioiden maara FFT:ssa (kompleksisuus)

Olkoon N = 2" ja T(N) aritmeettisten operaatioiden maara, jotka
tarvitaan N-pituisen jonon diskreetin Fourier-muunnoksen
laskemiseen.

T(N)=2-T(N/2)+ 4N

Tillsin
T(N) = 2-T(N/2)+4N =2(2T(N/4)+4-N/2) + 4N
AT(N/4)+2-4N = 4(2T(N/8) +4- N/4) +2-4N
8T(N/8)+3-4N =8(2T(N/16) + 4- N/8) + 34N
— 16T(N/16)+4 4N = ...

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 11 of 11



Fast Fourier Transform

Operaatioiden maara FFT:ssa (kompleksisuus)

Olkoon N = 2" ja T(N) aritmeettisten operaatioiden maara, jotka
tarvitaan N-pituisen jonon diskreetin Fourier-muunnoksen
laskemiseen.

T(N)=2-T(N/2)+ 4N

Talloin

T(N) = 2-T(N/2)+4N =2(2T(N/4)+4- N/2) + 4N
AT(N/4)+2-4N = 4(2T(N/8) +4- N/4) +2 - 4N
8T(N/8)+3-4N =8(2T(N/16) + 4- N/8) + 34N
16T(N/16) + 4 -4N = ...

= 2'T(N/2")+r 4N
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Fast Fourier Transform

Operaatioiden maara FFT:ssa (kompleksisuus)

Olkoon N = 2" ja T(N) aritmeettisten operaatioiden maara, jotka
tarvitaan N-pituisen jonon diskreetin Fourier-muunnoksen
laskemiseen.

T(N)=2-T(N/2)+ 4N

Talloin

T(N) = 2-T(N/2)+4N =2(2T(N/4)+4-N/2)+ 4N
AT(N/4)+2-4N = 4(2T(N/8) +4 - N/4) +2 - 4N
8T(N/8)+3-4N = 8(2T(N/16) +4- N/8) + 3 - 4N
16 T(N/16) +4-4N = . .

2"T(N/2") 4+ r - 4N

= NT(1)+r-4N =4Nlog, N
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