Insinoorimatematiikka: Lineaarialgebra 2024

Ali kiiytd tehtivissd tekodlys vaan omaasi. Laskut tulee suorittaa kisin,
ellei toisin mainita.

Demonstraatio 5 12.12.2024

1. Olkoon B = {by, by} avaruuden R? kanta, = = x1b; + 22b2, ja y = y1b1 + y2bo
ja (x,y) jokin sisdtulo.

Sijoita vektoreiden x ja y kantaesitykset sisatuloon (x,y) ja esitd tdmé kanta-
vektoreiden sisétulojen (b;, b;) avulla.

Vertaa nain saatua lauseketta matriisituloon

(1 2) ( My Mo ) < Y1 )
Moy Moo Y2
Mité voit todeta matriisialkioista M;;?

Mallivastaus: Avaruudessa R? sisdtulo on reaalinen, joten

(x,y) = (z1b1 + x2ba, y1b1 + y2b2)
= x1y1(b1, b1) + x1y2(b1, b2) + w2y1 (b2, b1) 4 w2y2(b2, ba)

Toisaalta

(21 22) ( My Myo > < Y1 > — (21 o) ( Mi1y1 + Mi2ys >
Moy Moo Yo Mao1y1 + Maoyo
= 11 M1 + z1y2Mio + zoy1 Moy + zoyas Mas.

Jos siis valitaan matriisialkioiksi M;; = (b;, bj) saadaan sisétulolle esitys koor-
dinaattivektoreiden = = (z1,22)7 ja y = (y1,%2)" avulla muodossa 7 My.

Huomautus: Koska (b;,b;) = (b;, b;), voidaan todeta ettd matriisi M on
symmetrinen. Koska (x,x) = 7 Mz, voidaan todeta myds ettid matrisiisi M
on positiividefiniitti. Padttely osoittaa, ettd kaksiulotteisessa avaruudessa ei ole
muunlaisia sisituloja, kuin @’ My, missi x ja y ovat koordinaattivektoreita,
ja M on positiividefiniitti matriisi. Samankaltainen paéttely voidaan suorittaa
kaikissa darellisulotteisissa vektoriavaruuksissa.

2. Sopivalla sijoituksella 1 = ax + By ja y1 = vz + dy voidaan nelidmuodosta
azx? + bry + cy? eliminoida "sekatermi” zy.

Tarkastele tatéd varten ensin miltd nayttas

(3 4)(;)

322 + 10zy + 3y

ja kirjoita sen jalkeen

muotoon (1). Etsi sitten kaavassa esiintyvin matriisin ominaisarvot ja -vektorit,
similaarinen diagonaalimatriisi ja similarisuuden vélittdvd matriisi (voi laskea
matematiikkaohjelmalla). Miten néistd selvidd sijoitus, jossa "sekatermi” xy
haviaa?



Mallivastaus:

a b T\ azx + by
an(y ) (5) et
= az® 4 bxy + bzy + cy® = ax? + 2bxy + cy?.

Taman perusteella

2 2 3 5 X
3z° + 10xy + 3y —(a:y)<5 3><y>

Matriisin ominaisarvot 16ytyvéit ratkaisemalla yhtalo

’3—>\ 5

s sy ':O@(3—>\)2—25:0@)\2—6)\—16:0<:}>\€{—2,8}.

Ominaisarvoihin A = —2 ja A = 8 liittyvit ominaisvektorit 16ytyvit yhtilon
(A — M)z = 0 ratkaisuista, sellaisiksi voidaan valita (1,1)7 ja (1,—1)7, joten
diagonaalisuuden vélittaviksi matriisiksi voidaan valita esimerkiksi

1 1
p(1 1)
Suoraan laskemalla

1 1 1 1 20

Tp _ _ _
re=(h o) (0 a)=(02)=1
Talloin sijoitus & = Px tuottaa

xl Ax = (Px)) APz, = 2l PT APz, = 2T P~ ' APz, = 2l Dxy,

missd D = ( 106 _0 4 > = 2( S _02 > on diagonaalimatriisi eiki siis seka-

termid zy esiinny.
1 1
Todetaan tdma myds suoraan laskemalla: < z > = ( 1 1 ) < zl > tuot-
- 1
taa muodon, jossa sekatermid ei esiinny. Téll6in sijoitus tuottaa muodon z =
T1+y1 jay =21 — y2, jolloin

322 + 10zy + 5y°

3(r1+y1)? + 10 (21 +y1) (@1 — v1) + 3(z1 — 11)?
= 16x%—4y%

Huomautus: Tissi mallivastauksessa madritettiin P7 AP, kun taas diagonali-
sointiprosessissa diagonaalimatriisi saadaan muodossa P~'AP. Nyt kuitenkin

huomattiin, ettd PTP = 2I, joten valitsemalla P, = %P huomataan, ettd

PI'Py = I ja tillsin matriisi Py vélittdisi diagonaalimuodon, jossa diagonaa-
lialkiot ovat matriisin A ominaisarvot.
. Olkoon ||x|| = v/ (=, x) sisdtulon indusoima normi. Osoita, ettd talloin

2 2 2 2
e+ ylI” + [lz = yll” = 2 ||| + 2 [[y||" (2)

Selitd miksi yhtdlod (2) kutsutaan suunnikassianndoksi.



Mallivastaus:

le+yl>+lz—yl? = (@+yz+y) +(z-—yz—y)

(

= (z,z)+ (z,9) + (y, ) + (¥,9)
(z,z) — (z,y) — (y,2) + (¥, 9)

= 2wm,x)+2(y,y) =2]||z|]> +2||yl]*.

Yhtalo merkitsee geometrisesti sitéd, ettd suunnikkaan sivujen neliiden summa
on sama kuin suunnikkaan lavistajien nelididen summa.

. Osoita, ettd R?:ssa midritelty normi ||(z,y)|| = |x| + |y| ei aina toteuta suun-
nikassdantoa.

Mallivastaus: Valitaan esimerkiksi = (1,0) ja y = (0,1). Talldin ||z + y||* +
lz — gl = [|(1 DI +[/(1, ~1)|> = 22 + 22 = 8. Toisaalta 2||]|* + 2 |y| > =
2-1+42-1 =4, joten suunnikassainto ei toteudu. Téman vuoksi tadmi normi
ei voi olla minkian sisdtulon indusoima.

. Olkoon {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} avaruuden R3 kanta (miksi se on kanta?).
Onko mahdollista ”julistaa” tdmé& kanta ortonormaaliksi méarittelemalld sisé-
tulo, jossa ((1,0,0),(1,0,0)) =1, ((1,0,0),(1,1,0)) = ((1,0,0),(1,1,1)) = 0,
((1,1,0),(1,1,0)) = 1, ((1,1,0),(1,1,1)) = 0 ja ((1,1,1),(1,1,1)) = 1?7 Jos
tamé on mahdollista, selvitd mitd on ((3,2,1),(2,2,1)).

Mallivastaus: Vektorijoukko on avaruuden R? kanta, koska siini on kolme vek-
toria, ja ndma ovat lineaarisesti riippumattomat. Luentoesimerkissi on osoitet-
tu, ettd vektorijoukko, jossa seuraavassa vektorissa on enemmén alkunollia kuin
edellisissé (eikéd ole nollavektoria), on lineaarisesti riippumaton. Sama péadtte-
ly voidaan suorittaa vektorijoukolle, jossa seuraavassa vektorissa on enemman
loppunollia kuin edellisissé, ja vektoreiden jarjestys joukossa on vapaasti valit-
tavissa.

Kysytty sisitulo on mahdollista mé#éritelld: Jos {b1, b, b3} on mikd hyvinsi
kanta, voidaan médritelld sisdtulo (b;,b;) = 1, jos i = j ja 0, jos i # j.
Téama sisdtulo voidaan laajentaa kaikille vektoreille kantaesityksen ja sisdtulon
lineaarisuuden perusteella.

Téssé tehtavissa (esitykset voidaan 16ytdd Gaussin-Jordanin algoritmilla)
(3,2,1)=1-(1,0,0)+1-(1,1,0) +1-(1,1,1)

ja
(2,2,1)=0-(1,0,0)+1-(1,1,0)+1-(1,1,1)

Tehtévissa madritelty sisdtulo saadaan siis koordinaattivektoreiden pistetulo-

na:

((3,2,1),(2,2,1)) = (1,1,1) - (0,1,1) = 2.

. Vililld o, o + T madritellyille kompleksiarvoisille tietyt ehdot toteuttaville
funktiolle méaritellddn sisdtulo ehdolla

a+T L
(f,9) = / F(2)9(x) da.

2mim

Miki on funktioiden e "¢ ja e T 7 etdisyys edelld médaritellyn sisdtulon in-
dusoiman metriikan suhteen? Vihje: Integrointiin liittyvat laskut on esitetty
luennolla ja niihin voi vedota.

T



Mallivastaus:

2min 2mim

dle T e Tx):‘

eT ¥ —e T

2min 27{"me‘ ‘

Jos n = m, on normi ja kysytty etdisyys selvisti 0. Olkoon sitten n # m.
Téll6in

2

2min 2wim 2min 2mwim 2min 2mwim
=T X =T X =T X
‘ e T T _e T = (6 T —eT *eT e T )
2min 2min 2min 2mim 2mim 2min 2mim 2mim
=T =T T T X =T X X
= (eT ,e T )—(eT ,e T )—(eT ,e T )+(6T ,e T )

= T+T,
joten kysytty etdisyys on v27T.

. Totea laskemalla ettd avaruuden R? vektorijoukko B = {(2,0, 1), (1,-1,2),(1,5,2)}
on ortogonaali tavallisen pistetulon suhteen ja etsi vektorille (4,3,11) esitys
joukon B vektoreiden lineaarikombinaationa.

Mallivastaus; (2,0,—1)-(1,-1,2) =2-14+0-(-1)+(-1)-2=0, (2,0,-1) -
(1,5,2) =2-140-54+(—1)-2=0,ja(1,-1,2)-(1,5,2) = 1-1+(—1)-5+2-2 = 0.
Niiden laskujen perusteella vektorijoukko on ortogonaali.

Koska (2,0,-1)-(2,0,—1) =5, (1,—1,2)-(1,—-1,2) =6 ja (1,5,2)-(1,5,2) = 30,
saadaan vektorin

(4,3,11) = 21(2,0, —1) + x(1, —1,2) + 23(1,5,2) (3)

Koordinaatti z; saadaan laskemalla yht#lossd (3) puolittain pistetulo vektorin
(2,0,—1) kanssa:

3
(4,3,11) - (2,0, —1) = x1(2,0,—1) - (2,0,—1) & —3 = 5x1 & 21 = —%
Koordinaatti zo saadaan laskemalla yhtélossd (3) puolittain pistetulo vektorin
(1,—1,2) kanssa:
23
(4,3,11) - (1,—1,2) = x2(1,—-1,2) - (1, —-1,2) & 23 = 629 < 29 = 5
Koordinaatti z3 saadaan laskemalla yhtélossd (3) puolittain pistetulo vektorin
(1,5,2) kanssa:

41
(4,3,11) - (1,5,2) = x3(1,5,2) - (1,5,2) & 41 = 30x3 & 3 = 30"
Niin ollen
3 23 41
4.3,11) = —= - (2,0, -1 —(1,-1,2 —(1,5,2).
(7 M ) 5 (7 ) )+ 6(7 ) )+30(7 ) )

. Totea etti vektorijoukko By = {(1,1,0),(1,0,1)} C R3 on lineaarisesti riippu-
maton. Kéyté luennolla esitettyd Gramin-Schmidtin menetelméi ja esitd jokin
jokin ortogonaali (tavallisen pistetulon suhteen) vektorijoukko Bs, joka generoi
saman aliavaruuden kuin Bj. Etsi my6s vektorin (1,3, —2) esitys kannassa Bo.

Mallivastaus: Vektorit eivét ole toistensa skalaarimonikertoja, koska esim. en-
simmadisen vektorin viimeinen koordinaatti on 0, mutta toisen 1. Siksi ne ovat
riippumattomat.

Gramin-Schmidtin menetelméssé valitaan y; = &1 = (1,1,0) ja yo = x2 —
T ,0,1)-(1,1,0
H;i‘ﬁgyl = (1,0,1) — &OUWLLY 4 4 ) = (1,0,1) - 1(1,1,0) = (4, -1,1).

1

[1(1,1,0)] 2



Ortogonaaliksi, aliavaruuden generoivaksi joukoksi voidaan siis valita esim.
{(1,1,0), %(1, —1,2)} tai yhtd hyvin Bs = {(1,1,0),(1,—1,2)}, jossa jalkim-
méinen vektori on kerrottu skalaarilla 2.

Vektorin (1,3, —2) esitys téssd kannassa saadaan laskemalla esityksestd
(1,3,—-2) = z1(1,1,0) + x2(1,—1,2) (4)
pistetulot kanta-alkioiden kanssa molemmin puolin, jolloin ensin
(1,3,-2) - (1,1,0) = z1(1,1,0) - (1,1,0) & 4 = 221 & 1 = 2,
Kerroin zo saadaan pistetulosta
(1,3,-2) - (1,—1,2) = 29(1,-1,2) - (1, -1,2) & —6 = 629 < 9 = —1,
joten (1,3,—-2) =2(1,1,0) — (1,—1,2).

. Olkoot ¢ = (2,3,7,1,2,8,9,2) jay = (6,7,5,1,3,6,2,6). Laske matematiik-
kaohjelmalla (tai muulla tavalla) koordinaattien keskiarvot ug ja uy, ' =
x — pgl, y =y — pyl seki vektoreisen &’ ja gy’ vilisen kulman kosini. Mer-

kintd 1 tarkoittaa vektoria (1,1,1,1,1,1,1,1).

Mallivastaus: pg = 4 ja py = 3, ' = 3(-9,-5,11,-13,-9,15,19, -9),
y = %(3,5,1,—7, —3,3,—5,3). Suoraan laskemalla ' - y’ = 0, joten tdmén
perusteella kysytty kosini = 0.



