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Aliavaruus

Maaritelma

U on vektoriavaruuden V aliavaruus (Merk. U < V), jos U C V ja
U on suljettu skalaarimonikerran ja vektorisummauksen suhteen.
Toisin sanoen, jos x, y € U, niin myos ax, x +y € U

Jos x1, ..., xp € V,on L(x1,...,x,) < V.
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Lineaarinen riippuvuus

Vektorijoukko {x1,...,x,} on lineaarisesti riippuva, jos jokin
joukon vektoreista x; voidaan esittaa muiden
lineaarikombinaationa:

Xi=CX1+...+C_1Xj—1+Cjy1Xjyr1 + ...+ ChXp
Vastakohta: Lineaarisesti riippumaton.

Avaruuden R? vektorijoukko {i,j} on lineaarisesti riippumaton: Ei
ole mahdollista esitad vektoria i muodossa i = cj,
< (1,0) = ¢(0,1).
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Lineaarinen riippuvuus

Avaruuden vektorijoukko {i,j,i + j} on lineaarisesti riippuva:

i+j=1-i+1-j. )
Vektorijoukko {x1,...,x,} on lineaarisesti riippumaton tarkalleen
silloin kun yhtalolla

cx1+...+cx, =0

on ainoastaan ilmeinen ratkaisu ¢c; = ... = ¢, = 0.
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Lineaarinen riippuvuus

ai + bj = 0 & a(1,0) + b(0,1) = (0,0) < (a, b) = (0,0),

mika toteutuu vain jos a= 0 ja b= 0.

1-(i+j)—1-i—1-j=0
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Lineaarinen riippuvuus

Jos nollasta poikkeavien vektoreiden joukko {x1,x2,...,xx} on
sellainen, etta vektorissa x;+1 on enemman alkunollia kuin
vektorissa x;, on joukko lineaarisesti riippumaton.

Erikoistapaus edellisesta

e1 = (1,0,...,0), e2=(0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1).

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 6 of 40



Lineaarinen riippuvuus

Vektorijoukko
{(1,2,-2,0),(2,-3,1,2),(-1,2,-2,3),(0,-1,2,1)} on
lineaarisesti riippumaton mikali yhtalolla

(1,2, -2,0) + (2, —3,1,2)
+C3(_1’ 27 _27 3) + C4(Oa _17 27 1) = (05 Oa 07 0)

on vain ilmeinen ratkaisu (c1, ¢z, ¢3,¢4) = (0,0,0,0). Kyseinen
vektoriyhtalo voidaan kirjoittaa yhtaloryhmana

c +2c0 —c3 =
2cp -3¢0 +2c3 —c =
—2c1 +o 23 +2¢ =
2co +3c3 +a =

© oo
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Lineaarinen riippuvuus

Yhtaloryhma
ca +2c0 —c3 =0
2cq 3¢ +2¢c3 —c = 0
—2c 4+ —2c3 +2¢ 0
2cp +3c3 +c = 0
on ekvivalentti yhtaloryhman
C1 = O
()] =0
C3 = 0
Cp = 0
kanssa. Ainoa ratkaisu on siis (c1, ¢, c3.ca) = (0,0,0,0).
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Kanta

Vektoriavaruuden V osajoukko B on kanta, jos
o V=(B)

@ B on lineaarisesti riippumaton
V.

Edellisen maaritelman perusteella kanta on aina vektoriavaruuden

generoivan joukon osajoukko, minimaalinen generoiva joukko. Jos

siis vektoriavaruus on aarellisesti generoitu, on silla myos aarellinen
kanta.

Airellisesti generoidun vektoriavaruuden kaikissa kannoissa on yht3
monta alkiota.

.
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Adrellisesti generoidun vektoriavaruuden V osajoukko
B = {b,...,b,} on kanta tarkalleen silloin kun jokaisella v € V
on yksikasitteinen esitys

v=ocbi+...+c,b,.

Maaritelma

Olkoot merkinnat kuten ylla. Vektorin v € V' koordinaattivektori
kannan B suhteen on

vg=(c1,...,¢cn)

Olkoot merkinnat jalleen kuten edella. Kuvaus Cg : V — K",
Cg(v) = v on bijektio.
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Kuvaus Cg : V — K" toteuttaa ehdon
CB(av1 -+ bV2) = aCB(vl) + bCB(Vz).

Taman ehdon toteuttavia kuvauksia sanotaan lineaarisiksi.

Edellisen lauseen perusteella aarellisesti generoitu vektoriavaruus V
(yli kunnan K) voidaan samaistaa karteesisen tulon K" kanssa,
missa vektoriavaruuden operaatiot maaritellaan seuraavasti:

(ViyoooyVn) + (U1, .o oyun) = (v + U1,y Vo + Up)

ja
c(vi,...,vn) = (cva,...,cvp).
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Joukko R[x]<3 = {p(x) € R[x] | deg(p) < 3} on vektoriavaruus yli
kunnan R. Yksi kanta on B = {1, x,x?,x3}, jolloin jokainen
p(x) € R[x]<3 voidaan kirjoittaa muodossa

p(x) =co+ aax + ox? + ax3

ja
Cs(p) = (co, 1, @2, c3) € R*

Myds joukko By = {1, x,x(x — 1), x(x — 1)(x — 2)} muodostaa
avaruuden R[x]<3 kannan.

CBz(p) =7
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Kanta

Vektoriavaruuden R” osajoukko E = {ei,...,e,},
e;=(0,...,1,...,0) on kanta, ja jokainen v = (vq,...,v,) € R"
voidaan esittaa muodossa

V=wvie; +...+ Vpe,,

joten
CE(V) = (Vla °00 g Vn) = V.

Kantaa E sanotaan taman vuoksi luonnolliseksi kannaksi. )
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Kanta

Joukko {(1,2,—1,3),(2,~1,2,1), (-2, -3,1,2), (1,2, -3, 1)}
muodostaa R*:n kannan. Miki on vektorin (x, y,z, w) € R* esitys
tassa kannassa?

(x,y,z,w) = c(1,2,-1,3) + (2, -1,2,1)
+ C3(—27 —-3,1, 2) ar C4(1, 2,—3, 1)

a +2c0 —-2c3 4 =
2c¢ - -3¢ +2¢ =
—c +2cp 4+ —3a =
3¢ +o +2c3 4 =

SN X X
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Gaussin-Jordanin menetelma

Maaritelma

Muuttujien x1, X2, ... X, yhtaloryhma on lineaarinen, jos
muuttujat esiintyvat siina vain ensimmaisessa asteessa:

Auxi + Apxe + ... 4+ Aipxn = b
Axixi + Awpxo + ... + Awgpxn = b
Amxi + Amx> + ... + AmpnXn = bm

Lineaarista yhtaloryhmaa sanotaan homogeeniseksi, jos
by =...=by=0.

.
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Gaussin-Jordanin menetelma

Lineaaristen yhtaloryhmien alkeisoperaatiot

o Kahden yhtalon jarjestyksen vaihtaminen
@ Yhtalon kertominen nollasta eroavalla vakiolla

@ Yhtalon lisaaminen toiseen vakiolla kerrottuna

Yhtaloryhmilla, jotka saadaan toisistaan alkeisperaatioilla on samat
ratkaisut.

v

Maaritelma

Jos yhtadloryhma S; saadaan yhtaloryhmasta S; alkeisoperaatioilla,
sanotaan etta S; on riviekvivalentti S>:n kanssa ja merkitaan
51 ~ S,. Huom.: ~ on ns. ekvivalenssirelaatio.
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Gaussin-Jordanin menetelma

2x1  —Xo +x3 = 7 _
{ x1 +3x +4x3 = 0 5( 2)
N —Tx —Txs = 7 |(-3) +
x1 +3x +4x3 = 0
x1 +3x0 +4x3 = 0 _
{7 e e T D)
X1 +Xx3 = 3
Xo +Xx3 = —1

(XI,X27X3) — (*X3 + 3, —X3 — 15X3) — X3(717 717 1) 4 (37 717 O)r
missa x3 € R.
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Gaussin-Jordanin menetelma

Alkeisoperaatiot suoritetaan yhtaloryhman kertoimilla, eika
muuttujien merkitseminen ole valttamatonta:

2x1 —x2 +x3 = T
x1 +3x +4x3 = 0

N 2:x1 —1-x +1-x3 = 7
1-x1 430 +4-x3 = 0

2 -1 1 7
1 3 40
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Gaussin-Jordanin menetelma

Maaritelma

Lineaarisen yhtaloryhman

Aiixi + Awpxe 4+ ... + Aipxn = b
Anixi + Axxe + ... + Augpxp = b
Amxi + Amx2 + ... + Apnxn = bnm

kerroinmatriisi on

A]_l A12 560 Aln
A21 A22 ce A2n
Aml Am2 cee Amn
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Gaussin-Jordanin menetelma

Maaritelma
Lineaarisen yhtaloryhman

Anixy + Apx + ... +
Anixi + Axpxe + ... +
Amxi + Amxo + ... +

augmentoitu (eli laajennettu) matriisi on

A1 A ... A1,
Ay Axp ... Ao
Aml Am2 o Amn

AinXp =
Anxy =

AmnXn =

by
b
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Gaussin-Jordanin menetelma
Matriisien alkeisoperaatiot

@ Kahden rivin jarjestyksen vaihtaminen

@ Rivin kertominen nollasta eroavalla vakiolla

@ Rivin lisaaminen toiseen vakiolla kerrottuna

Y
Maaritelma

Jos matriisi B saadaan matriisista A alkeisoperaatioilla, sanotaan
etta matriisi A on riviekvivalentti B:n kanssa ja merkitaan A ~ B.
Huom.: A ~ B on ns. ekvivalenssirelaatio. )
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Gaussin-Jordanin menetelma

Matriisi A on porrasmuodossa, jos sen jokainen rivi alkaa nollilla,
joita on enemman kuin millaan ylemmalla rivilla. Ensimmaisen
rivin ei tarvitse alkaa nollalla ja jostain rivista alkaen rivit voivat
koostua kokonaan nollista.

1
0
3

(6]

|

N
= N W
N O DN

=2

Pisteet merkitsevat nollia.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 22 of 40



Gaussin-Jordanin menetelma
Matriisi A on redusoidussa porrasmuodossa, jos

@ A on porrasmuodossa
@ A:n jokaisen rivin ensimmainen nollasta poikkeava alkio on 1.

@ A:n jokaisen rivin ensimmaisen nollasta poikkeavan alkion
ylapuolella on vain nollia.

. . 1 . . % % . .

1

—
¥ X X X X
* X X X X
* K X X X

* X X X X ¥

Pisteet merkitsevat nollia ja asteriskit mita tahansa lukuja.
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Gaussin-Jordanin menetelma

Vektorijoukko
{(1,2,-2,0),(2,-3,1,2),(-1,2,-2,3),(0,-1,2,1)} on
lineaarisesti riippumaton mikali yhtalolla

(1,2, -2,0) + (2, —3,1,2)
+C3(_1’ 27 _27 3) + C4(Oa _17 27 1) = (05 Oa 07 0)

on vain ilmeinen ratkaisu (c1, ¢z, ¢3,¢4) = (0,0,0,0). Kyseinen
vektoriyhtalo voidaan kirjoittaa yhtaloryhmana

c +2c0 —c3 =
2c¢ -3¢0 +2c3 —c =
—2c1 4o —2c3 +2¢
20 +3c3  +a

o O O o
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

1 2 -1 0
0 -7 4 -1
0 5 -5

0o 2 3 1
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

12 -1 0

4 1
01 -7 7
05 -5 2
0 2 3 1
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

1 2 -1 0

4 1
S
00 -7 7
0o 2 3 1
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

12 -10
1 -
00 - $

471g
oo 4 2
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

12 -1 0

4 1
0 0 1—g
oo % 2
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

O O O
O O~ DN
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

O O o
O O~ DN
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

O O O =
O O = O
|
O NI
|
= Gl WNIFNIN
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

10%—%
010 —t
oo1-§
000 1
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

o = O O
|
= G111 =

O O o
o O+~ O
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Gaussin-Jordanin menetelma

Kerroinmatriisi

1 000
0100
0 010
0 001
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Gaussin-Jordanin menetelma

Johtopaatos

( a +2¢ —C3 = 0
2ci -3¢0 423 —c = 0
—2c1 +c —2c3 +2c = 0
2co0 +3c3 +c = 0
1 =0
() =0
< C3 =0
L Cp = 0

N&in ollen (c1, ¢, ¢3,¢ca) = (0,0,0,0) on ainoa ratkaisu
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Ratkaisujoukon esittaminen

Matriisia
10 2 0 4
01 -1 0 -3
0 0 01 -1
vastaa yhtaloryhma
X1 +2x3 = 4
X2  —X3 = -3,
X4 = -1
josta (x1,x2,x3,xa) = (—2x3 +4,x3 — 3,x3,—1) =
(—2x3, x3,x3,0) + (4,-3,0,—1) = x3(—2,1,1,0) + (4,-3,0,—1).
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Ratkaisujoukon esittaminen

"portaan aloittavat” muuttujat esitetaan muiden avulla, muut
jaavat esitykseen.

X1 —4x; — 6X5 = —2
X2 +3X4 = 3
x3 +x4 +2x5

|
\l

Ratkaisut:

(x1, X2, X3, Xa, X5)

(4x4 4+ 6x5 — 2, —3x4 + 3, —x4 — 2x5 + 7, X4, X5)
= (4x4 + 6x5, —3x4, —x4 — 2x5, X4, X5) + (—2,3,7,0,0)

(4xq4, —3xa, —x4, xa,0) + (6x5,0, —2x5,0, x5) + (—2,3,7,0,0)
= x4(4,-3,-1,1,0) + x5(6,0,—2,0,1) + (—2,3,7,0,0),
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