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Ratkaisujoukon esittaminen

Matriisia
10 2 0 4
01 -1 0 -3
0 0 01 -1
vastaa yhtaloryhma
X1 +2x3 = 4
X2  —X3 = -3,
X4 = -1
josta (x1,x2,x3,xa) = (—2x3 +4,x3 — 3,x3,—1) =
(—2x3, x3,x3,0) + (4,-3,0,—1) = x3(—2,1,1,0) + (4,-3,0,—1).
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Ratkaisujoukon esittaminen

"portaan aloittavat” muuttujat esitetaan muiden avulla, muut
jaavat esitykseen.

X1 —4x; — 6X5 = —2
X2 +3X4 = 3
x3 +x4 +2x5

|
\l

Ratkaisut:

(x1, X2, X3, Xa, X5)

(4x4 4+ 6x5 — 2, —3x4 + 3, —x4 — 2x5 + 7, X4, X5)
= (4x4 + 6x5, —3x4, —x4 — 2x5, X4, X5) + (—2,3,7,0,0)

(4xq4, —3xa, —x4, xa,0) + (6x5,0, —2x5,0, x5) + (—2,3,7,0,0)
= x4(4,-3,-1,1,0) + x5(6,0,—2,0,1) + (—2,3,7,0,0),
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Ratkaisujoukon esittaminen

Jos A on lineaarisen yhtaloryhman m x n-matriisi (ei
augmentoitu), ja sen porrasmuodossa on r porrasta (nollasta
eroavaa rivid), voidaan ryhman ratkaisut esittdd muodossa

X = X;41€Cr41 + ... + Xp€p + €, missa ¢, c € R" ovat lineaarisesti
riippumattomia vakiovektoreita ja x; € R.
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Ratkaisujoukon esittaminen

Maaritelma

Matriisista A saatavan (redusoidun) porrasmatriisin nollasta
eroavien rivien lukumaaraa sanotaan matriisin asteeksi (rank) ja
merkitdaan r(A).

@ r(A) on matriisin rivien generoiman vektoriavaruuden
dimensio.

@ r(A) on matriisin sarakkeiden generoiman vektoriavaruuden
dimensio.
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Ratkaisujoukon esittaminen

Onko joukko
B={(1,-1,2,-3),(-2,2,1,2),(—4,4,7,0),(-3,3,-1,5)}
lineaarisesti riippumaton ?

a(l,-1,2,-3) + (-2,2,1,2)

+  3(—4,4,7,0) + c(—3,3,—-1,5) = (0,0,0,0)
g —2cp —4c3 3¢, = 0

—c +2c +4c3 +3c =

2cq 4o +lcs —c =

—3c1 +2¢ +5c, =

o O O
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Ratkaisujoukon esittaminen

Kerroinmatriisi

1 -2 —4 -3 1 0 2 -1
—1 2 4 3 01 3 1
2 1 7 —1 0 0O 0 |’
-3 2 0 5 0 0O 0
vastaa yhtaloryhmaa
c1 +2C3 - = 0
¢ 433 +c = 0
0 = 0"
0 = 0
Ratkaisut ovat
(Cla ©, C3, C4) — (_2C3 + Cy, _3C3 — C4, C3, C4)
= C3(_27_37170)+C4(17_17071)‘

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 7 of 23



Matriisit

Maaritelma

m X n matriisi on kaavio

alil a2 ... din

ani a»» ... aon
A= ,

dml dm2 --- dmn

jossa on m rivia ja n saraketta. Jos matriisin alkiot ovat
reaalilukuja (kunnan K), sanotaan etta matriisi on yli reaalilukujen
(yli kunnan K)
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Matriisit

Maaritelma

Rivivektori (vaakavektori) on 1 x n matriisi (a11, a12,

0o al,,).
Sarakevektori (pystyvektori) on m x 1 matriisi

ail
ari

dmil
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Skalaarikertolasku

Jos A on m x n-matriisi ja ¢ joko kompleksi- tai reaaliluku, on cA
m x n-matriisi, jolle patee (cA);; = cAj; (kertolasku alkioittain).

Matriisien yhteenlasku

Jos A on m X n-matriisi ja B r X s-matriisi, summa A+ B
maaritellaan vain jos m = r ja n = s. Talloin

(A+B)U:AU+BU )
m X n-matriisit muodostavat vektoriavaruuden yhteenlaskun ja
skalaarikertolaskun suhteen.
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2 -1 0 10 -5 0
A—<0 1 3>on2><3—matr||5|,5A—< 0 5 15)

2 -1 0
A_<0 1 3>0n2><3—matr||S|JaB—

10
2 1
1 3

3 x 2-matriisi. Summaa A + B ei ole maaritelty.
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Matriisit

1

2 -1 0 1 2 —
A—(O 1 3)on2><3—matr||S|JaB—<0 1 3>on

2 X 3-matriisi.

2 -1 0 12 -1 31 -1
A+B‘(o 13)*(01 3)‘(02 6)
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o Nollamatriisi O on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia

@ Neliomatriisi on matriisi, jossa rivien maara on sama kuin
sarakkeiden maara

@ Diagonaalimatriisi on neliomatriisi D, jolle patee
i#j= Dj=0.

@ Identiteettimatriisi I, on diagonaalimatriisi, jonka kaikki
diagonaalialkiot ovat ykkosia.

Maaritelma

o Transpoosi (AT);; = Aji.

o Nelidmatriisi A on symmetrinen, jos AT = A.

@ Matriisin A:n vastamatriisi —A maaritellaan asettamalla
(—A)j = —Aj.
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Maaritelma

Olkoot U ja V vektoriavaruuksia yli kunnan K. Funktio f : U — V
on lineaarinen, jos

f(alul =4F 32’.'2) = alf(ul) =k azf(UQ).

Induktiolla:

f(aruy + ...+ apu,) = ar1f(ur) + ... + anf(up)
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Matriisit

Valitaan avaruudelle U (dim. n) kanta B = {by,...,b,} ja
avaruudelle V' (dim. m) kanta C = {c1,...,cm}.
Talloin vektorin u = x1b1 + ... + x,b, kuva saadaan muodossa

f(lel AF 0 oo AR ann) = le(bl) AF o oo AR an(bn)

Koska C on avaruuden V kanta, voidaan jokainen f(b;) esittaa
muodossa

f(bj)=anc1i+ ...+ aimCm
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f(lel P 000 TP ann) = le(bl) +...+ X”f(b")

Koska C on avaruuden V kanta, voidaan jokainen f(b;) esittaa
muodossa
f(b)) =anc1i+...+ aimCm

Yhdistamalla:

f(xib1 + ...+ xaby)
= xi(a11€1+ ...+ amicm)
+ ...+ xs(a1n€1+ ...+ 3mnCm)
= (a11x1 + ...+ ainxn)€1
+ ...+ (amx1+ .-+ amnXn)Cm
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Matriisit

Maaritelma
Jos f : U — V on lineaarikuvaus B ja C avaruuksien U ja V
kannat, seka

f(b,') =ajc1+ ...+ aimCm,

sanotaan, etta matriisi

all dip ... din

ani dal»o ... aon
A=

dml adm2 --- dmn

on lineaarikuvauksen f matriisi kantojen B ja C suhteen.
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Matriisikertolasku

alil ap ... din X1
ar1 ax ... a2n X2
dmli dm2 --- dmn Xn

ai11X1 + aiXxe + ...+ ainXn
az1X1 + axnx2 + ...+ axXp

amiX1 + ameXxo + ... + amnXn
W
Olkoon A lineaarikuvauksen f : U — V matriisi kantojen B ja C

suhteen. Jos x on alkukuvan koordinaattivektori, saadaan kuvan
koordinaattivektori matriisikertolaskulla Ax. )
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Matriisitulo

Olkoon A m x n-matriisi ja B n x k-matriisi. Matriisitulo AB
voidaan maaritella seuraavasti: Esitetaan B n x 1 sarakkeina:
B = (b;...by), jolloin

AB = (Aby ... Aby).

Symmetrinen esitys
Jos A on m X n-matriisi ja B on n X k-matriisi, on

(AB)j =) AuBy
=1
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Matriisitulo

2 0 3 -1 2 -2
-1 2 -2 3 -1 2

-

2x3 2x3

ei ole maaritelty )
-1 3

(52 5)( 2
-2 2

2x3 D

on maaritelty.
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Matriisitulo

Matriisitulo voidaan laskea lohkomuodossa

.

A A Bi B\ _ ( AiBi+AB3 AiBy + AxBy
A3 A4 B3 B4 A3Bl = A4B3 A3B2 a4 A4B4
mikali lohkojen tyypit sopivat yhteen.
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Matriisitulo

o A(BC) = (AB)C

o A(B+C) = AB + AC

o (A+B)C = AC + BC

e a(AB) = (aA)B = A(aB)
e AO=0A=0

o Al =1A=A,

o (AB)T =BTAT,

edellyttaen etta vasemmat puolet ovat maariteltyja.
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Matriisitulo

Matriisikertolasku

2 01 -1 x X +z—w
1 32 2 Y I = x+3y+2z+2w
2 20 1 ; 2x — 2y + w

Mairittelee lineaarikuvauksen R* — R3, jossa koordinaattivektori
(x,y,z,w) € R* kuvautuu koordinaattivektoriksi
(2x 4+ z — w, x + 3y23z + 2w, 2x — 2y + w) € R3.

.
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