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Matriisikertolasku

alil ap ... din X1
ar1 ax ... a2n X2
dmli dm2 --- dmn Xn

ai11X1 + aiXxe + ...+ ainXn
az1X1 + axnx2 + ...+ axXp

amiX1 + ameXxo + ... + amnXn
W
Olkoon A lineaarikuvauksen f : U — V matriisi kantojen B ja C

suhteen. Jos x on alkukuvan koordinaattivektori, saadaan kuvan
koordinaattivektori matriisikertolaskulla Ax. )
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Matriisitulo

Olkoon A m x n-matriisi ja B n x k-matriisi. Matriisitulo AB
voidaan maaritella seuraavasti: Esitetaan B n x 1 sarakkeina:
B = (b;...by), jolloin

AB = (Aby ... Aby).

Symmetrinen esitys
Jos A on m X n-matriisi ja B on n X k-matriisi, on

(AB)j =) AuBy
=1
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Matriisitulo

Matriisikertolasku

2 01 -1 x X +z—w
1 32 2 Y I = x+3y+2z+2w
2 20 1 ; 2x — 2y + w

Mairittelee lineaarikuvauksen R* — R3, jossa koordinaattivektori
(x,y,z,w) € R* kuvautuu koordinaattivektoriksi
(2x 4+ z — w, x + 3y23z + 2w, 2x — 2y + w) € R3.

.
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Matriisitulo

Jos A on nelidmatriisi ja n € {0,1,2,...}, maaritelldan

A =
A" = A-A-...-A (nkpl).

Maaritelma

jos p(x) = co + cix + cax®> 4+ ...+ cox" € K[x] ja A on
neliomatriisi yli kunnan K, on

p(A) = col + ctA+ A2 + ...+ c,A".

Yleistys: Jos f(x) = cp + c1x + cax? + c3x3 + ... on Maclaurinin
sarja, on tietyin ehdoin

f(A) = col + 1A+ A% + A3 + ...
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Matriisitulo

Lineaarikuvausten yhdistaminen

Olkoot f : R" = R™ ja g : R™ — RX lineaarikuvauksia, joiden
matriisit ovat Ar ja Ag. Yhdistetty kuvaus gof : R" — Rk
voidaan esittdd muodossa (x on alkukuvan koordinaattivektori
sarakemuodossa).

(g o F)(x) = g(f(x)) = Ag(Arx) = (AgAr)x.

Taten

Agof = AgAr

Jos A on m X n-matriisi, x n-pituinen sarakevektori ja y = Ax
m-pituinen sarakevektori. Transponoimalla yhtalo y = Ax saadaan

T TAT
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Matriisitulo

Markovin ketjut

@ Systeemin tilat {1,2,...,n}
° pft) = P(Ajanhetkelld t systeemi on tilassa /)

o pjj = P(Systeemi siirtyy tilaan i kun se on tilassa j)
n
+1
o pi =" pypf”
j=1

Matriisimuoto:

Pt (t)

1 ) P11 P12 ... Pin Py
p§t+ ) | Pr P22 .- P2n pgt)
ng_l) Pn1 Pn2 --- Pnn p,(f)
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Matriisitulo

Kannanvaihdon matriisi

Jos v € V ja seka Bj etta B, ovat avaruuden V kantoja, on
vektorilla v olemassa koordinaattivektorit

vp = (bl,bz,...,bn)
ja
Ve = (C1,C27 50 .,Cb).

Voidaan todeta, ettd vg — v¢ on lineaarikuvaus. Ehdon

vg = MVE toteuttavaa matriisia kutsutaan kannanvaihdon
B — C matriisiksi.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 8 of 30



Matriisitulo

Kiertomatriisi R?:ssa

Kierretaan koordinaatistoa kulman 6 verran ja kaytetdan pisteen
(x,y) uusista koordinaateista merkintaa (x’,y’).
Alkeistrigonometrian perusteella

/

y' = xsinf + ycosf

)

{ x' = xcos) — ysinf
mika voidaan matriisimuodossa kirjoittaa
x' cosf —sinf X '\ Merk. X
(y’>_<sin9 cosG)(y) _R(0)<y>

@ Erikoistapaus kannanvaihdon matriisista
) R(Ql)R(HQ) = R(91 aF 92)
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Matriisitulo

Kiertomatriisit R3:ssa

Kierto z-akselin ympari:
x' = xcosf — ysinf
y' = xsinf + ycosf
Z = z
voidaan kirjoittaa matriisimuodossa
x' cosf —sinf 0 X
y' | = sinf cosf 0 y
Fd 0 0 1 z
R.(0)
W
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Matriisitulo

Kiertomatriisit R3:ssa
Kierto x-akselin ympari:

x' = X
y' = ycosf® — zsinf
Z = ysinl + zcosh
voidaan kirjoittaa matriisimuodossa
x' 1 0 0 X
y | =1 0 cosf —sinf y
b4 0 sinf  cosé z
R(8)
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Matriisitulo

Kiertomatriisit R3:ssa

Kierto y-akselin ympari:

x' = xcosf — zsinf
yo = vy
zZ = xsin + zcosf

voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

x' cosd 0 —sinf X

y' | = 01 0 y

z sinf 0 cosf z
Ry (6)

Kaikki kierrot saadaan matriisien Ry (1), R,(62) ja R,(3) tuloina.
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Matriisitulo

Lineaarinen yhtaloryhma

ainxy + apxe + ... + aixn = b
aixy + anxa + ... + awmxs = b
amiXx1 + amex2 + ... + ampXn = bn

voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

alil di2 ... din X1 b1
ani dno 000 aon X2 b2
ami am2 --- amn Xn bm

Kompaktimpi esitys: Ax =b. x = A"1b ?
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Kaanteismatriisi

Maaritelma

Olkoon A n x n-matriisi. Jos on olemassa sellainen n x n-matriisi
B, etta AB = BA = I, sanotaan, etta B on A:n kaanteismatriisi ja
merkitain B = A~

Jos A:lla on kaanteismatriisi, sanotaan etta A on saannollinen.
Muutoin A on singulaarinen.

Voidaan todistaa:
@ Neliomatriiseille AB=1= BA=1.

@ n x n matriisi A on saannollinen tarkalleen silloin kun
r(A) = n.

@ A on saannollinen tarkalleen silloin kun A:n rivit ovat
lineaarisesti riippumattomat.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 14 of 30



Kaanteismatriisi

Kaanteismatriisin etsiminen

Merkitain B = (by...b,) ja | = (e] ...e[), jolloin yhtilo
AB = | saa muodon

(Aby...Ab,) = (e] ...e]).

Talloin sarakkeet by, ..., b, voidaan loytaa ratkaisemalla
yhtiloryhmit Ab; = e/, ..., Ab, = el. Yhtiloryhmi Ab; = e,T
voidaan ratkaista redusoimalla augmentoitu matriisi redusoituun
porrasmuotoon: (Ae[) ~ ...~ (I b;). Redusointi voidaan

suorittaa yhta aikaa kaikille sarakkeille e], ..., e/:

(Ael ...el)~...~(Iby...b,))=(1A"Y)

n
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Kaanteismatriisi

Gaussin-Jordanin menetelma

(A DN~ (I AT

Jos Gaussin-Jordanin menetelma ei muuta lohkomuodon (A /)
vasemmanpuoleista matriisia A identiteettimatriisiksi, vaan siihen
ilmaantuu nollarivi, voidaan todeta etta A:lla ei ole
kaanteismatriisia.

Edellytys kaanteismatriisin olemassaololle on siis se, ettd r(A) = n,
toisin sanoen matriisin pitaa olla taysiasteinen. Tama puolestaan
on yhtapitavaa sen kanssa, etta matriisin rivit (ja sarakkeet) ovat
lineaarisesti riippumattomat.
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Multilineaarinen kuvaus

Kuvaus f : V x ... x V — U on multilineaarinen, jos se on
lineaarinen jokaisen muuttujan suhteen, siis

ja
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Multilineaarinen kuvaus

Maaritelma

Multilineaarinen kuvaus on alternoiva, jos

v

(oo Xy ooy X,oo)=—F( .o X, o0x,.00),

joten f(...,x,...,x,...)=0.
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Multilineaarinen kuvaus

f(...,x,...,y +ax,...)
= f(...,x,...,y,...)F+af(....x,...,x,...)
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Multilineaarinen kuvaus

Multilineaarinen alternoiva kuvaus maaraytyy yksikasitteisesti
arvosta f(e1,...,ep).

Aiemmin havaitun perusteella
f(...,e;,...,e;,..) ::0,
joten riittaa tarkastella vain arvoja

f(eh,...,em),

jossa kaikki kantavektorit esiintyvat tasan kerran.
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Multilineaarinen kuvaus

Todistus (jatkoa)

Koska vektoreiden paikan vaihto vaihtaa funktion f merkin,
voidaan todeta, etta

f(ei,...,e;)==xf(e1,...,en),

missa etumerkki riippuu siita kuinka monta kahden vektorin
paikanvaihtoa on tarvittu aikaansaamaan jarjestys (e;,,...,€;,).
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Multilineaarinen kuvaus

f(E3, e, 62) = —f(el, es, 92) = f(el, ey, 63).
f(es, ez, e1) = —f(e1, ez, €3).
f(e2,e1,e3) = —f(e1, ez, e3).
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Multilineaarinen kuvaus

Maaritelma

Permutaatio tarkoittaa jonon (1,2,...,n) uudelleenjarjestysta
(s 2y yin)-

Permutaation merkki sgn(iy, i2, ..., i) on +1, jos se on saatu
jonosta (1,2,...,n) parillisella m3aralla kahden alkion vaihdolla.
Merkki on —1, jos tarvittavien vaihtojen maara on pariton.
Vaihtoja kutsutaan transpositioiksi. Permutaatiota sanotaan
parilliseksi, jos transpositioiden maara on parillinen. Muutoin
permutaatio on pariton. Permutaatioiden joukosta kaytetaan
merkintaa S,
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Multilineaarinen kuvaus

Kahdella transpositiolla saadaan (1,2,3) — (2,1,3) — (3,1, 2).
Nain ollen sgn(3,1,2) = +1. Yhdella transpositiolla saadaan
(1,2,3) — (3,2,1), joten sgn(3,2,1) = —1. Kahdella
transpositiolla saadaan (1,2,3) — (3,2,1) — (3,1,2), joten
sgn(3,1,2) = +1.

S3={(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2,1)}.

|Spl=n-(n—1)-.

.

Kantavektorien permutaatio

f(ei,...,e;)=sgn(i,...,in)f(€1,...,en).
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Multilineaarinen kuvaus

Todistus (jatkoa)
m
Esittamalla v; = Z vije; saadaan
j=1

f(vi,...,vp)

m m
= f(g Vljlejlv"‘vg v,,jnejn)
h1=1

1= Jn=1
m m
= E E vljl...-v,,jnf(ejl,...,ejn)
a=1 Jn=1

= Z sgn(jl,...,j,,)vljl...~vnjnf(el,...,e,,).
(1/25-+4n) ESn
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Determinantti

Maaritelma

Olkoon K skalaarikunta (yleensa joko R tai C) ja
D : K" x ... x K" — K multilineaarinen, alternoiva kuvaus, jolle
patee

Neliomatriisin A = (a1 ...a,) (a; sarakkeita) determinantti det(A)
maaritellaan
det(A) = D(ay,...,an).

Determinantista kaytetdan myos merkintaa |A|. Tassa merkinnassa
jatetaan pois matriisin A vasen ja oikea kaarisulje.
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Determinantti

Ominaisuuksia
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Determinantti

Summalauseke

Merkitaan
A11 A12 e Aln
A21 A22 A A2n
A= i : .
An An ... Am
Talloin
det(A) = > sgn(ji o Jn)A1jAojy - - - Anjy.
01J27---Jn)esn
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Determinantti

Permutaatioiden (1,2, 3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1) ja (3,1,2) ja
(3,2,1) merkit ovat +1, —1, —1, +1, +1 ja —1. Taten

di1 412 4ai3
dp1 a2 axg
d31 432 4a33

koostuu tulojen aj1axass, ai1a23a32, a12a214a33, 312323331,
a13a21a32 ja aizappas; summasta oikeilla merkeilla varustettuna.
Taten kyseinen determinantti on

d11a22333 — 311823332 — 312321833 + 312323331 + 313321332 — 3133822331
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Determinantti

Geometrinen tulkinta

Kun A = (a1, ..., a,) (sarakkeet), determinantin itseisarvo |det(A)|
merkitsee vektoreiden {ay, ..., a,} maarittdman sarmion tilavuutta

Multiplikatiivisuus

Jos A ja B ovat n x n-matriiseja, on

det(AB) = det(A) det(B)

Johtuu multilineaarisen kuvauksen yksikasitteisyydesta

Jos A on siinndllinen, on AA~L =/ ja siksi

det(A)det(A™1) = 1.

Niin ollen det(A™!) = det(A)~?
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