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Determinantti

Maaritelma

Olkoon K skalaarikunta (yleensa joko R tai C) ja
D : K" x ... x K" — K multilineaarinen, alternoiva kuvaus, jolle
patee

Neliomatriisin A = (a1 ...a,) (a; sarakkeita) determinantti det(A)
maaritellaan
det(A) = D(ay,...,an).

Determinantista kaytetdan myos merkintaa |A|. Tassa merkinnassa
jatetaan pois matriisin A vasen ja oikea kaarisulje.
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Determinantti

Ominaisuuksia
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Determinantti

Summalauseke

Merkitaan
A11 A12 e Aln
A21 A22 A A2n
A= i : .
An An ... Am
Talloin
det(A) = > sgn(ji o Jn)A1jAojy - - - Anjy.
01J27---Jn)esn
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Determinantti

Permutaatioiden (1,2, 3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1) ja (3,1,2) ja
(3,2,1) merkit ovat +1, —1, —1, +1, +1 ja —1. Taten

di1 412 4ai3
dp1 a2 axg
d31 432 4a33

koostuu tulojen aj1axass, ai1a23a32, a12a214a33, 312323331,
a13a21a32 ja aizappas; summasta oikeilla merkeilla varustettuna.
Taten kyseinen determinantti on

d11a22333 — 311823332 — 312321833 + 312323331 + 313321332 — 3133822331
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Determinantti

Geometrinen tulkinta

Kun A = (a1, ..., a,) (sarakkeet), determinantin itseisarvo |det(A)|
merkitsee vektoreiden {ay, ..., a,} maarittdman sarmion tilavuutta

Multiplikatiivisuus

Jos A ja B ovat n x n-matriiseja, on

det(AB) = det(A) det(B)

Johtuu multilineaarisen kuvauksen yksikasitteisyydesta

Jos A on siinndllinen, on AA~L =/ ja siksi

det(A)det(A™1) = 1.

Niin ollen det(A™!) = det(A)~?
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Determinantti

Comparison Structure Analysis
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Determinantti

Maaritelma

Matriisin A alimatriisi maaritellaan pyyhkimalla jokin rivi ja sarake

pois.
Matriisista
1 0 -2
-3 2 5
0 —4 3

saadaan toinen rivi ja kolmas sarake pyyhkimalla alimatriisi
1 0
0 —4
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Determinantti

Rivikehitelmat

Olkoon A[i, j] alimatriisi joka saadaan pyyhimalla pois matriisin A
rivi i ja sarake j ja Cj = (—1)"*/ det(A[/,j]). Lukua Cj kutsutaan
alkion A;; komplementiksi. Talloin

det(A), josi=j
0, josi#j

AinGir + AnC + ...+ AinGin = {
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Determinantti

Rivikehitelmien matriisimuoto

Al A

Ax Ax

Anl An2
det(A) 0
B 0 det(A)
0 0

Aln
A2n

Ann

(1
G

C2n

= det(A)/

Cnl
Cn2

Cn n
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Determinantti

Rivikehitelmat
3-rivinen determinantti voidaan laskea seuraavasti:

a b c
d e f|=a € f —b'd f +c oG
50 h i g | g h

Saanto: Alkion a alideterminantti saadaan poistamalla rivi ja
sarake, jolle a kuuluu. Merkkisaanto: vasen ylanurkka +1, sitten
vuorotellen.
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Determinantti

4-rivinen determinantti

al;c;]l f g h e g h
e ' 2 —alj k I |=b| i kI
Pk n o p m o p
m n o p

e f h e f g

+c| i j I |\=d| i j k

m n p m n o
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Determinantti
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Determinantti

det(A) = det(AT)

Neliomatriisille A seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:

o det(A) #0

e A~! on olemassa

@ A:n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat
@ A:n rivit ovat lineaarisesti riippumattomat

e r(a) =n.

@ A:n redusoitu porrasmuoto on /.
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Determinantti

Yhteenveto

Merkitaan A = (ai1,...,an) (sarake—esitys)
o det(...,a+b,...) = det(.. ...)+det(...,b,...)
° det( ..) = adet(.. . )
° ( aj,..):—det( J-,...,a;,...)
° t(al, ) =0, jos jokin a; = 0
° t(al, a,) =0 jos a; = a; JOI”ekIn i #j.
o det(.. aj...)=det(.. aj+aaj...)
° t(AB) = det(A)det(B)
o det(A) =3 (;, i, Jn)es, 8NUL:J2; - - - Jn) AL Azjy - - - Anj,
® AinCii+AnCo+...+ApCin = { det(Ag: j: : ;j , missa
Cj = (—1)"* det(A[i,j]) on matriisialkion A; komplementti.
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Determinantti

Yhteenveto

o det(AT) = det(A)
@ Sarakkeita koskevat ominaisuudet patevat myos riveille.
@ Jos B ~ A, niin det(A) # 0 < det(B) # 0

o det(A) # 0 tarkalleen silloin kun A:n sarakkeet (tai rivit) ovat
lineaarisesti riippumattomat.

det(A) # 0 tarkalleen silloin kun A~! on olemassa.

|det(A)| on suuntaissarmion
{t1a1 + thar + ...+ tha, | 0<t; < 1} tilavuus
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Determinantti

Homogeenisella yhtaloryhmalla

Aiixy +Apxe +... +Ax, = 0
Amxi +Ampxo +... +Amxp = 0

on epatriviaali ratkaisu ((x1,...,xn) # (0,...,0)) tarkalleen silloin
kun kerroinmatriisin determinantti on = 0.

Jos det(A) # 0, on A~! olemassa ja tilléin Ax =0 = x = 0.
Paattelyn toinen suunta on hieman vaativampi.
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Ominaisarvot ja -vektorit

@ n X n-matriisien A ja B tulo on yleensa tyolas laskea:

n
(AB)j =Y AiByj
k=1

o n? alkiota, n yhteenlaskua ja n — 1 kertolaskua kutakin kohti
= O(n%) operaatiota kun n — oo.

@ O(n*3"-) operaatiota paras tunnettu menetelma
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Ominaisarvot ja -vektorit

@ Diagonaalimatriiseille helppo:
aa 0 ... O by 0 ... O
0 an 0 0 b2 0
0 0 an 0 0 bn
albl 0 0
0 a2b2 0
0 0 anbn,
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Ominaisarvot ja -vektorit

o Markovin ketjut: p(t) = Mp(t=1),

@ Yleistys: Diskreettiaikainen lineaarinen systeemi
x(t) — Ax(t_l)

o x() = Ax(t=1) — A. Ax(t=2) — A2 Ax(t=3) —

@ Seuraus: x(t) = Atx(0)

e A! voi olla tydlas maarittaa.

Maaritelma

Olkoon A neliomatriisi. A € C on matriisin A ominaisarvo, jos on
olemassa x # 0 siten, etta

Ax = \x.

Jokaista taman yhtalon toteuttavaa vektoria x sanotaan
ominaisarvoon A kuuluvaksi ominaisvektoriksi.
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Ominaisarvot ja -vektorit

joten 1 on identiteettimatriisin ominaisarvo ja mika hyvansa x
siihen liiittyva ominaisvektori.
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Ominaisarvot ja -vektorit

d 0 o0 0
0 do 0

1
0 0 O dn 0

0 0
d | =d| 1
0 0

Diagonaalimatriisin ominaisarvot ovat siis diagonaalialkiot ja
ominaisvektoreina toimivat luonnollisen kannan vektorit.
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Ominaisarvot ja -vektorit

Geometrinen tulkinta

@ Jokainen n x n-matriisi A maarittelee lineaarikuvauksen
R™ — R", x — Ax.

@ Jokainen matriisin A ominaisvektori x vastaa sellaista
suuntaa, jossa A toimii "venyttavana” tai " kutistavana’
kuvauksena: Ax = \x.
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Ominaisarvot ja -vektorit

Ominaisarvojen maarittaminen

Vaatimus: Yhtalolla Ax = Ax oltava ratkaisu x # 0.

Ax =X x < Ax=Xx< (A-X)x=0

Ominaisarvoyhtalo

Ratkaisu x #~ 0 on olemassa tarkalleen silloin kun

det(A— Al) =0.

Jos A on n x n-matriisi, on det(A — \/) astetta n oleva A:n
polynomi.
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