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Vektoriavaruuksien geometriaa
Yleistys ja abstrahointi

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — R, on
sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
epanegatiivisuus ja epadegeneratllwsuus)

(
e (x,y) = (¥, x) (vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus).
o (ax + by,z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus).

Vektoreiden x = (x1,...,xn) jay = (y1,...,yn) € R" pistetulo
maaritellaan x -y = x1y1 + ... + Xpyn- Tama toteuttaa sisatulon
ehdot. Niin my6s vililla [a, b] jatkuvien reaalifunktioiden joukossa

CO[a, b] mairitelty
b
(f.g) = / fg.
a
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Sisatuloja on useita: Jos p1,...,pn, > 0, on

(x,y) = p1X1y1 + ...+ PnXnYn

on sisatulo.

Maaritelma

n x n matriisi A on positiividefiniitti jos xAxT > 0 kaikille
x € R"\ {0}.
Jos matriisi A on symmetrinen (A = AT) ja positiividefiniitti, on

(x,y) = xAy"

sisatulo.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Cauchyn-Schwarzin epayhtalo

Jokainen sisatulo toteuttaa epayhtalon

(%, ¥)1* < (x,x)(y.y)

Xyt + - xyaP <O+ A XR) R F 4R

/fgs/f2/g2
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Olkoon V vektoriavaruus. Vektoriavaruuden normi on kuvaus
V — R, x — ||x||, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ ||x|| > 0 ja ||x|| = O tarkalleen silloin kun x = 0 (positiivisuus
ja epadegeneratiivisuus)
e ||ax|| = |a|||x|| (skalaarin siirto)

o [[x +yl| <|[x]| + ||yl (kolmioepayhtalo)

Sisatulo indusoi aina normin:

[Ix[| = v/ (x,x),

mutta normeja on aina useita.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Esimerkkeja
Pistetulon indusoima kuvaus

]| = Vx - x=y/x2+ ...+ x2
on normi.
Myos
X1l = Pl + ... + [l
on normi.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Olkoon V vektoriavaruus. Etaisyys on funktio V x V — R, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:

e d(x,y) >0 ja d(x,y) = 0 tarkalleen silloin kun x =y
e d(x,y)=d(y,x) (symmetria).
e d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y) (kolmioepayhtald).

Jokainen normi maarittelee etaisyysfunktion

d(x,y) =[x — yl|.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Jos V on vektoriavaruus, jossa etdisyysfunktion d(x,y) = ||x — y||
maarittelee sisatulon indusoima normi, siis

(Xl = V/(x, x).

Talloin sanotaan etta avaruus on Euklidinen.

Yllaolevan maaritelman mukaan Euklidisuus ei ole
vektoriavaruuden algebrallinen vaan geometrinen ominaisuus.
Vektoriavaruudelle on mahdollista maaritella seka Euklidisia etta

epaeuklidisia geometrioita.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — C, on
Hermiten sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
(epanegativisuus ja epadegeneratiivisuus).

e (x,y) = (y,x) (vinosymmetria).

o (ax + by,z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus 1. argumentin
suhteen).

Maaritelma

Vektoreiden x = (x1,...,xn) jay = (y1,-..,¥n) € C" Hermiten
pistetulo maaritellaan x -y = x3y1 + ... + XnYn-
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon (x, y) jokin sisatulo. Vektorit x ja y ovat ortogonaalit eli
kohtisuorat jos (x,y) = 0.

Maaritelma
Vektorijoukko {x1,...,x,} on ortogonaali, jos (x;, x;) = 0 aina
kun i # j. Ortogonaali joukko {x1,...,x,} on ortonormaali, jos

lisaksi (x;, x;) = 1.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

@ Jokaisesta ortogonaalista joukosta joka ei sisalla nollavektoria
voidaan helposti saada ortonormaali kertomalla kukin x;
norminsa kainteisluvulla |[x;||~2.

@ R™:n luonnollinen kanta {e1,...,e,} on ortonormaali kun
sisatuloksi valitaan tavallinen pistetulo.

Olkoon V vektoriavaruus ja A = {x1,...,x,} joukko, joka ei
sisalla nollavektoria ja on ortogonaali jonkin sisatulon (x,y)
suhteen. Talloin A on lineaarisesti riippumaton.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen
Jos By = {b1,...,b,} CR" on jokin kanta, on jokaiselle x € R"
olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—X,-,bn,

Koordinaattivektori xg = (x1,...,X,) voidaan |oytaa
Gaussin-Jordanin prosessilla (Yleensa tyolds prosessi)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen, Ortonormaali kanta

Jos By = {b1,...,b,} CR" on ortonormaali kanta, voidaan
kantaesitys
x =x1b1 + ...+ xpb,,

|6ytaa helpommin. Koordinaattivektori (xi, ..., x,) voidaan 18ytaa
laskemalla sisatulo (x, b;), jolloin

(X, b,) = Xl(bl, b,) 4+ ...+ X,'(b,', b,) 4+ ...+ Xn(bn, b,)
= xi(bi, b;) = xi||bj||?,
siis
(X7bf)
||bil|2

Xj =
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoot x ja y # 0 avaruuden R" vektoreita. Talloin vektorin x
projektio vektorilla y tarkoittaa sita origon ja pisteen y kautta
kulkevan suoran L(y) pistettd x’, jolle x — x’ on kohtisuorassa
vektoria y vastaan.

Gramin-Schmidtin ortogonalisointiprosessi

Lause: Jos {x1,...,xk} on lineaarisesti riippumaton joukko ja (-, ")
jokin sisatulo, on olemassa ortogonaali joukko {yi,...,¥}, jolle
L(yq,---,¥k) = L(x1,...,xk)
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