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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen
Jos By = {b1,...,b,} CR" on jokin kanta, on jokaiselle x € R"
olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—X,-,bn,

Koordinaattivektori xg = (x1,...,X,) voidaan |oytaa
Gaussin-Jordanin prosessilla (Yleensa tyolds prosessi)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen, Ortonormaali kanta

Jos By = {b1,...,b,} CR" on ortonormaali kanta, voidaan
kantaesitys
x =x1b1 + ...+ xpb,,

|6ytaa helpommin. Koordinaattivektori (xi, ..., x,) voidaan 18ytaa
laskemalla sisatulo (x, b;), jolloin

(X, b,) = Xl(bl, b,) 4+ ...+ X,'(b,', b,) 4+ ...+ Xn(bn, b,)
= xi(bi, b;) = xi||bj||?,
siis
(X7bf)
||bil|2

Xj =
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoot x ja y # 0 avaruuden R" vektoreita. Talldin vektorin x
projektio vektorilla y tarkoittaa vektoria x’, joka on vektorin y
kanssa yhdensuuntainen ja jolle x — x” on kohtisuorassa vektoria y
vastaan. Merkitdan x’ = Projy (x)

Gramin-Schmidtin ortogonalisointiprosessi

Lause: Jos {x1,...,xx} on lineaarisesti riippumaton joukko ja (-, ")
jokin sisdtulo, on olemassa ortogonaali joukko {yq,...,¥}, jolle

L(y1s- -5 yi) = Lxa, -, X4)
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Etaisyyden sailyttavat kuvaukset

Maaritelma

Lineaarikuvaus f : V — V sdilyttaa etaisyyden, jos
d(f(x),f(y)) = d(x,y) aina, kun x, y € V. Kuvaus f sailyttaa
normin, jos ||f(x)|| = ||x||. Kuvaus f sailyttaa sisatulon, jos

(f(x), f(y)) = (x,y).

Olkoon etaisyys normin ja tama puolestaan sisatulon indusoima.
Jos lineaarikuvaus f : V — V sailyttaa sisatulon, sailyttaa se myos
normin ja etaisyyden.
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Etaisyyden sailyttavat kuvaukset

Maaritelma

Matriisi A on ortogonaali, jos AT = A1 siis ATA= AAT = I.

Jos lineaarikuvauksen f : V — V matriisi Ar on ortogonaali, niin
kuvaus f sailyttaa pistetulon (ja siis myos tdman indusoiman
normin ja etaisyyden)

Maaritelma

Matriisin A adjugaatti maaritellaan A* = A" Matriisi A on
unitaarinen, jos A* = A1 siis A*A = AA* = |.

Jos lineaarikuvauksen f : V — V matriisi A on unitaarinen, niin f
sailyttdd Hermiten pistetulon (ja siis myos sen indusoiman normin
ja etdisyyden)
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Kulma avaruudessa R”

Vektoreiden x ja y € R” valinen kulma tarkoittaa kulmaa

0 € [0, 7], joka muodostuu origosta (pisteesta Q) pisteeseen x ja
origosta pisteeseen y kulkevien janojen valille.

Huomaa, etta kolme pistettd x, y ja 0 kuuluvat aina samalle
tasolle, joten vektoreiden valinen kulma on aina tason ominaisuus.

Maaritelma

Jos 6 on vektoreiden x ja y valinen kulma, niin

x -y = ||| - [ly[| cos .

Jos kumpikaan x tai y ei ole nollavektori, on

X-y

cosf) = ——————
[[x|[Iy]]
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Nollasta poikkeavien vektoreiden x ja y valinen kulma 6
maaritellaan
X
cosf = x,y) :
X1yl

Nollavektorin valinen kulma toiseen vektoriin maaritellaan aina
suoraksi kulmaksi.

Cauchyn-Schwarzin epayhtalon perusteella

()17 < (), y) = |IxIP - [yl

joten

|(x, )| < Ix[l]]yll
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Huomioita

Vektorin normi ortogonaalissa kannassa

Olkoon {by, ..., b,} ortogonaali kanta R":ssa. Jos
x=oa1by +...+ apb,,

on

x| = Za,anaJ ZZan(be =" o?||bi|*.
i=1

i=1 j=1

Erikoistapaus (n = 2): x = by + by. Tallin
[1x11* = |ba]* + [|b2||?

Erikoistapaus: Ortonormaali kanta.
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Maaritelma

Matriisi A on positiividefiniitti, jos xT Ax > 0 kaikille x # 0.
Matriisi A on positiivisemidefiniitti, x T Ax > 0 kaikille x

Jos matriisi A on positiivisemidefiniitti, ovat sen ominaisarvot
A > 0.

Todistus: Olkoon x # 0 jokin A:n kuuluva ominaisvektori. Talloin

xTAx = xT\x = \||x||?,

josta
.
A=X s
[Ix]]

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 10 10 of 16



Symmetrinen n X n matriisi A on positiivisemidefiniitti jos ja vain
jos sen ominaisarvot ovat > 0.

Symmetrisen matriisin A ominaisvektorit by, ..., b, voidaan valita
siten, etta ne muodostavat avaruuden R” ortonormaalin kannan.
Talloin mika hyvansa vektori x € R” voidaan esittaa muodossa

x =x1b1 + ...+ xpb,, jolloin

xTAx = x-Ax = x - (x1Ab; + ... + x,Ab))
= (X1b1 + ...+ ann) ° (X1>\1b1 + ...+ Xn)\nbn)
= XA+ ..+ X3\,

Vaite seuraa tasta helposti.

\,
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Huomioita

Symmetrisen (AT = A) (reaalisen) n x n-matriisin ominaisarvot
ovat reaalisia ja ominaisvektoreista voidaan muodostaa
ortonormaali kanta.

Todistus (reaalisuus): Liittoluvut yhtalosta Ax = Ax laskemalla
saadaan Ax = AX.

Nyt
X Ax =x")x = \x' x.
Toisaalta _
X Ax = (xTAT)x = (A%)"x = Xx"x.
Koska

T

X x = |xa?+... +|x* >0,

yhtilostd \x7x = A\x ' x seuraa A = \.
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Huomioita

Todistus (jatkoa)

Osoitetaan sitten, etta symmetrisen matriisin erisuuriin
ominaisarvoihin kuuluvat ominaisvektorit ovat ortogonaaleja.
Olkoon Ax; = A1x1 ja Axy = Aoxz. Koska (x,y) = xT Ay, on

)\1(X1,X2) = ()\1X1,X2) = (AX1,X2) = (AX1)TX2 = X]-_,_ATXQ

= X]-_,_AXQ = (Xl,AXQ) = (X1,)\2X2) = )\2(X1,X2),

siis )\1(X1,X2) = )\2(X1,X2).

Jos matriisilla on n erisuurta ominaisarvoa, vaite seuraa tasta.
Yleinen tapaus saadaan tarkastelemalla avaruuden ns.
ortogonaalihajotelmia.
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Huomioita

Symmetrinen matriisi on diagonalisoituva ja diagonaalisuuden
valittava matriisi on ortogonaali (PTP = I). Jos nimittiin
P = (x1,...,Xp), niin

T T T T
Xl Xl X1 Xl X2 “ o Xl Xn
xJ xIx1 xIxy ... xIx,
T
P'P = _ (X1,...,X%n) =
T T T T
X, X X1 X, X2 ... Xj\Xp
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Korrelaatiokerroin

Ongelmanasettelu

@ Kaksi satunnaismuuttujaa X ja Y.

e Naiden havainnot x = (x1,X2,...,Xp) jJay = (V1,¥2,---,Yn)
tapauksissa 1, 2, ..., n.

o Selvitettava, kuinka yleisesti y; ~ ¢ - x; + b.

Merkitasn 1 = (1,1,...,1)

1 — 1 —
uxznz;xua uyzn;yi
1= 1=

Maaritelldadn x' = x — uxljay =y — uyl.

Talloin x = cy + bl & x' = cy’.

Lisaksi vektoreiden x’ ja y’ koordinaattien summa on 0
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Korrelaatiokerroin

@ Yhdensuuntaisuus x’ = cy’ merkitsee taydellistd (lineaarista)
riippuvuutta.

@ Vektoreiden x’ ja y’ kohtisuoruus merkitsee taydellista
(lineaarista) riippumattomuutta.

@ Riippuvuuden maaraa on siksi luonteva mitata vektoreiden x’
ja y’ valiselld kulmalla (tai sen kosinilla)

()
x' -y
Corr(x,y) = Ly

.
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