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Korrelaatiokerroin

Ongelmanasettelu

@ Kaksi satunnaismuuttujaa X ja Y.

e Naiden havainnot x = (x1,X2,...,Xp) jJay = (V1,¥2,---,Yn)
tapauksissa 1, 2, ..., n.

o Selvitettava, kuinka yleisesti y; ~ ¢ - x; + b.

Merkitasn 1 = (1,1,...,1)

1~ . 1 —
L Mx:nz;xija My:nz;y,'
1= 1=

Maaritelldadn x' = x — uxljay =y — uyl.

Talloin x = cy + bl & x' = cy’.

Lisaksi vektoreiden x’ ja y’ koordinaattien summa on 0
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Korrelaatiokerroin

@ Yhdensuuntaisuus x’ = cy’ merkitsee taydellistd (lineaarista)
riippuvuutta.

@ Vektoreiden x’ ja y’ kohtisuoruus merkitsee taydellista
(lineaarista) riippumattomuutta.

@ Riippuvuuden maaraa on siksi luonteva mitata vektoreiden x’
ja y’ valiselld kulmalla (tai sen kosinilla)

()
x' -y
Corr(x,y) = Ly

.
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Korrelaatiokerroin

'yt = (x—px1)-(y — pyl)
= x-y—pyx-1—puxl-y+puxpyl-1
= Xy = Nuypx — Npxpy + npixply
= X'y — nuxfy

n 1 n n
= ZXIYI - ;ZX,'Z)/;.
i=1 i=1 i=1
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Paakomponenttianalyysin perusteita

Kasitteita

o Lahtokohta: Satunnaismuuttujat X1,

@ Tavoite: Satunnaismuuttujat Y7, ..., Y,,

\/i = i Bileﬁ
k=1

o X

jotka selittaisivat satunnaisvaihtelua " paremmin” kuin
alkuperaiset havaintoihin perustuvat muuttujat eivatka

korreloi.

@ Lisatavoite: Vain muutamalla muuttujalla Y7,
voisi selittaa suurimman osan datan vaihtelusta.

.Y (/<n)

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11

5 of 19




Paakomponenttianalyysin perusteita

Kasitteita
e x; = (xj1, X2, - - - , Xim) datavektori, jossa m havaintoa
satunnaismuuttujasta X;

o Mairitelma: p; = E(X;) = L 77 | xi.
o Maaritelma: x,- =x; — pil.
e _ 1 o7/ /
o Madritelma: Cov(x;, x;) = E((x; — pi)(xj — pj)) = 7} - X;
o H Cov( ) = Jexil-ixl Corr(x;, x;)
uom: Cov(x;, x; = ir Xj
@ Maaritelma: Kovarianssimatriisi
! / / / / /
Xl'Xl Xl'X2 .« e Xl-Xn
/ / / / / /
z_]_ X2‘X1 XZ'X2 “ e X2'Xn
m
/ / / / / /
Xpo X7 XXy .. Xp-Xp
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Paakomponenttianalyysin perusteita

X1-X1 X1:-X2 ... X1°Xp (o]

X2-X1 Xo-X2 ... X2°'Xp Co
(C1C2...Cn) . .

Xpn X1 Xp-X2 ... Xp-Xp Cnh

= (axi1+...+cpxp) - (aax1+ ...+ caxn) > 0.

Matriisi on siis symmetrinen ja positiivisemidefiniitti.
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Paakomponenttianalyysin perusteita

Jos merkitaan
xT
L
x=| %
2
Xn
on
T T T
X1T xlTxl xlsz xlTx,,
- x2T X5 X1 Xy X2 ... Xy Xp
XX = (x1X2 ... xp) =
T T T T
Xn Xp X1 XpX2 ... Xj5Xp
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Paakomponenttianalyysin perusteita

Olkoon Y = PX. Talloin
YYT = PX(PX)T = PXXTPT = PEPT.

Onko mahdollista valita P siten ettd PYPT on diagonaalinen?
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Paakomponenttianalyysin perusteita

@ Kovarianssimatriisin >~ ominaisarvot ovat aina reaalisia ja > 0
o Kovarianssimatriisi ¥ voidaan diagonalisoida ¥ = PAP~ 1,

@ Matriisi P voidaan koostaa matriisin > ominaisvektoreista ja
valita ortogonaaliksi, siis pT = p-1,
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Avaruuden R3 geometriaa

Maaritelma
Vektoreiden x = (x1,x2,x3) ja y = (y1,y2, y3) ristitulo maaritelldan

XXy
i j ok

X0 X3 X1 X3 X1 X2

I R Il (VAR VA B IV iy
yi Y2 y3

(x2y3 — x3y2)i — (x1y3 — x3y1)f + (x1y2 — xoy1)k
= (X2Y3 — X3)2,X3Y1 — X1Y3,X1Y2 — X2)/1)
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Avaruuden R3 geometriaa

Skalaarikolmitulo

Lause: Olkoot x = (x1,x2,x3), ¥ = (y1,¥2,¥3) ja z = (21, 2, z3).
Talloin

X1 X2 X3
ox-(yxz)=|y1 yo »3
Z1 2o Z3

ex-(yxz)=y-(zxx)=z-(xxy)
@ Tulkinta: Suuntaissarmion tilavuus

.
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Avaruuden R3 geometriaa

@ XXYy=-yXxx

o (x+y)xz=xxz+yxz

o (ax) xy =xx(ay)=a(x x y)

e xxx=0

@ x-(xxy)=0jay-(x xy)=0 (ristitulo on kohtisuorassa
alkuperaisiin vektoreihin nahden).

x x w12+ (x - y)2 = |IxI 21y |2

[|x x y|| = ||x]|||y]||sin @, missa 6 on vektoreiden x ja y
valinen kulma.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11 13 of 19



Avaruuden R3 tasot

Olkoon V < R" aliavaruus ja r € R” jokin vektori. Tallgin
sanotaan, etta joukko

r+V={r+v|veV}

on aliavaruuden V sivuluokka.

n+V=n+V&r—rneceV.

Maaritelma
Avaruuden R3 taso on kaksiulotteisen aliavaruuden V sivuluokka.
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Avaruuden R3 tasot

Parametriesitys

T=r+L(s1,82) ={r+csi+ as: | c,c €R}

@ Jos vektorit s1 ja s> eivat ole lineaarisesti riippumattomia, ei
aliavaruus L(s1, s2) ole kaksiulotteinen eika tallgin kyseessa
ole taso.

@ Vektoreita s; ja s sanotaan tason T suuntavektoreiksi ja
vektoria r tason T paikkavektoriksi.

o Kayttokelpoinen tason T pisteiden generoimiseksi.
@ Parametrimuodosta hankala selvittaa, onko x € T.

@ Hankala selvittaa, ovatko kaksi tasoa samat.
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Avaruuden R3 tasot

T={r+x|xcR¥n-x=0}={xcR®|(x—r) n=0}
Vektoria n kutsutaan tason T normaalivektoriksi.

Koordinaattimuoto

Merkitsemalla n = (a, b, c), x = (x,y, z) ja r = (1, r2, r3) saadaan
yhtalé (x — r) - n = 0 muotoon
a(x — )+ b(y — n)+c(z—r3) =0, ja edelleen

ax+ by + cz=d,

missa d = ar; + br + cr3.

o Kayttokelpoinen kysymyksen x € T7 ratkaisemiseksi

@ Hankala tason pisteiden generoimiseksi.
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Avaruuden R3 tasot

Kolme pistetta

Jos avaruuden R3 pisteet p;, p, ja p3 eivat ole samalla suoralla,
ne maarittavat tason T yksikasitteisesti.

Pisteet p;, p, ja p3 ovat samalla suoralla tarkalleen silloin kun
P3 — P1 ja p> — p; ovat lineaarisesti riippuvat.

v
Tasojen T; ja T, valisella kulmalla tarkoitetaan niiden
normaalivektorien valista kulmaa.
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Avaruuden R3 suorat

Maaritelma

Avaruuden R3 suora on yksiulotteisen avaruuden sivuluokka.

L=r+L(s)={r+cs|ceR}

@ Vektoria r kutsutaan suoran L paikkavektoriksi ja vektoria s
sen suuntavektoriksi.

o Kayttokelpoinen suoran pisteiden generoimiseksi.

@ Hankala kysymyksen x € L ratkaisemiseksi.
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Avaruuden R3 suorat

r = (xo, Y0, 20) ja s = (a, b, ¢), jolloin

L = {(xo0, y0,20) + t(a, b,c) | t € R},

jolloin suoran pisteet ovat muotoa
(x,y,2) = (xo+ ta, yo + tb, zp + tc), josta t = X220 = N0 — 2=

(e}

Koordinaattimuoto

X—Xo_ Yo Z— 2

a_b_c
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