Insinoorimatematiikka: Matematiikan perustiedot 2024

Demonstraatio 2, 19.9.2024

1.

Perustele reaaliukujen kunta- ja jérjestysaksioomiin nojautuen, ettd 1 > 0.
Vihje: On mahdollista turvautua vastaoletukseen jonka mukaan 1 < 0 ja johtaa
téstd ristiriita.

Mallivastaus: Jos olisi niin, ettd 1 < 0, niin talléin olisi —1 > 0 ja siksi
1 = (—=1)-(—1) olisi positiiviluku samoin kuin —1. Tamé& on ristiriidassa jér-
jestysaksioomien kanssa, silld niiden mukaan vain toinen, —1 ja 1 voi olla posi-
tiiviluku. Téssd jai vield perustelematta miksi (—1)(—1) = 1, mutta se selvidi
seuraavassa tehtavéssa.

. Selvitd reaalilukujen aksioomiin perustuen, miksi (—1)a = —a aina kun a € R,

Vihje: Koska on jo todettu, ettd vastaluku on yksikésitteinen, riittda osoittaa
ettd (—1)a on luvun a vastaluku. Tdmé voidaan osoittaa toteamalla ettd ndiden
lukujen summa on 0.

Mallivastaus: (—1)a+a = (-1)a+1-a=(-1+4+1)-a=0-a = 0. Viimeisin
yhtdsuuruus on perusteltu luennolla. Néin ollen (—1)a on luvun a vastaluku,
siis (—1)a = —a.

. Oletetaan, ettd « > 1. Selitd miksi talloin 22 > z, 23 > 22, 2* > 23, jne.

Mallivastaus: Luennolla mainitun mukaan tulo pienenee, mikali tulon positiivi-
sia tekijoitd pienennetiidin (ja ne pysyvit positiivisina). Niin ollen 22 = x -2 >
z-l=x a3 =22 2>2% 1=22 jne.

3

. Perustele niin yksinkertaiseti kuin mahdollista, ettd kunhan = > 10, on x° —

x? > &3 Vihje: 23 — 2% = 23(1 — 1). Kuinka suuri ehdon z > 10 vallitessa
lauseke 1 — % voi vahintéén olla?

Mallivastaus: 2% — 22 = 23(1 — %) Kun z > 0, on % < Tlo ja siksi 1 — % =
1- 11*0 = 1%- Niin ollen kun z > 10, on 2% — 2% = 23(1 — %) 2 1%‘733'

. Oletetaan, ettd d(a,c) < 0,02 ja d(b,d) < 0,04. Esitd jokin arvio etdisyydelle

d(a+b,c+ d). Ohje: viime viikon luentoruudut.

Mallivastaus:

dla+dct+d = la+b—(c+d)|=la—c+b—d <|a—c| +|b—d
< 0,02+ 0,04 = 0, 06.

. Oletetaan, ettd |a| < 20 ja |d| < 30 ja ettd d(a,c) < 0,02 ja d(b,d) < 0,05.

Esitd jokin arvio etdisyydelle d(ab, c¢d). Ohje: viime viikon luentoruudut.

Mallivastaus:

d(ab,cd) = |ab—cd| =|ab—ad+ ad — cd| = |a(b — d) + d(c — d)|
la(b = d)| + |d(a — ¢)| = [a| [b—d| +[d][a — |

<
< 20-0,05+30-0,02=1,6

Olkoot f(x) = 2243z +1 ja g(x) = —x + 1. Etsi lauseke funktioille (f o g)(x)
ja (g o f)(x)

Mallivastaus: (fog)(z) = (—z+1)?+3(—x+1)+1 = 2?>—52+5ja (go f)(z) =
—(2*+3z+1)+1=—2%-3z.



8. Etsi sellaiset joukot A ja B, etté
f:A—= B, f(x)=2—4z

on bijektio. Vihje: Selvitd kuvaajan kulku ja etsi aluksi jokin joukko jossa f on
monotoninen.

Mallivastaus: Koska f’(z) = 32? — 4 ja tdmén nollakohdat ovat +4/3, on

funktio kasvava kun x > \/g (koska derivaatta on silloin positiivinen funktio
saa my6s miten suuria arvoja hyvansd kun x kasvaa riittdvin suureksi. Koska

f(4/3) = —g\/g, voidaan valita A = [\/g, ) ja B = [—%\/g, Myds muut

valinnat ovat mahdollisia, esim. triviaali valinta A = B = {0}.

9. Selvita luennolla esitettyjen mééritelmien perusteella mitd on sin 7. Vihje: Voit
kiyttdd geometrista symmetriaa: 7§ jakaa suoran kulman kahtia, joten kysei-
sen kulman sini ja kosini ovat yhtd suuret. Sovella sen jilkeen Pythagoraan
lausetta.

Mallivastaus: Geometrisen perustelun mukaan kulman 7 sini ja kosini ovat yhta
suuret. Jos nditd kumpaakin merkitdin x:114, saadaan Pythagoraan lauseesta
P?rr¥=1eW=12= i%. Koska kulma sijaitsee 1. neljinneksessé,

ovat seké sinin ettd kosinin arvot positiivisia.



