Insinoorimatematiikka: Matematiikan perustiedot 2024

Demonstraatio 3, 26.9.2024

Huom: Vastaukset pitda perustella ilman matematiikkaohjelmia ja laski-
mia ellei toisin mainita. Ali kiyti tekoilyd vaan omaasi.
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Mallivastaus: (4+5¢)(3—2i) = 4-3—4-2i+5-3i+—5-2i2 = 12— 8i+15i+10 =
22+ 7i ja 5 = miay = e = T8 = —4 + Ji, joten kysytty
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2. Btsi kaikki yhtdlén 22 —42z45 = 0 ratkaisut luentoesimerkin mukaisella tavalla.
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Mallivastaus: z =

3. Etsi napakoordinaattiesitys luvulle —1 + iv/3.

Mallivastaus: Luvun itseisarvo on |—1+iv3| = 1/(=1)2 + (v3)? = V4 = 2
ja vaihekulma toteuttaa yht&lon tanf = {—? arctan(—v/3) = —7%, mutta koska

luvun reaaliosa on negatiivinen, on tdhén lisdttava oikokulma 7. Vaihekulmaksi

voidaan siis valita —% + 7= %’r

4. Miirita kaikki kompleksisen logaritmin Log(—1 + iv/3) kaikki arvot.
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Mallivastaus: Edellisen tehtivin perusteella —1 + iv/3 = 251 = 2¢(3 +2mn)i
missd n € Z. Néin ollen

2
Log(—1+V3) =In2+ (g + 27n)i,

missé n € Z.

5. M&arita potenssin i kaikki arvot seuraavalla tavalla: Merkitse z = + 1y
ja yhtilossd z? = 4 vertaa reaali- ja imaginaariosia, jolloin saat yhtiloparin.
Ratkaise yhtalopari.

Mallivastaus: Tehtivin merkinngilli 22 = (x +iy)? = 22 — y? + 2xyi. Yhtisuu-
ruudesta z2 — y? + 2zyi = i saadaan yhtélopari

$2_y2 = 0
2zy = 1

Ensimmaisen yhtilon perusteella x = +y. Jos valitaan x = y, saadaan toinen

yhtilé muotoon 222 = 1, josta x = :t%. Jos taas valitaan x = —y, saadaan

toinen yhtalo mu?toon —222 =1, jolla ei ole reaalisia ratkaisuja. Niin ollen
kaikki potenssin i2 arvot ovat i(% + z%)

6. Olkoon a € R. Mééaritd kaikki kompleksisen potenssin (—aQ)% arvot luento-
esimerkin mukaisella tavalla.

Mallivastaus: Koska a? > 0, on luvun —a? polaariesitys —a? = a?e™ =

T+27n)i

aZel ', missd n € Z. Lasketaan ensin

Log(—a?) = Log(a?e(™?™)%) = Ina? + (7 + 27n)i



ja
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~ Log(—a®) = = Ina? — 4+ 7™n)i.

S Log(—a?) = S na? + (5 + )
Potenssin arvot ovat siis

(—(12)% _ eéLog(faz) — 6lna€%i6mn _ aiem’n’

missd n € Z. Koska n:n kokonaisilla arvoilla e™"
kysytyt potenssin arvot +as.

saa vain arvot 41, ovat

. Etsi yhtdlon 23 — 322 + 32 — 9 = 0 kaikki ratkaisut. Ohje: Kiyti binomikaavaa,
merkitse w = z — 1 ja ratkaise ensin w.

Mallivastaus: Binomikaavan perusteella

2232 43:-9=22-32432-1-8=(2-13+8=w®-38.

Luentoesimerkin mukaan yht#lon w® = 8 kaikki ratkaisut ovat 2e 3 , missi
n € Z,siis z = 14+2e 3 , missd n € Z. Niitd on kolme erisuurta, ja ne saadaan

valinnoilla n € {0, 1, 2}.

. Miké on vialla seuraavassa paattelyssa:
—1== (/-1 =V-1V-1=/(-1)2=V1=1?

Mallivastaus: Ensimméinen yhtdsuuruus on oikein, samoin toinen vaikka mer-
kints, /—1 ei olekaan yksikisitteinen, se voi tarkoittaa joko kompleksilukua i
tai —i. My0s toiseksi viimeisin yhtasuuruus on kunnossa, joten ongelman tay-
tyy sijaita joko kolmannessa, neljannessé tai viimeisessi yhtdsuuruudessa (tai
joissain niistd). Tarkempi tarkastelu osoittaa (sivuutetaan téssd) ettd neljas
yhtdsuuruus on kunnossa.

Sen sijaan yksi ongelma on kolmannen yhtdsuuruuden kohdalla, silld merkinta
v/—1 ei sen oikealla puolella ole yksikisitteinen, toinen niistd voi yhtd hyvin
tarkoittaa kompleksilukua ¢ ja toinen sen vastalukua —¢. Toinen ongelma on
viimeisen yhtdsuuruuden kohdalla: Silloin kun v/1 kisitetdin kompleksiluvun
nelidjuurena, ovat sekd 1 ettd —1 mahdollisia arvoja.

Péidttelyvirhe johtuu siis siitd, ettd yhtdsuuruuksien ketjussa on yritetty ka-
sitelld neliGjuurta myos kompleksilukujen joukossa funktiona. Nelidjuurta ei
kompleksilukujen joukossa kuitenkaan voida perustellusti méiritelld funktio-
na, vaan tilloin kyseessé on matematiikan termein relaationa tunnettu kisite,
jossa toisin kuin funktiolla, yhdelld alkukuvalla voi olla monia kuvia.

. Maarita cosi: kiyttdmalld luennolla esitettyd, Eulerin kaavaan perustuvaa ko-
sinin médritelmaé. Arvioi myos laskimella tai matematiikkaohjelmalla kuinka
suuri [cosi| on.

Mallivastaus:

1 .. A |
cosi = Q(ez'Z +e ') = 5(8_1 +el) ~ 1,54308



