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Reaalilukujen ominaisuuksia

Onko yhtilolla x? = 2 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
Onko yhtilolla x? = —1 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
Mista johtuu eroavaisuus vastauksissa?

Mita tarkalleen ottaen ovat reaaliluvut?

Miksi v/2 on olemassa joukossa R?

Miksi yhtilon x> = —1 ratkaisua ei ole joukossa R?

e 6 6 6 o o
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Reaalilukujen aksiomatisointi

Peruskasitteet: joukko R, operaatiot + ja -, alkiot 0 ja 1 € R.
Kunta-aksioomat:

@ Kaikille reaaliluvuille a, b ja ¢ patee a+ (b+c¢) = (a+b)+c
jaa-(b-c)=(a-b)-c.
@ Jokaiselle reaaliluvulle a patee 0 +a=ajal-a= a.

© Jokaista reaalilukua a kohti on olemassa a:n vastaluku —a,
joka toteuttaa a + (—a) = 0 ja jokaista nollasta eroavaa
reaalilukua a kohti on olemassa kiinteisluku a1, joka
toteuttaa a-a~ ! = 1.

@ Kaikille reaaliluvuille a ja b patee a+b=b+ajaa-b=b-a.

@ kaikille reaaliluvuille a, b, ja c patee a- (b+c)=a-b+a-c.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma (Vahennys- ja jakolasku)

@ a—b=a+(-b)

° Josb;éO,Z:a-b_l.

o Jokaisella luvulla voi olla vain yksi vastaluku. Jos nimittain
a:n vastalukuja olisivat seka a; ja ap, olisi
a+ a3 = 0= a+ ap, mista voidaan paatella, etta
aa=a+0=a+(at+a)=(a1+a)+a=0+a=a

@ Samoin voidaan paatelld ettad jokaisella a # 0 voi olla vain yksi

kaanteisluku.

1 _ -1
05—3 .

@ Aksioomissa ei mainita, etta kaikille a€ R a-0=0. Tama on
looginen seuraus aksioomista.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Todistus:

© a-0=a-(0+0)=a-0+a-0
@ =>a-0+(—a-0)=(a-04+a-0)+(—a-0)
e =>0=a-0+(a-0+(—2-0))=a-0+0=a-0
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Reaalilukujen ominaisuuksia
Jarjestysaksioomat

On olemassa osajoukko R C R, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ Jokaista reaalilukua a kohti patee tarkalleen yksi
vaihtoehdoista a € Ry, a=0tai —a € R,.

@ Josa,be Ry, nina+b a-beR,.

Maaritelma

Suuremmuusrelaatio > maaritellaan seuraavasti:

a>bsa-beR,.
Relaatio > maaritellaan ehdolla

a>bsa—beRLU{0}

Relaatiot < ja < maaritellaan analogisesti.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Jos a> bjab>c, niina>c.

Todistus:

Ensinnakin a > b tarkoittaa etta a — b € R, ja vastaavasti b > ¢
tarkoittaa etta b — c € R;..

Jarjestysaksioomien mukaan talloin patee

a—c=a—b+b—ceRy,
~—— N
S ERy

mika puolestaan tarkoittaa etta a > c.

Mieti miksi pitda olla 1 € Ry ja miksi (—1)a = —a.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Josa<cjab<d niina+b<c+d.
Todistus. a < ¢ ja b < d tarkoittavat c —a€ Ry jad — b e R,.
Talloin c+d—(a+b)=c—a+d—beRy, siis

at+tb<c+d

JosO<a<cjal< b<d,niinab< cd

Todistus: a < ¢ ja b < d tarkoittavat sita, etta c —a € Ry ja

d — b € R;. Lisaksi aiemmin havaitun mukaan ehdoista 0 < a ja
a < cseuraa 0 < c, siis c € Ry. Talloin

cd—ab=cd—cb+cb—ab=c(d—b)+ b(c —a) € Ry,

siis ab < cd.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Maaritelma:
X, jos x >0,
x| =

—x, Jos x < 0.
V.
e x| >0.

o |xy| = |x|lyl.
o — |x| < x < |x]

@ Jos —|y| < x < |y|, niin [x] < |y].
o |x+y| <|x|+|y|] Vx,y € R.
o [Ix| =yl < |x+yl.

Kolmioepayhtalo

Epayhtaloa |x + y| < |x| + |y| kutsutaan kolmioepayhtaloksi.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Kahden reaaliluvun valinen etaisyys d(x,y) maaritellddn
seuraavasti: d(x,y) = |x — y|

4

Kaikille reaaliluvuille x, y ja z patee

@ d(x,y) >0 jad(x,y) =0 vain jos x = y.
o d(x,y) = d(y,x).
o d(x,z) < d(x,y)+d(y,z).
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Seka d(a+ b, c + d) ettd d(ab, cd) saadaan miten pieniksi
hyvansa, kunhan d(a, ¢) ja d(b, d) valitaan riittavan pieniksi.
e dlat+bc+d)=|la+b—(c+d)=la—c+b—-d| <
la—c|+|b—d|=d(a,c)+d(b,d)
e d(ab,cd) = |ab — cd| = |ab— ad + ad — cd| =
|a(b —d) +(a—c)d| < al|b—d| +|a—c[|d] =
la| d(b,d) + |d| d(a, c).

d(x%,9) = [x* = 9| = |(x + 3)(x — 3)| = [x + 3| d(x, 3).

Jos x on niin ldhelld lukua 3 ettad d(x,3) < 1, on silloin 2 < x < 4
ja siksi [x + 3| < 4+ 3 = 7. Tallgin siis d(x2,9) < 7d(x, 3).
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Myos rationaalilukujen joukko toteuttaa seka kunta- etta
jarjestysaksioomat. Ratkaisua yht3loon x? = 2 ei kuitenkaan ole
joukossa Q.

Maaritelma

Olkoon AC R, A# 0.
@ Luku M on joukon A ylaraja, mikali (Vx)(x € A — x < M)

@ Luku S = sup A on joukon A pienin ylaraja, supremum, jos S
on ylaraja ja

(Ve >0)(Fac A)(a>S —¢)

\

Taydellisyysaksiooma

Jokaisella epatyhjalla, ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
olemassa pienin ylaraja.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Rationaalilukujen jono 3; 3,1; 3,14; 3, 141; 3, 1415; 3,14159 ...
on kasvava jono. Jos oletetaan tunnetuksi, etta jono on ylhaalta
rajoitettu, on taydellisyysaksiooman perusteella olemassa reaaliluku
7 joka on mainitun lukujoukon pienin ylaraja. Tama on se
reaaliluku, jota edellamainittu rationaalilukujen jono lahestyy.

Jos valitaan mika hyvansa jono rationaalilukuja

n <rmn<r...< M, niin taydellisyysaksiooman nojalla on
olemassa sellainen reaaliluku «, jota jono ry, r, r3, ... lahestyy.
Pienimman ylarajan ominaisuudesta nimittain seuraa, etta Ve > 0
«a — € ei ole ko. jonon ylaraja, ja siis on olemassa sellainen r, etta
a—ec<rm<a.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Ei aaretonta alkiota

M+1>M+0=M

Maaritelma

Luku € > 0 on infinitesimaali eli aarettoman pieni, jos Vn

n-e=e+e+...+e<1
~—_—
n kpl

Ei infinitesimaaleja

Jos olisi (Vn) ne < M, on joukko A = {ne | n € N} ylhaalta
rajoitettu ja nain ollen silla on pienin ylaraja S. Nain ollen S — ¢ ei
ole joukon ylaraja ja siksi (3m) me > S — ¢, mista seuraa
(m+1)e > S. Mutta (m+ 1)e € A, joten S ei olekaan joukon
ylaraja.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

o Jokaisella valilla (a, b) on rationaaliluku r ja irrationaaliluku «

@ Desimaaliesitys

@ Rationaaliset approksimaatiot.
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Reaalifunktiot

Funktiota f : A — B sanotaan reaalifunktioksi, jos f on maaritelty
jossakin joukossa A C R ja saa arvonsa jossakin joukossa B C R.
Jos f(x) = y, sanotaan, ettd x on y:n alkukuva, ja y on x:n kuva.

Maaritelma

Olkoon f : A — B (reaali)funktio
e Funktio on injektiivinen, jos f(x1) = f(x2) = x1 = xo.
e Funktio on surjektiivinen, jos (Vy € B)(3x € A)(f(x) = y).

o Funktio on bijektiivinen, jos se on seka injektiivinen etta
surjektiivinen.

Injektiivisen funktion kuvaajan jokainen vaakasuora leikkaa
korkeintaan kerran. Surjektiivisen funktion kuvaajan jokainen
vaakasuora leikkaa ainakin kerran.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 16 of 16



