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Kompleksiluvut C

z=x+yi

Kaksi esitysta

@ xy-esitys (tai Re-Im) -esitys: reaaliosa x ja imaginaariosa y
@ Polaari- eli napakoordinaattiesitys: Etaisyys origosta r ja
vaihekulma 6.
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Kompleksiluvut C

A
vt zZ=X+Yyl

Itseisarvo ja vaihekulma

or:\ Mar\/ +y2_

-Z
@ tanf = Z. Jos x = 0, valitaan {

=7, kun y > 0
=—% kuny <0
arctan £, jos x > 0.

@ Vaihekulma voidaan valita 6

arctan y + 7, jos x < 0.
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Kompleksiluvut C

A

vt zZ=X+Yyl

Polaariesitys | (r = |z| = \/x2 + y?)

x =rcosf, y=rsinb,

joten

z=x+yi=rcosf+ irsinf = r(cosf + isin0)
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Kompleksiluvut C
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava

e’ = cosf + isinf

(e =2,718281828459045 . .. on luonnollisen logaritmin kantaluku)

e'™ = cosm +isinT = —1.
o e = cos(nm) + isin(nm) = (-1)", n€Z
e’ = (-1)>" =1, n € Z.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 6 of 32



Kompleksiluvut C

y

vt Z=Xx+tyl

Polaariesitys Il (e’ = cosf + isin )

x =rcosf, y=rsinf,
joten

z=x+yi=rcosf+irsinf = r(cos + isinf) = re'.
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Kompleksiluvut C

Jos 0 € R, on
e = |cos + isinf| = Vcos2 0 +sin?0 = 1
ja siis polaariesityksessa z = re® on r = |z|.

e’ = cosf + isinf = cos(f + 27n) + isin(f + 2wn) = e'(0+27n)

> — rel@ _ re/(9+27rn),

siis polaariesitys ei ole koskaan yksikasitteinen, vaan vaihekulmaan
0 voidaan aina lisata mika hyvansa tayden ympyran monikerta.
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Kompleksiluvut C

Jos 01, 6, € R, on ef1eif2 = ¢i(01+62)

Kertolaskun tulkinta
i01

71 = e zo = rne® missi n = |z1| ja o = |z2|. TallGin

212y = rle’el r26’92 = r1r261(01+92).

"itseisarvot kerrotaan ja vaihekulmat lisataan”
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Kompleksiluvut C

de Moivren Kaava

(cosf + isin0)" = (e")" = e = cos nf + i sin nf
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Kompleksiluvut C

Eulerin kaava = Trigonometrian kaavoja

@ Euler: e™ = cosx + isinx

o (e*)% = e2X = cos2x + isin 2x

o (e™)? = (cosx + isin x)? = cos® x — sin® x + i2 cos x sin x
Vertaamalla reaali- ja imaginaariosia saadaan
cos 2x = cos® X — sin x ja sin 2x = 2 cos x sin x

A
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Kompleksiluvut C

Kompleksinen eksponenttifunktio

Kompleksiluvulle z = x + jy maaritellaan Eulerin kaavaa
noudattaen

e = &Y = eXe = e¥(cosy + isiny).
V

Jos ne€ Z, on

ez+27rln — 62627rm — ez7

eika eksponenttifunktio C — C siten ole injektio.
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Kompleksiluvut C

Huomautuksia

@ Funktion f : C — C, f(z) = e* arvojoukko on C\ {0}, eikd f
siis ole myoskaan surjektio.

e Kiinteisrelaatio =1 : C — C ei ole funktio: Nollalla ei ole
yhtaan kuvaa ja kaikilla muilla z € C on aarettoman monta
kuvaa.

e Funktio f : C — C\ {0}, f(z) = e” on surjektio mutta ei
injektio. Maaritellaan kompleksinen logaritmi taman funktion
kaanteisrelaationa.

@ Analogia: Josr e Ry, 0 e R ja x = re?, niin

Inx =In(re®) =Inr +Ine’ =Inr+ 0.
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Kompleksiluvut C
Kompleksinen logaritmi

Kompleksiluvun z # 0 logaritmi saadaan polaariesityksen avulla:
Olkoon z:n polaariesitys z = |z| e/ = |z| e/+27") . T3lI6in
kompleksinen logaritmi maaritellaan

Logz = In|z| + i(6 4+ 27n),

missa n € Z. )
Log: C\ {0} — C tarkoittaa kompleksista e-kantaista logaritmia,

In: (0,00) — R tavallista reaaliluvuilla maariteltya e-kantaista
logaritmia.
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Kompleksinen logaritmi

Maaritelma

Logz=In|z|+i(60 +27n), neZ

V.

Maaritelman ongelmia

o Maaritelman oikea puoli on aareton joukko kompleksilukuja.
Joskus kaytetaan joukkosulkeita.

@ Oikea maaritelma: Kaikille n € Z ns. relaationuoli

2 2% In|z| + i(6 + 27n).

o Kaurssille valittu maaritelma tasapainotettu perinteen ja
johdonmukaisuuden valilla.
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Kompleksinen logaritmi

Tulkintamahdollisuuksia

o Kisitetdan logaritmi funktiona Log : C\ {0} — 2©. Joukko
{z} ja luku z samaistetaan. Voidaan kayttaa talla kurssilla.

@ Logaritmin maalijoukon laajentaminen, jolloin saadaan funktio.
Edellyttaa kompleksitason " monistamista” aarettoman
moneksi kopioksi ja niiden sopivaa yhteenliittamista (ns.
Riemannin pinnat). Ei kasitell3 talla kurssilla.

@ Vaihekulman rajoittaminen yksikasitteisyyden saavuttamiseksi
(ns. padhaara). Voidaan kayttda talla kurssilla.
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Kompleksinen logaritmi

Log(—2) ?
Luvun —2 polaariesitys ?

|—2| = 2, vaihekulma 7
—2=2.¢" =2ei(m+27n) ‘i n e Z

Log(—2) =In2+ i(7m + 27n), missda n € Z

.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 17 of 32




Kompleksinen logaritmi

o Logi?
@ Luvun / polaariesitys 7
o |i| =1, vaihekulma 7

. Faus Hgus o oo
e /i=1-¢e2 = e’(2+2”"), missa n € Z

Logi = i(5 + 2mn), missa n € Z

A
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Kompleksinen logaritmi

Logaritmin paahaara

Logaritmin padhaara Log on logaritmirelaation

2 5% in|z| +i(0+n-27)

se kuva -
Logz = In|z| + i(0 + 2n7),

jolle patee § + 2w € (—m, .

Log(—2) =In2 + i(7w + 27n),
Log(—2) = In2+ ir
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Kompleksinen potenssiinkorotus
Analogia reaaliluvuilla

b
ab _ elna — eblna )

Maaritelma

Olkoon a € C\ {0} ja b € C. Talléin

ab _ ebLoga

@ Koska Log: C\ {0} — C on relaatio, on myds kompleksinen
potenssi relaatio, ts. a?:ll3 voi olla useita arvoja.
b

@ Myos yksikasitteinen arvo a” on mahdollista, silla
eksponenttifunktio voi yhdistaa monia arvoja yhdeksi.
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Kompleksinen potenssiinkorotus

o 7

P _eLogl :eiLogi

® Logi=i(5 +2mn), missa n € Z

@ ilogi= —(ﬂ + 27n), missd n € Z

@ il = e 272N — o= 3H2MN nised p e 7

.
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Kompleksinen potenssiinkorotus

@327

o 32 — glog3® — g2Log3

o Log3 = Log3e®™" = In3 + 2rin, missi n € 7Z

@ 2Llog3 =2In3+ 4min, missa n € Z

° 32 — eZ|n3+47rin — 62|n3e47rin — eZ|n3 —_ e|n9 =9

.
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Kompleksinen potenssiinkorotus

° ?

(4

oo o

1
— eLog83 — e% Log 8

o Log8 = Log8e®™" = In8 + 2rin, missi n € 7Z

° %Log8:%|n8—|—2gi”, missa n € Z

. 1 . .
1 2min 2 2min 2min
:e3|n8+ 3 _e|n83e _

2min 4min

={2,2e3 ,2¢'3 }

1
3
1
3

e ©
o oo

3 =2e 3 ,missaneZ

.
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Kompleksinen potenssiinkorotus

Lause (Potenssin arvojen maarat)

@ Jos b € N, kompleksinen potenssi a? on yksikasitteinen ja
yhtyy kertolaskun avulla saatuun maaritelmaan:

a’=a ....a.
~—
b kpl
Yksikasitteisyys on myos voimassa kaikille b € Z.
@ Jos b= g € Q on supistetussa muodossa, on kompleksisella
potenssilla a® g eri arvoa, jotka saadaan yhdest3 arvosta
n2mi
kertomalla luvuilla e @, ne€ {0,1,...,q —1}.
e Jos b ¢ Q, on kompleksisella potenssilla a” d3rettéman monta
eri arvoa, jotka saadaan yhdesta arvosta kertomalla luvuilla
HIA & 1,
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Kompleksinen potenssiinkorotus

Maaritelma

Potenssin a® piiarvo (tai paihaaran arvo) on eP-og2.
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Kompleksinen potenssiinkorotus

Maaritelma

. T
n:nnet ykkosenjuuret ovat potenssin 1» kaikki arvot

missa k € Z. Nama ovat yhtalon z" = 1 ratkaisut.
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Kompleksinen potenssiinkorotus

Ykkosenjuuret

Koska 2™ =1, on

12 2mi 2mi . 2mi 2mi
In={e%" =1,ev"% e, ... e (=1 n .

Toisin ilmaistuna:

n:nsien ykkosenjuurten itseisarvo on 1 ja vaihekulmat ovat

0. 27 27r 2

27r
—1-—,2. -1
n n ool )

n
21

—- on n:s osa taydesta ympyrasta.
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Kompleksinen potenssiinkorotus: z8 = 1 ratkaisut
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Kompleksilukujen trigonometriset funktiot

Eulerin kaava

o e = cosf+isind
i0

@ e ' =cosf —isinf

Yhteenlasku ja vahennyslasku tuottaa seuraavat maaritelmat: )

o cosz = (e +e )

o sinz = 1 (e — e~ %)

@ Nain maaritellen Eulerin kaava patee myos kompleksiluvuille
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Kompleksiluvut
Lukujoukon laajennus

@ Yhtildlld x2 + 1 = 0 ei ole ratkaisua R:ss3, mutta C:ss3 kaksi
ratkaisua =+i/.

o Esimerkki: Yhtilolld x2 — 2x +5 = 0 on kaksi kompleksista
ratkaisua 1 4 2/.

o Enta kaikki muut polynomiyhtalot
anX" + ap_1x"L .+ aix+ag =07

v
Muuttujan z kompleksikertoimisten polynomien joukosta kaytetaan

merkintdd C[z]. Vastaavat merkinnat reaali- ja
kokonaislukukertoimisista polynomeista ovat R[z] ja Z[x].
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Kompleksiluvut

Algebran peruslause

Olkoon P(z) = cyz" + cpo12" 1 +...+ c1z + ¢ € C[z]. Jos P(z2)
ei ole vakiopolynomi ¢y # 0, on polynomiyhtalolla

P(z)=0

ratkaisu joukossa C.

Algebran peruslauseesta ei kuitenkaan seuraa etta polynomin
nollakohta voitaisiin [0ytaa helposti polynomin kertoimista, kuten
esim. 2. asteen tapauksessa.
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Kompleksiluvut

Niels Henrik Abel 1824:

Astetta > 5 olevien polynomien nollakohtia ei yleisesti voida
esittaa polynomin kertoimista rakennettuna juuri- ja
rationaalifunktioiden yhdistelmana.

Toisin sanoen: Ei ole olemassa juuri- ja rationaalifunktioihin
perustuvaa "ratkaisukaavaa” jos polynomin aste on > 5.
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