Insin6orimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 1

Demonstraatio 2, 3.4.2025

Ali kiiytd tehtivissi tekoilyi, vaan omaasi.
1. Masritellidn funktio f : R? — R? seuraavasti:
fla,y,2) = (22° + 2y + 2, 22 — y* + 3).

Mééritd funktion Fréchet'n derivaatta pisteessé (1, 3,2) suoraan sieventaméalla
lauseke

f((la 3, 2) + (hb h27 h3)) - f(la 3, 2)

ja erottamalla tédstd ensimmaéisen asteen termit luentoesimerkin mukaisesti.

2. Olkoon f kuten edellisessé tehtévissi. Madritd funktion f Jacobin matriisi
J¢(x,y,z) kiyttamalld osittaisderivaattoja. Laske myds Jr(1,3,2) ja médrita
sen avulla uudestaan funktion Fréchet’'n derivaatta.

3. Madritellisn funktio f: R? — R lausekkeella f(z,y, z) = 3zyz — 222 + 2zy22.
Arvioi kokonaisdifferentiaalia kdyttdmélla kuinka paljon funktion f arvo pis-
teessd (2,1, —1) muuttuu, mikili z, y ja z-koordinaateille sallitaan poikkeamat
|dz| < 0.2, |dy| < 0.1 ja |dz| <0.3.

4. Edellisen tehtdvéin funktion suunnattu derivaatta vektorin w = (1, —3, 2) suun-
taan. Mihin suuntaan pisteestéd (1,2,0) pitéisi siirty4, jotta funktion arvo kas-
vaisi nopeimmin ja mikd on suunnatun derivaatan arvo nopeimman kasvun
suuntaan?

5. Tee sijoitus u = x + 2y ja v = x — 2y ja kirjoita osittaisdifferentiaaliyhtild

of  of
2=+~ =x+2
ox oy Y
muuttujien u ja v osittaisdifferentiaaliyhtéloksi, ts. osittaisdiﬁerentiaaliyhtéi—
16ksi jossa alkuperiisten 051ttalsder1vaatt0Jen sijasta esiintyvét 8£ ja 8v Ohje:
kaytd ketjusadntod ja esitéd sen avulla 2 a jag af . Voit kdyttaa luennolla esitettyé
menettelytapaa. Osaatko sijoituksen Jalkeen ratkalsta yvhtédlén?

6. Positiivisen pistevarauksen muodostama sdhkoékenttd suuntautuu suoraviivai-
sesti pisteestd poispéin kaikkiin suuntiin, mutta heikkenee kddntden verrannol-
lisesti etédisyyden neliéon.

Muodosta matemaattinen malli origoon sijoitetun positiivisen pistevarauksen
sahkokentille f(x,y, z) jalaske V- f, kun (z,y, z) # (0,0,0). Fysikaaliset vakiot
sivuutetaan. Tulkitse lopuksi miten tulos vertautuu divergenssin edustamaan
"ldhteisyyteen”.

Ohje: Pisteeseen (z,y,z) liitettdva vektori on tdmén suuntainen, mutta pis-
tettd (z,y, 2) vastaava yksikk6vektori on m(w y, 2). Jos halutaan tdmén
heikkenevin suhteessa etdisyyden nelioon, pitad ko. yksikkovektori kertoa vield
tekijallda —L—;.

I(z,y,2)]l

(Osittainen vastaus: f(z,y,z) = é( Y5 2))
(x2+y2+z2)2



7. Muodosta matemaattinen malli vektorikentistd f, joka muodostaa pydrteen
kolmiulotteisessa avaruudessa z-akselin ympéri. Ohje: mieti millainen vektori
(z,y)-tasossa olisi aina kohtisuorassa paikkavektoria (z,y) vastaan, ja lisdd z-
komponentti. Laske lopuksi V x f ja tulkitse tulosta.

Ohje: Kohtisuoruus merkitsee sité, ettd sisdtulo on nolla. Millaisen vektorin
sisétulo vektorin (x,y) kanssa olisi nolla. Lisdd my6s z-koordinaatti. Osittainen
vastaus: f(z,y,z2) = (—y,z,2)

8. Vektorikenttd f : R? — R3 on konservatiivinen, jos f on jonkin skalaarikentin
¢ : R? — R gradientti, siis f = V¢. Osoita suoraan laskemalla, ettd kon-
servatiivinen vektorikentti on pydrteeton, mikali funktion ¢ toisen kertaluvun
osittaisderivaatat ovat jatkuvia. Ohje: Jos toisen kertaluvun osittaisderivaatat
ovat jatkuvia, voidaan osittaisderivoinnin jirjestys vaihtaa.

9. Onko tehtidvin 6 vektorikenttd konservatiivinen? Jos on, mikd on funktio ¢,
jolle f = V¢? Ohje: Yrita ensin ratkaista yhtalo

%_ T

9r (g2 +y2+22)%

integroimalla z:n suhteen. Huomaa, ettd osoittaja on vakiokerrointa vaille ni-
mittdjan sisdfunktion derivaatta.



