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Usean muuttujan funktiot

Huomioita ja määritelmiä

|xi | ≤ ||x || ≤ |x1|+ . . .+ |xn|
|fi (x)− yi | ≤ ||f (x)− y || ≤ |f1(x)− y1|+ . . .+ |fn(x)− yn|
Jos f on jatkuva, ovat myös kaikki koordinaattifunktiot
jatkuvia ja päinvastoin.

Raja-arvo: Määrittely samoin kuin R → R
Raja-arvo: Ei riitä tarkastelu eri suunnista

Jatkuvuus: Määrittely samoin kuin R → R
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Usean muuttujan funktiot

Määritelmä

Projektiofunktiot pi : Rn → R määritellään pi (x1, . . . , xn) = xi

Lause

Oletetaan, että f ja g ovat funktioita Rn → R ja että
lim
x→a

f (x) = A, lim
x→a

g(x) = B. Tällöin

lim
x→a

pi (x) = ai

lim
x→a

(αf (x) + βg(x)) = αA+ βB

lim
x→a

f (x)g(x) = AB

Jos B ̸= 0, niin lim
x→a

f (x)

g(x)
=

A

B
.
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Usean muuttujan funktiot

Lause

Jos f : Rn → Rm ja g : Rm → Rk lim
x→x 0

f (x) = y0 ja

lim
y→y 0

g(y) = z0, niin

lim
x→x 0

g(f (x)) = z0.

Seuraus

Olkoot f ja g jatkuvia pisteessä a ja g(a) ̸= 0.

Projektiofunktiot ovat jatkuvia kaikkialla.

αf (x) + βg(x) on jatkuva pisteessä a

f (x)g(x) on jatkuva pisteessä a.

Edellisen lauseen merkinnäin (f ◦ g)(x) = f (g(x)) on jatkuva
pisteessä x0.
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Usean muuttujan funktiot

Esimerkki

Napakoordinaattimuunnos

Topologisia käsitteitä

Suljetun välin yleistys 1: [a1, b1]× . . .× [an, bn]

Suljetun välin yleistys 2: Kompakti joukko

Avoimen välin yleistys 1: B(x , r) (avoin pallo)

Avoimen välin yleistys 2: Avoin joukko
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Osittaisderivaatta

Funktion f : Rn → R osittaisderivaatta i :nnen muuttujan xi
suhteen pisteessä a = (a1, . . . , an) ∈ Rn on

∂f

∂xi
(a) = lim

h→0

f (a1, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , an)− f (a1, . . . , an)

h
.

Muut merkinnät: fxi (a) ja Dxi f (a). Jos muuttujien x1, x2, . . ., xn
järjestys on kiinnitetty, niin myös merkintää Di f (a) käytetään.

Huomautus

(a1, . . . , ai + h, . . . , nn) = a + he i , joten

∂f

∂xi
(a) = lim

h→0

f (a + he i )− f (a)

h
.
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Huomautus

Merkintöjen df
dx ja ∂f

∂x ero, kun f (x , y) = x2 + y2 ja y = 3x2

d

dx
(x2 + y2) = 2x +

d

dx
9x4 = 2x + 36x3

∂

∂x
(x2 + y2) = 2x
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Esimerkki

Jos f (x , y) = x sin(xy), on

∂

∂x
f (x , y) = sin(xy) + x cos(xy)y ,

∂2

∂y∂x
f (x , y) = cos(xy)x + x cos(xy)− xy sin(xy)x

= 2x cos(xy)− x2y sin(xy).

Toisaalta
∂

∂y
f (x , y) = x2 cos(xy)

ja
∂2

∂x∂y
f (x , y) = 2x cos(xy)− x2y sin(xy).
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Huomautus

On mahdollista että
∂2f

∂y∂x
̸= ∂2f

∂x∂y
.

Lause

Jos toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia, niin

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a).
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