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Likimaaraisratkaisut
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Likimaaraisratkaisut

xo = 510
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Likimaaraisratkaisut

xo = 510

x1 = cos xg = 0.487135024157002. ..
xo = cos x; = 0.883677567436513. ..
x3 = cos xp = 0.634312397813371. ..
xg = cos x3 = 0.805479376279613 . ..
x5 = cos x4 = 0.692765606284167 . ..
Xe = cos x5 = 0.769482656544136. . .
x7 = cos xg = 0.718270714532649 . ..
xg = cos x7 = 0.752944868792959. . .
Xg = cosxg = 0.729678362369799.. ..
Xx10 = cos xg = 0.745388854165797 . ..
x11 = cos x1g = 0.734824214649772. ..
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Likimaaraisratkaisut

x = 0.73908513321516064165531208767 . . . .

on yhtalon x = cos x ratkaisu.
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Likimaaraisratkaisut

Likimaarainen ratkaisu

@ Haarukointimenetelma (binary search)
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Likimaaraisratkaisut
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Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
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=0
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
o Pyrkimys: Loytaa h, jolle f(x + h) = 0.
@ Derivaatan maaritelma = f(x + h) —f(x) ~ f'(x)h, joten h

kannattaa valita

@ x+h=x— % voi siis olla x:aa parempi likiarvo

nollakohdalle.
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

@ Valitse alkulikiarvo xg
f(X,')
f’(X,')-

@ Aseta Xi41 = Xj —

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 6 of 27



Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

@ Valitse alkulikiarvo xg
f(X,')
f’(X,')-

@ Aseta Xi41 = Xj —

\,

Valitaan N > 0 ja sovelletaan Newtonin menetelmaa funktioon
f(x)=x>—N

€
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Likimaaraisratkaisut

Maaritelma

e Jos f(xf) = x, sanotaan, ettd xr on funktion f kiintopiste

@ Jos on olemassa ¢ € (0,1) ja vali /, jolle patee (/) C / ja
d(f(x),f(y)) < c-d(x,y) aina, kun x, y € I, sanotaan, ett3
f on kutistava kuvaus valilla /.
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Likimaaraisratkaisut

Maaritelma

e Jos f(xf) = x, sanotaan, ettd xr on funktion f kiintopiste

@ Jos on olemassa ¢ € (0,1) ja vali /, jolle patee (/) C / ja
d(f(x),f(y)) < c-d(x,y) aina, kun x, y € I, sanotaan, ett3
f on kutistava kuvaus valilla /.

Kiintopistelause

Jos f on kutistava kuvaus valilla /, on f:lla myos kiintopiste x¢ € /.
Mika hyvansa jono xp € I, xj+1 = f(x;) lahestyy kiintopistettad x.
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Likimaaraisratkaisut

Jos f(I) C Ija|f'(x)] < c<1valilla I, on f kutistava kuvaus
valilla /.
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Likimaaraisratkaisut
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Likimaaraisratkaisut

Jos f(I) C Ija|f'(x)] < c<1valilla I, on f kutistava kuvaus
valilla /. (Seuraa differentiaalilaskennan valiarvolauseesta)

Newtonin menetelman analysointi.
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x+ h) — f(x) =~ c1h + h® + csh®
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x + h) — f(x) = cth+ coh® + czh® + ... + c,h"
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x + h) — f(x) = cth+ coh® + czh® + ... + c,h"

Merkitdan viela cp = f(x), jolloin

f(x+h)%c0+c1h+c2h2+C3h3+...+c,,h"
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit
Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit
Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos

f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetaan ¢y, ¢1, ¢, ... ?
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos

f(x+h)= o+ ah+ah?+ah®+...,
miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
a = f'(x).
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos

f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
c1 = f'(x). Laskemalla % nahdaan, etta pitaisi olla

f'(x + h) = c1 + 2c0h + 3c3h?® + degh® + 5ash* + ...,
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos

f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
c1 = f'(x). Laskemalla % nahdaan, etta pitaisi olla

f'(x + h) = c1 + 2c0h + 3c3h?® + degh® + 5ash* + ...,

johon sijoittamalla h = 0 nihdaan, ettd f'(x) = 1.
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Jos
f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
c1 = f'(x). Laskemalla % nahdaan, etta pitaisi olla

f'(x + h) = c1 + 2c0h + 3c3h?® + degh® + 5ash* + ...,

johon sijoittamalla h = 0 nidhdaan, ettd f'(x) = c;. Laskemalla %
uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla

f"(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12c4h° + 20cs5h® + . ..
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot
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f(x+h):co—i—clh+c2h2+C3h3+...,

miten maaritetadn cp, c1, ¢, ... ? Tiedetddn, ettd ¢y = f(x) ja
c1 = f'(x). Laskemalla % nahdaan, etta pitaisi olla

f'(x + h) = c1 + 2c0h + 3c3h?® + degh® + 5ash* + ...,

johon sijoittamalla h = 0 nidhdaan, ettd f'(x) = c;. Laskemalla %
uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla

f"(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12c4h° + 20cs5h® + . ..

ja sijoittamalla h = 0 ndhdaan, ettd f’(x) = 2c.
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Laskemalla % uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla

f”(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12¢c4h? + 20csh® + . ...

ja sijoittamalla h = 0 ndhdaan, ettd f(x) = 2c,.
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Laskemalla % uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla
f”(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12¢c4h? + 20csh® + . ...

ja sijoittamalla h = 0 ndhd&an, ettd f”(x) = 2¢,. Derivoimalla
edelleen saadaan

" (x 4+ h) = 6¢c3 + 24ch + 60csh® + 120c6h® + . ..
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Laskemalla % uudelleen nahdaan, etta pitaisi olla
f”(x 4+ h) = 2cy + 6¢c3h + 12¢c4h? + 20csh® + . ...

ja sijoittamalla h = 0 ndhd&an, ettd f”(x) = 2¢,. Derivoimalla

edelleen saadaan

" (x 4+ h) = 6¢c3 + 24ch + 60csh® + 120c6h® + . ..

ja sijoittamalla h = 0 ndhdaan, ettd ' (x) = 6¢s.
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Yleisesti, etsittaessa kerrointa c, esityksesta

f(x+h) =c+ah+...+ch"+...
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Yleisesti, etsittaessa kerrointa c, esityksesta

f(x+h) =c+ah+...+ch"+...
derivoidaan n kertaa h:n suhteen, jolloin saadaan

F(x 4+ h) = nle, + (n+1)lcpyrh + ...
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Taylorin polynomit

Korkeamman asteen approksimaatiot

Yleisesti, etsittaessa kerrointa c, esityksesta

f(x+h) =c+ah+...+ch"+...
derivoidaan n kertaa h:n suhteen, jolloin saadaan
F(x 4+ h) = nle, + (n+1)lcpyrh + ...
Sijoittamalla h = 0 nahdaan, etta
f(N(x) = nlc,,

josta

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 14 of 27



Taylorin polynomit

Maaritelma

Oletetaan, etta funktiolla £ on pisteessa x derivaatat n:nteen
kertalukuun asti. Funktion f n:nen asteen Taylorin polynomi
pisteessa x on

/ 1" " (n)
RSP €9 P € FE S Al )

0! 1! 2! 3! n! h
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Taylorin polynomit

Maaritelma

Oletetaan, etta funktiolla £ on pisteessa x derivaatat n:nteen
kertalukuun asti. Funktion f n:nen asteen Taylorin polynomi
pisteessa x on

/ 1" " (n)
RSP €9 P € FE S Al )

0! 1! 2! 3! n! h

Jos x = 0, polynomia P,(h) kutsutaan myds Maclaurinin
polynomiksi.
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Taylorin polynomit

Jos funktio f on n+ 1 kertaa derivoituva pisteessa x, on

X "(x (n)(x (n+1)

Pn(h)

n+1
h"™,

missa & € (x,x + h) (tai £ € (x+ h,x) jos h < 0).
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Taylorin polynomit

Jos funktio f on n+ 1 kertaa derivoituva pisteessa x, on

X "(x (n)(x (n+1)

Pn(h)

n+1
h™=,

missa £ € (x,x + h) (tai £ € (x + h,x) jos h < 0). Termia

(n+1)
En(h) _ f(n+ ]F)g') n+1

sanotaan jaannostermiksi tai virhetermiksi.
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Taylorin polynomit

Jos funktio f on n+ 1 kertaa derivoituva pisteessa x, on

X "(x (n)(x (n+1)

Pn(h)

n+1
hess

missa £ € (x,x + h) (tai £ € (x + h,x) jos h < 0). Termia

(n+1)
En(h) _ f(n+ ]F)g') n+1

sanotaan jaannostermiksi tai virhetermiksi. Yllaolevaa esitysta
sanotaan funktion f Taylorin kehitelmaksi pisteessa x.
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Taylorin polynomit

Jos funktio f on n+ 1 kertaa derivoituva pisteessa x, on

X "(x (n)(x (n+1)

Pn(h)

n+1
h™=,

missa £ € (x,x + h) (tai £ € (x + h,x) jos h < 0). Termia

(n+1)
En(h) _ f(n+ ]F)g') n+1

sanotaan jaannostermiksi tai virhetermiksi. Yllaolevaa esitysta
sanotaan funktion f Taylorin kehitelmaksi pisteessa x. Jos x = 0,
sanotaan kehitelmaa Maclaurinin kehitelmaksi.
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Taylorin polynomit

Merkitsemalla x:n paikalle xg ja h:n paikalle x — xg saadaan
Taylorin kehitelma muotoon

) = 0ol FO gy o) et
£(n)(x ., Frt1)(g ;
s+ T e )

missa £ € (x,xp) tai £ € (xo,x).

.
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Taylorin polynomit

Merkitsemalla x:n paikalle xg ja h:n paikalle x — xg saadaan
Taylorin kehitelma muotoon

g = Tood  To) gy PO e
(n)(x (1)
s+ T e )

missa & € (x,xp) tai £ € (xp, x).
Jos xg = 0, sanotaan kehitelmaa Maclaurinin kehitelmaksi.
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Taylorin polynomit

Merkitsemalla x:n paikalle xg ja h:n paikalle x — xg saadaan
Taylorin kehitelma muotoon

f(x) = f(OX!O) 4 f’(1>|<o) (x — xo) + fﬁg)!(o) (x—x0)*+...
£(n)(x ., Frt1)(g ;
s+ T e )

missa & € (x,xp) tai £ € (xp, x).
Jos xg = 0, sanotaan kehitelmaa Maclaurinin kehitelmaksi.

Esimerkkeja

@ Eksponenttifunktion Taylorin polynomit pisteessa x = 0
o Esimerkit: sinx, (1 + x).
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Taylorin polynomeista

@ Derivaattojen f/, f”, f”, ... maarittaminen yleensa tyolasta,
eika selkeaa systemaattista muotoa valttamatta loydy helposti.

.
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Taylorin polynomeista

@ Derivaattojen f/, f”, f”, ... maarittaminen yleensa tyolasta,
eika selkeaa systemaattista muotoa valttamatta loydy helposti.

@ Poikkeuksia: €%, sin x, cos x, ﬁ

o Useimmiten kannattaa turvautua tunnettuihin Taylorin
polynomeihin, niiden yhdistamisiin ja sijoituksiin.

.
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Ordo-merkinta

Maaritelma
Jos on olemassa vakio K > 0 ja pisteen xg avoin ymparisto, jossa

[f(x)] < Klg(x)],

merkitdan f(x) = O(g(x)), kun x — xp tai f(x) = O(g(x), xo).
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Maaritelma
Jos on olemassa vakio K > 0 ja pisteen xg avoin ymparisto, jossa

[f(x)] < Klg(x)],

merkitdan f(x) = O(g(x)), kun x — xp tai f(x) = O(g(x), xo).
Tapauksessa xg = oo avoin ymparisto tarkoittaa valia (M, co).
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Ordo-merkinta

Maaritelma

Jos on olemassa vakio K > 0 ja pisteen xg avoin ymparisto, jossa
1F(x)] < Klg(x)|,

merkitdan f(x) = O(g(x)), kun x — xp tai f(x) = O(g(x), xo).
Tapauksessa xg = oo avoin ymparisto tarkoittaa valia (M, co).
Merkinta f(x) = g(x) + O(h(x)) tarkoittaa

f(x) — g(x) = O(h(x)).
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Jos f(”+1)(x) on jatkuva jossain pisteen x avoimessa ymparistossa
ja Pn(h) f:n Taylorin polynomi, niin

f(x + h) = Py(h) + O(h™), kun h—0
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Ordo-merkinta

+ x" 4+ O(x™*1), kun x — 0,

o L =1+x+x2+x3+...

0 In(l4x) =x =5 +% .+ (~1)"5 + O(x"), kun
x — 0,

o & =1+x+%+%+...+5+0(x"1), kun x — 0.
o sinx =x =5 + 5 — o+ (21) Gy + O6),
ocosx:l—x—?—kx—f— +(—1)"X7.+O(x2"+2),

o tan"Ix=x— %+ —..+(-1)"5 + 0(*"™3), kun
x—0
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Ordo-merkintojen laskusaantoja

Olkoot m ja n (n < m) positiivisia reaalilukuja. Tallin
e O(x") £ O(x™) = O(x"), jos x — 0
e O(x") £ O(x™) = O(x™), jos x — o0
o cO(f(x)) = O(f(x)), kun c € R\ {0}.
e x"O(x™) = O(x"*t™M).
o O(x")O(x™) = O(x™™).
e x MO(x"™) = O(x").
o f(x) = O(x"™) = f(x) = O(x"), jos x = 0
° XIi_}r’r)](0 O((x —x0)") =0.
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Taylorin polynomit

Jos on olemassa astetta n oleva polynomi Q(h) jolle
f(x + h) = Q(h) + O(h™*1), kun h — 0, niin Q(h) on funktion f
Taylorin polynomi pisteessa x.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 23 of 27



Taylorin polynomit

Jos on olemassa astetta n oleva polynomi Q(h) jolle
f(x + h) = Q(h) + O(h™*1), kun h — 0, niin Q(h) on funktion f
Taylorin polynomi pisteessa x.

Koska
2 3 4
eX:1+x+%+%+;—4+O(x5), kun x — 0,
on
2 2 (=52 (%2, (%) %
5 T 2 2 2 _X\E
€’ >t o Tty TO=3))
X2 X4 X6 X8
- 12 A A 10 k
> % "2 T3 TOT) kunx=0
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Taylorin polynomit

-1
(1+x)*= l—i—ax—i—sz—i—O(x?’), kun x — 0,
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Taylorin polynomit

-1
(1+x)*= l—i—ax—i—sz—i—O(x?’), kun x — 0,

2
joten (sij. a = —3, x = —t?)
1 1 3
=142+ Zt* + 0(t%, kunt—O.
-l gttt (¢°), kun
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Taylorin polynomit

Funktion

\/1177 approksimaatioita
\ i
\ Lef
|IIII I|l||
Y 15| /
\'\\ i xf
\ L4t __f
\‘ - '/f
. i
o /
R“*-h___ [ ol _,/"
-0.5 0.5
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Taylorin polynomit

Funktion —L— approksimaatioita
Vi1-t2
\ : ||'
III 1.8 III
\ f
Y 161 {
\ L !
3 i
L ."f
14 of:
/
i @
12r ! (/’
—-:.:I.S :l.I:
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Taylorin polynomit

Funktion —2— approksimaatioita
V1—t2

1 [ II
II F I
| 1E| I
\ {
\ L f
\ /
| {
\ /

1! 16f |
.\ [ /

\ \ [
144
, A\, F ;
N ,fz P
RS F y/
N 12} &
\\. -
-0.5 0.5
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Taylorin polynomit

Funktion —2— approksimaatioita
V1—t2

1 [ II
1 F I
| L3} |
\ |
\ L f
\ |
II'. IIII IIl 'I
% ‘.\ 16| /
M i .r"i'f
h\ 14 4
LY [ F.

12}
—0.5 0.5
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

moC2

Vi3

Etot —
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Eiot = e (1+§—C2+§.?4+...)
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Etot = 7‘/2—moc (1+§?+§?+)
- &
2, 1 2+3V4+
= m —mov-+ - —+...
e g 8c?
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Etot = 7‘/2—moc (1+§?+§?+)
T2
2, 1 2+3V4+
= mgcC —mqVv —— 4+ ...
0 T 8 ¢
= Emass+Ekina

Missd Emass = MoC2
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
moc 5 lv 3 v
By = —o e = e o
tot % moc=( +2C2+8 c4+ )
T2
I LA
= mpC —MoVv o~
0 2 0 g c2
= Emass + Exin,
missa Emass = mOC2 ja Ein = %ITIOV2 + %g oo
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Etot = 7‘/2—moc (1+§?+§?+)
T2
2, 1 2+3V4+
= mgcC —mqVv —— 4+ ...
0 T 8 ¢
= Emass+Ekina

b

Missd Emass = Moc? ja Eyin = %mov2 + %% + ... (Einstein)
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Etot = 7‘/2—moc (1+§§+§?+)

T2

2, 1 2+3V4+
= mgcC —mqVv —— 4+ ...

0 T 8 ¢

= Emass+Ekina

lw
i

Missd Emass = Moc? ja Eyin = %mov2 + 3% + ... (Einstein)

Newton: Eyn = %movz.
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Taylorin polynomit

. 3
. tanx —sinx — %
lim 57
x=0 arctanx — x + %
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Taylorin polynomit

. 3
tanx —sinx — %

lim 57

x—=0 grctan x — x +

w

tan x — sin x — %
3
arctan x — x + "3

x+ 33 + £x° + O(x7) — (x — §x° + 13p%° + O(x 7))_)(7
X—E+2+0(x)—x+%
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Taylorin polynomit

. 3
tanx —sinx — %

lim 57

x—=0 grctan x — x +

w

X~
2
P4

arctanx — x + 3

x+ 33+ 254 0(x7) — (x — 13 4+ Loxd + O(x7)) — %
3 i5 6 120 2
X—E+2+0(x)—x+%

tanx —sinx —

w

_ X%+ 0(x7)
L1 o(x7)
. %""O(XZ) x—0 é_E
1+ 0(x?) 178
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