Insinoorimatematiikka: Differentiaaliyhtalot

Demonstraatio 4, 12.3.2026

Ali kiiytd tehtivissd tekoilyid, vaan omaasi.

a=(233)

Mallivastaus: Ominaisarvot ovat yhtdlén

1. Etsi matriisin

ominaisarvot ja -vektorit.

‘—5—A 3

_ 2 _
4 2_)\‘_0@)\ +3X+2=0

ratkaisut, siis A € {—2, —1}.

Ominaisvektorit saadaan ratkaisemalla yhtdlo (A — A)x = 0. Kun A = —2,
tdmé saa muodon

(D)) -G ) (5)-(0)

Ominaisarvoon \ = —2 liittyvdt ominaisvektorit ovat siis muotoa

T Y 1

Y Y 1
Samalla tavalla ominaisarvoon A = —1 liittyvit ominaisvektorit saadaan yhté-
16sta

o wlw

' .@:2)(5)(8)%(3 )(5)=(4)
(3)=()=5(3)

2. Olkoon A edellisen tehtiivin matriisi ja ¢ € R?. Esiti e/4c muodossa X (t)d,
missid d € R2. Ohje: Voit laskea eksponenttimatriisin 4, jolloin pyydetyssi
esityksesséd X (t) on eksponenttimatriisi, tai kiyttda luennoilla esitettya, omi-
naisvektoreihin perustuvaa tapaa.

Mallivastaus: Matriisin A ominaisvektorit v; = (1,1)7 ja vy = (3,4)7 muo-
dostavat selviisti avaruuden R? kannan, joten miké hyvinsd vektori ¢ € R?
voidaan esittda niiden lineaarikombinaationa ¢ = div1 + dove. Téll6in

ede = dletAvl—l—dgetAvg

o —92¢ 1 —t 3 o 672)& 3€7t dl
= e <1 +dze 4 ) 7\ e 4et do

X(1)




. Etsi yleinen ratkaisu seuraavalle DY-parille ja sellainen ratkaisu, jolle z(0) =1
jay(0) =2.

¥ = —br+3y

y = —4dx+2y
Mallivastaus: Edellisen tehtdvin perusteella yleinen ratkaisu on

x =e'c = X(t)d. (tehtivissa 2)

Kysytty ratkaisu saadaan sijoittamalla tdhén ¢ = 0, jolloin

(D-(19)(2)
(5)-(11) ()04 ) ()-(7)

jolloin siis z = —2e72 +3e7t jay = —2e 2 +4e7t.

josta

. Etsi jokin yksittdinen ratkaisu DY-parille

¥ = —br+3y+t
y = —dx+2y -+t

Mallivastaus: Luennolla esitetyn mukaan yksittdinen ratkaisu saadaan muodos-
sa

2 9,2 2t
4te 3tce )dt

e 2 3et —1eM(T— 14t +6t2) \ [ 1(29— 22t + 6t%)
et(3 — 3t +t2) T\ (41 — 34t + 10£%)

a=(y )

Mallivastaus: Ominaisarvot saadaan yhtalosté

. Etsi matriisin

ominaisarvot ja -vektorit.

4—-A —4
9 —8—A

’:O<:>)\2+4)\+4:0<:>()\+2)2:0<:>)\:2.
Ominaisvektorit ovat saadaan yhtalosta

(o) (5)=(0) =0 2)(5)-(0)

Ominaisarvoon A = —2 liittyvit ominaisvektorit ovat siis muotoa

(3)=(3)=5(3)

O Wi



Kertalukua 1 olevat ominaisvektorit muodostavat siis vain 1-ulotteisen aliava-
ruuden. Jotta saataisiin koko R?:n generoiva joukko, pitii etsid myos 2. kerta-
luvun ominaisvektori. Nami saadaan yht#losti (A + 27)%x = 0, mutta koska
(A4 2I)? = O, voidaan sellaiseksi valita mikd tahansa avaruuden R? vektori,
joka ei ole vektorin (2,3)7 skalaarimonikerta, esim (1,0)%.

. Etsi yleinen ratkaisu DY-parille

¥ = dx—4dy
y = 9z —8y

Mallivastaus: Luennoilla esitetyn mukaan yleinen ratkaisu voidaan kirjoittaa
muodossa

3 1 2
r = Q62“1( 5 >-+(ae2“1< 0 > :<n62t( 5 >-+(ae%(l—ktﬂ4%—21» <

_ 2 _ 1+ 6t
= 261€2t<3>+6262t< ot >

. Olkoon z syote ja y tuloste, joille pitee differentiaaliyhtilo
v ' +3y +2y=2a"+2

Maéritd differentiaaliyhtalolld kuvatun jarjestelmén siirtofunktio.

Mallivastaus: Laplace-muunnoksilla saadaan

Y 435V +2Y =sX + X & (2 +324+2)Y = (s +1)X,

josta Y = SQ_SF%X. Siirtofunktio on siis
s+1
G(s) = 5——F——=
&)= o2

. Onko edellisen tehtévin jirjestelmé stabiili?

Mallivastaus: Koska

G(s) s+1 s+1 1
S) = = = .

$2+3s+2 (s+1)(s+2) s+2
Siirtofunktion ainoa napa on siis s = —2 < 0, joten jérjestelma on stabiili.

. Olkoon zx syote ja y tuloste, joille patee differentiaaliyhtild
y"—&-y'—2y:x/—m

Maarité differentiaaliyhtélolla kuvatun jarjestelmén siirtofunktio. Onko jérjes-

telmé stabiili?

Mallivastaus: Laplace-muunnoksilla saadaan

Y +5Y =2V =sX — X & (s +5-2)Y = (s — 1)X

—1 -1 1
<~ Y: 5 X: 5 X:
22+ 5 —2 (s —1)(s+2) s+2

Siirtofunktion ainoa napa on s = —2 < 0, joten jirjestelmé on stabiili.

1
0

)



