Insinoorimatematiikka: Differentiaaliyhtalot
Demonstraatio 4, 19.3.2026
Ali kiiytd tehtivissd tekoilyid, vaan omaasi.

1. M&4ritd jonolle x,, = na™ Z-muunnos. Ohje: Hy6dynné ensin muunnos jonolle
a" (luennoilla) ja kokeile derivointia z:n suhteen.

Mallivastaus: Luennolla esitetyn mukaan
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2. Madritellddn lukujono Gy = 2, G1 = 1 ja Gpio = Gpy1 + 6G,, kun n > 2.
Maarita jonon G, jasenille eksplisiittinen lauseke kiyttamalld Z-muunnoksia.
Ohje: Luentoesimerkki.

Mallivastaus: Ottamalla huomoioon alkuarvot saadaan rekursioyhtélésti G0 =
Gpi1 + 6G, Z-muunnos laskemalla

22@(2) — 9222 — 2= 2G(2) — 22 4+ 6G(2),

josta
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kun merkitddn u = % Osamurtohajotelmilla
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josta kidnteiselld Z-muunnoksella saadaan

Gp = (—2)" + 3.

3. Selitd miten funktion x(¢) = sin(t) Z-muunnos voitaisiin madrittaa, kun niyt-
teenottovili on T'. Téssd tehtivissi el tarvitse esittdd tulosta, vaan menetelmé
miten tulokseen voitaisiin pdasti. Ohje: Eulerin kaava.

Mallivastaus: Pitda méaarittas
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Témé voidaan tehdd kiyttdméalla Eulerin kaavaa, jonka mukaan sin(nT') =
2 (eT — e~ jolloin méadritettiviksi jia
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Kummankin sarjan summa voidaan maarittdsd aiemman tiedon perusteella ja
néin saadaan kysytyksi muunnokseksi
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. Oletetaan, ettd sydtejono x, (input) ja tulostejono y, (output) toteuttavat
yvhtélon

Ynt+1 — 3Yn = Tp.
Onko systeemi stabiili? Jos ei, millainen rajoitettu sydte voisi tuottaa rajoitta-

mattoman tulosteen? Ohje: Laske aluksi Z-muunnos puolittain ja selvitd mil-
laisia siirtofunktion navat ovat.

Mallivastaus: Z-muunnoksilla saadaan

zY —3Y = X,
josta Y = Z—igX , mistd edelleen ndhdaéin ettd siirtofunktion ainoa napa on 3.
Koska |3| > 1, on systeemi epéstabiili.

Koska yp+1 = 3y, + xn, saadaan rajoittamaton tuloste esim. rajoitetulla syot-
teelld xop =1, x1 = 1, xz9 = 1, 3 = 1, jne. Jos médritellddn yo = 0, on y; = 1,
Yy=3-1+1=4y3=3-44+1=13y4 =313+ 1 = 40, jne. Jono y, on
selvisti rajoittamaton.

. Oletetaan, ettd syotejono x, (input) ja tulostejono y, (output) toteuttavat
yhtalon

3Yn+2 — 13Yny1 + 4yn = Tpy1 — 4.
Onko systeemi stabiili?

Mallivastaus: Z-muunnoksilla saadaan
322 —132Y +4Y = 2X —4X,

josta
z—4 1

322_132+4 3z-1

Niin ollen siirtofunktion ainoa napa on %, itseisarvoltaan pienempi kuin 1,
joten systeemi on stabiili.

Y:

. Etsi mahdollisimman yleinen ratkaisu osittaisdifferentiaaliyhtélolle
82

0xdy

fz,y) = 2xy.
Mallivastaus: Integroimalla z:n suhteen saadaan

P
@f(w, y) = 2%y + c(y),



missé c(y) om vain muuttujasta y riippuva funktio. Integroimalla tdmé y:n
suhteen saadaan

flz,y) = %ﬁy? + /C(y) dy + D(x),

misséd D(z) on vain x:std riippuva funktio. Kun merkitdin C(y) = [ c(y) dy.
saadaan yleiseksi ratkaisuksi

flay) = 5o + Cly) + D),

missd C ja D ovat kahdesti derivoituvia yhden muuttujan funktioita.

. Etsi yksi ratkaisu aaltoyhtéldlle
0?9 (z,t) 0020 (x,t)
=
ot? Oz
Kayttamalla yritettd ¢(z,t) = X (x)T'(t), missd X riippuu vain paikasta = ja
T vain ajasta t.
Mallivastaus: Derivoimalla yrite saadaan aa—;gb(x, t)=X"(x)T(t)ja g—;gb(:p, t) =
X (z)T"(t). Sijoittamalla ndmé aaltoyhtaloon saadaan

X(2)T"(t) = v* X" (2)T(t),

josta
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Koska tdméan yhtédlon vasen puoli riippuu vain ¢:std ja oikea vain x:sta, ovat
molemmat vakioita, XTH = aja TTH = v?a. Niin saadaan kaksi lineaarista

vakiokertoimista differentiaaliyhtdlos X” = aX ja T” = v?aT, joiden ratkaisut
ovat X = Xgei\/ax jaTl= Tgei“‘/at. Yhdistdmailla naméi saadaan ratkaisuksi
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Huomautus: Monissa yhteyksissa etsitddn rajoitettuja ratkaisuja. Namé voi-
daan saavuttaa valitsemalla \/a = ik imaginaariseksi, jolloin

¢($,t) — Aeik(zivt).

Eulerin kaavan avulla tdstd saadaan reaaliset sini- ja kosinifunktion avulla esi-
tettdvat ratkaisut.

. Muunna DY-ryhma

/

- yx/ 4 z2y

y = 3 —32x
sellaiseksi DY-ryhméksi, jossa vasemmalla puolella esiintyy vain ensimmaéisen
kertaluvun derivaattoja ja oikealla puolella ei esiinny derivaattoja ollenkaan.
Ohje: Mairittele uusia funktioita tunnettujen funktioiden derivaattoina ja kas-

vata yhtaloiden masraa.

Mallivastaus: Merkitiin 2’ = v ja 2/ = w, jolloin saadaan DY-ryhmé

Vo= yu+ 2%y
y =y — 3wz
¥ = v
Z = w



9. Avaruuden R? piste (z(t),y(t)) liilkkeen ajan mydti midrittii DY-pari

alkuehtoineen. Selvitd mitd on (2/,y') - (x,y) (pistetulo) ja esitd sanallinen
tulkinta. Ohje: (z,y) edustaa pisteen paikkaa, (z/,y’) taas pisteen nopeutta.

Kirjoita differentiaaliyhtdlo ratakdyrille. Mitd menetelmid sen ratkaisemiseksi
on?

Mallivastaus:

@) (xy) = (@—y.2+y) (2,9) = 2° —zy+ay+y° = 2> +y* = ||(z, y)|*-

Koska liséiksi ||(z/,9)|| = v/(z — )% + (z + y)? = /222 + 2y2, on vektoreiden
(z,y) ja (2',y’) vilisen kulman kosini

(,y)-(@y) _ 1

1@l vl V2’

mikd puolestaan merkitsee sité, ettd paikka- ja nopeusvektorin vilinen kulma
on 45 astetta.

Ratakéyrien DY on
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Jos sijoitetaan z = £, on y = zx ja 3y’ = 2’z + 2z ja yhtélo saa muodon

1+2 , 1+ 22
& Zx = ,
-z 1—=2

z/a:—i—z:

joka on separoituva:
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arctan z — 3 In(1+2%) =Inzx + C.
Sijoittamalla z = 4 saadaan ratkaisuksi
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Mieti millaiseksi tdm& muuttuu napakoordinaattimuodossa x = rcosf, y =
rsinf.

Huomautus: Ratkaisua voidaan etsid myos seuraavasti. DY-pari on vakioker-
toiminen ja homogeeninen ja sen kerroinmatriisi on

1 -1
(7))



. . . o . 1 . 1
jonka ominaisarvot ovat 1 £ 4 ja ominaisvektorit < _ > ja < ; )

Téaten yleinen ratkaisu on

( x ) :Cle(l—i-i)t( 1. > +C26(1—i)t< 1 >
Y —1 7

Eulerin kaavan avulla tdstd saadaan reaalinen muoto (yksi mahdollisuus)

x\  , ¢+ cost
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