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Differentiaaliyhtalot (DY:t)

Maaritelma

Differentiaaliyhtalolla tarkoitetaan yhtaloa

F(t,y,y,y",...,y(") =0,

missa F on lauseke, joka sisaltaa muuttujan t, tuntemattoman
funktion y = y(t) sekd taman yhden- tai useammankertaisia
derivaattoja y’, y” ..., y(". Lukua n kutsutaan
differentiaaliyhtalon kertaluvuksi.

\

Maaritelma

Differentiaaliyhtalon ratkaisun kuvaajaa kutsutaan
integraalikayraksi. Yleensa integraalikayria on aareton maara,
mutta yksikasitteiseen ratkaisuun voidaan paatya reunaehdoilla

y(0) = co, y'(0) = c1, ..., y{M(0) = cp.
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Yksinkertaiset DY:t

Muotoa
y)(t) = £(t)

oleva differentiaaliyhtalo on yksinkertainen. Yksinkertaisen DY:n
ratkaiseminen on integrointitehtava.

@ Yksiulotteinen liike tarkoittaa kappaleen liiketta yhta
koordinaattiakselia pitkin.

@ Olkoon paikka ajanhetkellad t s(t).

e Kappaleen nopeus on v(t) = s'(t).

o Kappaleen kiihtyvyys on a(t) = v/(t).

o Tasaisesti kiihtyva liike: a(t) = a (vakio).
e Tallgin s”(t) = V/(t) = a(t) = a.
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Yksinkertaiset DY:t

Radioaktiivisen hajoamisen DY
N'(t) = —AN(t)
ei ole yksinkertainen, mutta sen ekvivalentti muoto

d
ZInN(t) = —
il (1) A

on.
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Lineaariset DY:t

Maaritelma

Differentiaaliyhtalo
any\ + an_1y" D + L+ apy” + a1y’ + aoy = b(t)

on lineaarinen. Jos funktiot a,, an—1, ..., a1 ja ag ovat vakioita,
sanotaan yhtaloa vakiokertoimiseksi. Jos b(t) on nollafunktio,
sanotaan yhtaloa homogeeniseksi.

Maaritelma

C" on n kertaa derivoituvien funktioiden joukko. C"[a, b] on valilla
[a, b] maariteltyjen, n kertaa derivoituvien funktioiden joukko.

Homogeenisen DY:n ratkaisut muodostavat C":n aliavaruuden
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Lineaariset DY:t

Jos funktiot a; ovat jatkuvia, on homogeenisella DY:lla
any(”) + an_1y("_1) +...+ay"+ay +ay=0

n lineaarisesti riippumatonta ratkaisua y1, ..., y, ja yleinen
ratkaisu saadaan naiden lineaarikombinaationa:

y=cayr+ cys+ ...+ Cayn.
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Lineaariset DY:t

Jos funktiot a; ja b ovat jatkuvia, ovat epahomogeenisen DY:n
any™ + an_1y "V 4+ axy” +ary’ + agy = b

kaikki ratkaisut muotoa

y=ayir+ oy + ...+ cayn+ Yo,

missa yi, ..., Yn ovat homogeenisen DY:n riippumattomat
ratkaisut ja yo epahomogeenisen DY:n yksittaisratkaisu.

o
Yhtaloryhman Ax = b kaikki ratkaisut ovat muotoa
c1X1+ ...+ ckXk + xg, missa x; ovat homogeenisen ryhman

Ax = 0 riippumattomat ratkaisut ja xg alkuperaisen ryhman
yksittaisratkaisu.
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Lineaariset DY:t

Maaritelma

Aireton vektorijoukko on lineaarisesti riippumaton jos sen jokainen
osajoukko on.

Joukko {1,x,x2,x3,...} on lineaarisesti riippumaton

Joukko {€*t | A € C} on lineaarisesti riippumaton.
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Lineaariset DY:t

Vakiokertoimisen homogeenisen DY:n
a (n) (n—1) " / _
ny'\’ +an—1y +...+ay +ay +ay=0

ratkaisuja voidaan I6ytaa yritteelld y = e*: Talloin y' = Ae't,

y" = X2eM . y(1) = \"eMt 5 sjjoittamalla saadaan
ap\"eM + 2, N"TeM 4 a2t g et + ape? =0
ja jakamalla e pois
A A"+ a1t A" 4+ a2+ a A+ a=0.

Algebran peruslauseen mukaan talla karakteristisella yhtalolla on
ratkaisu.
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Lineaariset DY:t

Jos A; on karakteristisen yhtalon j-kertainen juuri, on
vakiokertoimisella homogeenisella DY:lla lineaarisesti
riippumattomat ratkaisut

et teNt 12Nt L Tl

V.
Jos karakteristisella polynomilla on kompleksinen juuri A, on myos
taman liittoluku A myos ratkaisu. Jos halutaan pidattaytya

reaalisissa ratkaisuissa, merkitddn A = o+ i ja ratkaisut e’ ja e
voidaan korvata reaalisilla ratkaisuilla et cos(St) ja e**sin(f5t).

At
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Lineaariset DY:t

Epahomogeeninen DY
Epahomogeeninen, vakiokertoiminen DY

any™ + ap_1y" D 4+ ay” + a1y’ + agy = b(t)

voidaan ratkaista seuraavasti:
o Etsitaan kaikki homogeenisen DY:n ratkaisut y1, ..., ¥n
yritteelld y = et
o Etsitaan epahomogeenisen yhtalon yksittaisratkaisu yg
yritteella kokeilemalla tai Laplace-muunnosten avulla.

o Kaikki ratkaisut ovat talloin muotoa y = c1y1 + ... chyn + Yo-
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Yksittaisratkaisun etsiminen yritteella

any™ + ap_1y(™ D 4+ 4 a1y + agy = b(x)

@ Jos b(x) on astetta n oleva polynomi, yritd astetta n olevaa
polynomia.

o Jos b(x) = ae* (tai acos kx tai asin kx), yritd ratkaisua
y = Ae® (tai Aj cos kx + Ay sin kx).

@ Jos b on edellamainittujen tulo, yrita samanmuotoista
ratkaisua.

@ Jos b on edellamainittujen summa, tee yrite jokaiselle
summattavalle erikseen.

@ Jos yrite sisaltaa termin, joka on homogeenisen DY:n ratkaisu,
kerro se muuttujalla. Toista tarpeen vaatiessa.
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Yksittaisratkaisun etsiminen yritteella

Etsitdan DY:n y’ + y = e~ kaikki ratkaisut. Aloitetaan
homogeenisen yhtilon y’ + y = 0 ratkaisuista, jotka saadaan
sijoittamalla y = e*. Nain ollen Ae* + e =0, josta A = —1.
Homogeenisen yhtalon ratkaisut ovat taten muotoa y = ce™ ¢, ja
yksittaisratkaisun |oytamiseksi valitaan yrite y = Ae~!. Koska
tama on homogeenisen yhtalon ratkaisu, muutetaan yrite muotoon
y = Ate~t. Talloin

y ' =Ae t — Ate!

ja sijoittamalla yhtaloon saadaan

Aet—Ate P+ Ate t=et e A=1.

Naiin ollen yleinen ratkaisu on y = ce™t + te .

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 1 13 of 13



