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Yksittaisratkaisun etsiminen yritteella

oy +3y +2y=x>+1
o y' 4+ 3y +2y =sinx
o y" + 3y’ + 2y =sinhx
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Laplace-muunnos

Laplacen integraali

Funktion f Laplace-muunnos maaritellaan

F(s) = LIF(8)](s) = /0 T (et dt.

/ f(t)e ' dt
0

olevaa integraalia sanotaan Laplacen integraaliksi.

Muotoa
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Laplace-muunnos

Maaritelma

Olkoon f : [0,00) — R funktio, jolla on jokaisella darellisella valilla
vain aarellisen monta epajatkuvuuspistetta. Jos integraali

F(s) = /OOO f(t)e *t dt

suppenee jollain s:n arvolla, sanotaan, etta f on originaalifunktio ja
ettd sen Laplace-muunnos F(s) on kuvafunktio. Lisaksi merkitdan

F(s) = LIf(2)](s)-
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Laplace-muunnos

Ominaisuudet

Lineaarisuus: L[af + bg] = aL[f] + bL][g].

Muuttujan skaalaus: L[f(at)](s) = 1F(%).

Kertominen eksponenttifunktiolla:

Lle?*f(t)](s) = L[f](s — a).

Kuvafunktion derivointi: F'(s) = —L[tf(t)](s).
Originaalifunktion derivointi: L[f'](s) = sL[f](s) — f(0+),
missa f(0+) = (t).

Derivointisaannon yleistys: Jos funktiolla (") on
Laplace-muunnos, niin

lim f
t—0+

LIFMN(s) = s"L[fI(s)
—s"LF(04) — s"2F'(04) — ... — F(""1(04),

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 5 of 26




Laplace-muunnos

Ominaisuudet

@ Originaalifunktion integrointi: Jos f on originaalifunktio, on
myos

2(t) :/0 F(u) du

E[/ u) dul(s %L[f](s).

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 6 of 26



Laplace-muunnos

Maaritellaan

(F)(0) = [ f(g(t— )

fxg=gx*f,
fx(gxh)=(fxg)xh,

fx(ah+ bg) = af x h+ bf x g, ja
L[f « g](s) = L[f](s) - L[g](s).
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Laplace-muunnos

Jos F(s) on kuvafunktio, on lim F(s) =0

S—00

Jos F(s) = L[f(t)](s), on

1 x—+ioco
F(t) = / F(s)e ds,

27 —ico

jos t > 0 ja x on suurempi kuin funktion f kasvueksponentti.
Yllaoleva integraali tunnetaan nimella Bromwichin integraali.

Jos fi ja f, ovat jatkuvia joukossa [0, 00) ja L[fi] = L[f], niin
fi(t) = f2(t), kun t € [0, 0).
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Yksittaisratkaisun etsimisesta

Laplace-muunnoksilla

Jos etsitaan ratkaisua, jolle y(0) = 0, saadaan

yY+y=e"
& sY+HY =
s+1
1
s YV=— .
(s +1)2

Tasta saadaan (taulukon rivi 22)

y = te

.
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Osamurtohajotelmat

1 2
2X+1+x—i—2_x—i—1
(2x+1)(x+2)(x+1) (x+1)  2(x+2)
(x+2)(x+1) (x+2)(x+1) (x+1)(x+2)
_ 23 +7x% +6x — 1
B x2 4+ 3x +2

Hajotelma toisinpain

x*4+3x2—x+1

-
x24+3x+1 ’
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Osamurtohajotelmat

"Maaritelma”

Rationaalilausekkeen % osamurtohajotelma on esitys

p1(x) +"‘+pn(><)

a1 (X) dn (X

PO _ o
q(x) )+

)7
missa a(x) on polynomi, deg(p;) < deg(q;) ja deg(g;) on
mahdollisimman pieni.
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Osamurtohajotelmat

Jakokulmassa jakamalla saadaan

x*+32-x+1 ax 411 4 —Sx 10
=X — X -
x2+3x+1 x2+3x+1

Nain saatu hajotelma ei ole kaikkiin tarkoituksiin paras
mahdollinen, silla osoittaja on vield astetta 1.

Osoittajan asteen vahentaminen

Osoittautuu, etta osoittajien astetta voidaan vahentaa jakamalla
nimittaja tekijoihin. Samalla summattavien maara kasvaa.
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Polynomien jaollisuudesta

Jos deg g < deg(p) ja g # 0, saadaan jakokulmassa
p=aq+r,

missd a on osamaara, r jakojaannds ja deg(r) < deg(q).

Maaritelma

Polynomi p on jaollinen polynomilla q, tai g jakaa p:n tai g on p:n
tekija, merkitddan q | p, mikali p = aq jollekin polynomille a.
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Polynomien tekijoihinjako

z—1 22 —4z22 45z -2
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Polynomien tekijoihinjako

Z2

z—1] 23 —4z22 45z -2
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Polynomien tekijoihinjako

22
z—1 22 —4z22 45z -2
23 52
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Polynomien tekijoihinjako

42
z—1 22 —4z22 +5z -2
23 _22
-3z +5z -2
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Polynomien tekijoihinjako

72 -3z
z—1 22 —4z22 +5z -2

73 -z
-3z +5z -2
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Polynomien tekijoihinjako

72 -3z
z—1] 23 —4z22 45z -2
23 2
—32° 45z -2
—322 437
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Polynomien tekijoihinjako

-3z
—47> 45z -2
72
—3z2 45z -2
—32%2 43z

2z =2
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Polynomien tekijoihinjako

22 -3z 42
z—1 22 —4z22 45z -2
3 -z
—3z2 45z -2
—32%2 43z
2z =2
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Polynomien tekijoihinjako

-3z 42
—47> 45z -2
22
—3z2 45z -2
-3z 43z
2z =2
2z =2
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Polynomien tekijoihinjako

72 -3z 42
z—1 2> —4z22 45z -2
3 -z
-3z 45z -2
—32%2 43z
2z =2
2z =2
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Polynomien jaollisuudesta

Esmerkki . |
o x2—1=(x—1)(x+1), joten (x —1)| (x> —1) ja
(x+1)| (x®2-1)
o x?—1=2(x+1)-1(x—1), joten myds 2(x +1) | (x> — 1) ja
s(x+1) [ (x*=1)
@ Jos p| g, ja c # 0 vakio, on q = pr = cp- c~'r. Titen myos
cp | g. Ei toimi, jos c ei ole vakio.

@ Sanotaan, ettd polynomit p(x) ja cp(x) ovat liitannaiset, jos

c#0.
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Suurin yhteinen tekija

Maaritelma

Polynomien p ja g suurin yhteinen tekija d = gcd(p, g) on
polynomi, joka toteuttaa
od|pjad|gq

@ d on jaollisuusrelaation suhteen maksimaalinen yllaolevat
ehdot toteuttava.

Polynomien suurin yhteinen tekija ei ole yksikasitteisesti maaratty
polynomi, vaan luokka toisilleen liitannaisia polynomeja: Jos d(x)
toteuttaa yllamainitut ehdot, myos cd(x), missa ¢ # 0 toteuttaa

ne.
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Suurin yhteinen tekija

Esimerkkeja

@ gad((x —2)(x —5),(x —1)(x+3)(x+2) =1
@ gad((x —2)(x —5),(x = 1)(x+3)(x—2)) =x—2
o ged((x—2)*(x—1)(x+2), (x—2)(x—1)3(x+3)) = (x—2)(x—1)

V.

Koska kaikki vakiopolynomit ¢ # 0 ovat liitannaisia 1:n kanssa,
tarkoittaa ged(p, g) = 1 sita, ettd polynomeilla p ja g on yhteisena
tekijana vain vakio.

V.
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