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Suurin yhteinen tekija

Esimerkkeja

@ gad((x —2)(x —5),(x —1)(x+3)(x+2) =1
@ gad((x —2)(x —5),(x = 1)(x+3)(x—2)) =x—2
o ged((x—2)*(x—1)(x+2), (x—2)(x—1)3(x+3)) = (x—2)(x—1)

V.

Koska kaikki vakiopolynomit ¢ # 0 ovat liitannaisia 1:n kanssa,
tarkoittaa ged(p, g) = 1 sita, ettd polynomeilla p ja g on yhteisena
tekijana vain vakio.

V.
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Polynomien tekijoihinjaosta

Maaritelma
Polynomi p on jaoton, jos kaikki sen tekijat ovat liitannaisia joko
p:n tai vakiopolynomin 1 kanssa.

Polynomilla x> + 1 voi asteensa puolesta olla vain 0., 1., tai 2.
asteen tekija. 2. asteen tekija on liitinndinen x? + 1 kanssa ja 0.
asteen tekija vakiopolynomin 1 kanssa. 1 asteen tekijaa

x — ¢ € R[x] ei ole, koska polynomilla x> + 1 ei ole reaalista
nollakohtaa c. Nain ollen x? + 1 on jaoton joukossa R[x].

.

.

x2+1=(x+i)(x—1i), joten x2 + 1 ei ole jaoton joukossa C[x].
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Polynomien tekijoihinjaosta

Seuraus algebran peruslauseesta

Jokainen polynomi jakautuu C[x]:ssd ensimmaisen asteen

P(x)=a(x—c1) ... (x—cn)

.

Hajotelman [oytaminen on usein hankalaa <+ nollakohtien
|6ytaminen hankalaa. Sen sijaan gcd(p, g) voidaan aina 16ytaa
suoraviivaisesti.
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Polynomien tekijoihinjaosta

Olkoon p € R[z]. Jos p(z) = 0, niin myds p(z) = 0.

Kaytetaan kompleksikonjugaatin ominaisuuksia z; + zo = z1 + 2,
Z1 - =271 jaz=2z jos z€R.

Jos P(z) = cpz" + ch12" 1+ ... c1z + o, missd ¢; € R, ja
P(z) = 0, on myods

0 = 0=P(z2)=cpz"+cp1z" 1 +...c1z+
= G2+ Gz .. tTaz+n
= Z"+cr1Z" 4. +az+q
= P(2)
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(z—c)(z—7) € R[7]

z—cellz—T=% — (e T)z-+cG,

c+T=2Re(c) € R seki c¢ = |c]? e R.
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Polynomien tekijoihinjaosta

joiden aste on korkeintaan 2.
v

Kompleksilukujen joukossa p(x):n tiedetdan jakautuvan 1. asteen

p(x) =a(x —ca)(x—c)...(x — cn).

Jos ¢; ¢ R, esiintyy myds ¢; nollakohtien joukossa (koska
p(x) € R[x]). Jaotellaan siis nollakohdat ¢, ..., ¢, jonoon ry, ..
re, Wi, W, ..., wy, wy. Talloin

p(x) = a(x—r)...(x—r)-(x — wi)(x =) ... (x — w))(x — ).

~

€R[x] eﬂ{[x]
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Osamurtohajotelmat

Lause (Tyypin | hajotelma)

q = q1qo, joille gcd(q1, g2) = 1, on olemassa sellaiset
yksikasitteiset polynomit p; ja po, etta

P_p_ P

q q Q2

ja deg(pi) < deg(q;).

.
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Osamurtohajotelmat

Lause (Tyypin Il hajotelma)
Olkoon deg(p) < deg(q") ja g # 0. Tall6in on olemassa

yksikasitteiset polynomit pz, ..., pn, joille
P p1 P2 Pn
=4+
" q q? q"

ja deg(p;) < deg(q).
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Osamurtohajotelmat

Yhteenveto

@ Suorita jakolasku g = a+ ¢, jonka jalkeen deg(r) < deg(q).

ged(q1, g2) = 1, etsi polynomit p; (deg(p;) < deg(q;)) joille
p_pPL, P

qg aq a2

on muotoa q", etsi polynomit p1, p2, --., Pn
(deg(pi) < deg(q)) joille
Pn

P P P2
— == =4+ 2L
" q ¢ qn

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 10 of 16




Osamurtohajotelmat

Polynomien p; etsiminen

o Maaraamattomat kertoimet = Lineaarinen yhtaloryhma =
Gaussin-Jordanin menetelma
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Differentiaaliyhtalot

y// + y/ _ 2 _ 0’
missa y(0) = y’(0) = 1. Laplace-muunnoksilla

1
52Y—s—1—|—sY—1—2;:0
5 2
< (s +5)Y:g+2—i—s
2 2 S
& Y =
5(52+s)+s2—|—5+52+s
2 2 1

:sz(s+1)+52+s+s+1
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Differentiaaliyhtalot

1 As+ B C A B C
2(s+1) <2 it s Tt i
Talloin
1 As+ B C
52(5+1): s? +s+1
(As+B)(s+1)+Cs?> (A+C)s?+(A+B)s+B
N s2(s+1) - s2(s+1)

Nain ollen A+ C =0, A+ B=0ja B =1, josta A= —1 ja
C =1. Taten

1 1 1 1

s?(s+1) E+?+5+1
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Lineaariset DYt
1. kertaluvun lineaarinen DY

Yhtilén
y' +a(x)y = b(x)

ratkaisut ovat muotoa y = Cy; + yp, missa y; on homogeenisen
yhtalon
y' +a(x)y=0

ratkaisu # 0 ja yp on jokin alkuperdisen yhtalon ratkaisu.

V.
Ratkaisumenetelma

@ Homogeenisen yhtalon ratkaisu yy.

@ Vakion variointi: Sijoitetaan y = C(x)yy alkuperaiseen
DY:hyn ja ratkaistaan C(x).

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 14 of 16



Lineaariset DYt
2. kertaluvun lineaarinen DY

y" 4+ a(x)y’ + b(x)y = c(x)

e Esiintyvat erityisesti fysiikassa (klassinen ja kvanttifysiikka)
o Ei yleista integrointiin perustuvaa ratkaisumenetelmaa

o Erikoistapauksia tutkittu kauan

o

Useita ratkeavia erikoistapauksia

W
Jos homogeeniselle DY:lle

y" +a(x)y’ + b(x)y =0

tunnetaan yksikin ratkaisu, voidaan kaikki alkuperaisen DY:n
ratkaisut selvittaa.
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Sarjaratkaisut

Sarjaratkaisu

Jos a(x) ja b(x) ovat riittavan sadnndllisia, voidaan DY:n
y" +a(x)y’ + b(x)y =0
ratkaisu loytaa Taylorin kehitelman

y:30+31X+32X2+a3x3+...

avulla.

Airyn DY y” + xy = 0 alkuehdoilla y(0) =0, y/(0) = 1.
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