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Lineaariset DY-ryhmat

Sailididen tilavuus 20 |, alkuehdot x(0) = y(0) = 10 (grammoina)

l 1 1/min, 10 g/I 11/min, 0 g/ll

3 1/min

4 |/min

l 2 |/min
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Lineaariset DY-ryhmat

{x’ = == SRl

y' = 3.%_4.L

20
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Lineaariset DY-ryhmat

{x’ = == SRl

_ Y
y' = 3:-5%5-4%

Homogeenisoitu DY-pari:

/ 1 1
(2 - (-3 D0)
y' = 35545 y 20 5 y
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Lineaariset DY-ryhmat

Matriisin A ominaisarvot:

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 4 of 25



Lineaariset DY-ryhmat

Matriisin A ominaisarvot:

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 4 of 25



Lineaariset DY-ryhmat

Matriisin A ominaisvektorit
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Lineaariset DY-ryhmat

Matriisin A ominaisvektorit
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Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen yhtalon ratkaisu
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Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen yhtalon ratkaisu

Yrite:

(vakiovektori), jolloin saadaan

1
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Lineaariset DY-ryhmat

Yksittaisratkaisu

(5)-(%)
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Lineaariset DY-ryhmat

A\ [ 100
B)-\ 15 )

DY-parin ratkaisu on siis

4
X 2 — 1 1 100
(3)=art () e (1) (%)
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Lineaariset DY-ryhmat

Yksittaisratkaisu

(5)-(%)

DY-parin ratkaisu on siis

4
X 2 — 1 1 100
(3)=art () e (1) (%)

Alkuehdoista saadaan

()= (% )+=(3)+(%)

josta (c1, ) = (2, —339),
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Lineaariset DY-ryhmat
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Lineaariset DY-ryhmat
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Lineaariset jarjestelmat

Lahtokohta

e Sydte x(t)
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Lineaariset jarjestelmat

Lahtokohta

e Sydte x(t)
@ Tuloste y(t) = S(x(t))

@ Lineaarisuus

S(alxl(t) aF 32X2(t)) = als(xl(t)) + 328(X2(t)).
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Lineaariset jarjestelmat

Lahtokohta

e Sydte x(t)
@ Tuloste y(t) = S(x(t))

@ Lineaarisuus

S(alxl(t) aF 32X2(t)) = als(xl(t)) + 328(X2(t)).

Mahdollisia malleja

@ y = Ax, missa A on vakiomatriisi.
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Lineaariset jarjestelmat

Lahtokohta

e Sydte x(t)
@ Tuloste y(t) = S(x(t))

@ Lineaarisuus

S(alxl(t) aF 32X2(t)) = als(xl(t)) + 328(X2(t)).

Mahdollisia malleja

@ y = Ax, missa A on vakiomatriisi.

@ Muuttuvatilainen systeemi, jossa tilavektori s toteuttaa
yhtalon s’ = As + Bx jay = Cs + Dx.
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Lineaariset jarjestelmat
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Lineaariset jarjestelmat

Merkitaan piirissa kulkevaa sahkovirtaa symbolilla y = /.
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Merkitaan piirissa kulkevaa sahkovirtaa symbolilla y = /. Talloin
x=RI+4 14
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Lineaariset jarjestelmat

Merkitaan piirisséi kulkevaa sahkovirtaa symbolilla y = /. Talloin
x=RI+ ¢ Q 4 Ldt ja

2 1
X/:RI, f/‘i‘Ld _Ry/+f

C d2 y+Ly//
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Lineaariset jarjestelmat

Jos taas kondensaattorin paiden valista jannitetta merkitaan
symbolilla y, on y = % jal= C‘é—? ja yhtalo x = Rl + % + L%
voidaan kirjoittaa muotoon
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Lineaariset jarjestelmat

Jos taas kondensaattorin paiden valista jannitetta merkitaan
symbolilla y, on y = % jal= C‘é—? ja yhtalo x = Rl + % + L%
voidaan kirjoittaa muotoon

x=RCy +y+LCy
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Lineaariset jarjestelmat

Maaritelma

Jos lineaarisen jarjestelman maarittaa lineaarinen DY
vy 4 an 1y 4 agy = XM 4 by XM L Byx.

on jarjestelman siirtofunktio on G(s) = Y(s)/X(s), missa
Laplace-muunnokset on laskettu oletuksilla
0=x(0) =x'(0) =x"(0)=...=y(0) =y'(0) = y"(0) = ....
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Laplace-muunnokset on laskettu oletuksilla

0=x(0) =x'(0) =x"(0)=...=y(0) =y'(0) = y"(0) = ....
Ylla olevasta yhtalosta saadaan nailla oletuksilla

S"Y 4+ an 18" Y + .. aY = s"X + bp_1s™ X 4+ ...+ b X,
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Lineaariset jarjestelmat

Maaritelma
Jos lineaarisen jarjestelman maarittaa lineaarinen DY

y(”) + a,,_ly("_l) + ...+ ay = x(M 4 p ix(MD 4 4 pox.

on jarjestelman siirtofunktio on G(s) = Y(s)/X(s), missa
Laplace-muunnokset on laskettu oletuksilla

0=x(0) =x'(0) =x"(0)=...=y(0) =y'(0) = y"(0) = ....
Ylla olevasta yhtalosta saadaan nailla oletuksilla

S"Y 4+ an 18" Y + .. aY = s"X + bp_1s™ X 4+ ...+ b X,

josta

1

(s" + ap st ban a0)Y = (s" 4+ bm_1s" " 4+ ...+ bo)X

v
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Lineaariset jarjestelmat

Jos jarjestelmaa voidaan kuvata vakiokertoimisilla lineaarisilla
differentiaaliyhtalcilld, on siirtofunktio G(s) seuraavaa muotoa:

m m—1

s+ ap_1s" 1. +a

6(s)
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Stabiilisuus

Maaritelma

Lineaarinen jarjestelma on stabiili, jos syotteen x(t) ollessa
rajoitettu on tuloste y(t) (output) myds rajoitettu.
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Stabiilisuus

\EETIIE

Lineaarinen jarjestelma on stabiili, jos syotteen x(t) ollessa
rajoitettu on tuloste y(t) (output) my0s rajoitettu. Toisin sanoen:
Ix(t)] < My — |y(t)] < M.

Jos ¥ (s ): G(s)X(s), y = L7Y[Y], g = L7Y[G] ja
x(t) = L71[X], on

70 = (e )0 = | o = )
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Stabiilisuus

Jos [x(t)| < My,
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Stabiilisuus

Jos [x(t)] < My, on

() =

/Otg(u)x(t— u) du

IA

[ lstxte - )l g
0
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Stabiilisuus

Jos [x(t)] < My, on

() =

/Otg(u)x(t— u) du

< [ leturte-u)l do < [ letu)] M oo
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Stabiilisuus

Jos [x(t)] < My, on

t

(@)l = g( )x(t — u) du

< /|g t—u)|du</|g )| M du

- M /O g(u)| du
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Stabiilisuus

Jos [x(t)] < My, on

t

(@)l = g( )x(t — u) du

< /|g t—u)|du</ lg(u)| My du
Y / g(u)| du < My / 1&(u)| du
0 0
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Stabiilisuus

Jos [x(t)] < My, on

t

(@)l = g( )x(t — u) du

< /|g t—u)|du</ lg(u)| My du
Y / g(u)| du < My / 1&(u)| du
0 0

/ l£(u)] du < oo,
0

on myos y(t) rajoitettu.
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Stabiilisuus

Jos [x(t)] < My, on

t

(@)l = g( )x(t — u) du

< /|g t—u)|du</ lg(u)| My du
= s [ gt o< s [ IgCu) do
0 0

/ l£(u)] du < oo,
0

on myos y(t) rajoitettu. Voidaan osoittaa, ettd tama on myds
valttamaton ehto.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 17 of 25



Stabiilisuus

Siirtofunktion hajotelma

Koska siirtofunktio

S AL e L e

G =
(S) s+ ap_1s" 14+ ...+ a

on rationaalifunktio, on silla olemassa osamurtohajotelma

missa a on polynomi ja deg(p) < deg(q).

.
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Stabiilisuus

Siirtofunktion hajotelma

Koska siirtofunktio

S AL e L e

G =
(S) s+ ap_1s" 14+ ...+ a

on rationaalifunktio, on silla olemassa osamurtohajotelma

missa a on polynomi ja deg(p) < deg(q). Kaanteismuunnos g(t)
saadaan osamurtohajotelmasta.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 18 of 25




Stabiilisuus

Kaanteismuunnos

Jos deg(p) < deg(q), on

missa ¢, A € C.
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Stabiilisuus

Kaanteismuunnos

Jos deg(p) < deg(q), on
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Stabiilisuus

Jos A=a+if, on

eM = e%(cos Bt + isin At),

jonka itseisarvo kasvaa rajatta, jos o > 0,
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Stabiilisuus

Jos A=a+if, on
eM = e%(cos Bt + isin At),

jonka itseisarvo kasvaa rajatta, jos a > 0, mutta lahestyy nopeasti
kohti nollaa, jos o < 0.
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Stabiilisuus

Jos A=a+if, on
eM = e%(cos Bt + isin At),

jonka itseisarvo kasvaa rajatta, jos a > 0, mutta lahestyy nopeasti
kohti nollaa, jos a < 0. Taman vuoksi integraali

o0
/ th=ler dt
0

suppenee tarkalleen silloin kun Re(\) < 0.
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Stabiilisuus

Maaritelma

Jos siirtofunktio G(s) = % on rationaalinen ja supistettu siihen

muotoon, etta osoittajalla ja nimittajalla ei ole yhteisia nollakohtia,
sanotaan nimittajan nollakohtia navoiksi
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Stabiilisuus

Maaritelma

Jos siirtofunktio G(s) = % on rationaalinen ja supistettu siihen
muotoon, etta osoittajalla ja nimittajalla ei ole yhteisia nollakohtia,
sanotaan nimittajan nollakohtia navoiksi

Johtopaatos

Lineaarinen systeemi on stabiili tarkalleen silloin kun sen
siirtofunktion napojen reaaliosat ovat negatiivisia.
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Stabiilisuus

— = = = =

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 22 of 25



Stabiilisuus

R
QX) c—= ()
a d

x:R/+§:RCy’+y,
Josta X(s) = RCsY(s) + Y(s) = (RCs +1)Y(s) ja
1
Y(s) = RCs 11 X(s).
~————
G(s)

— = = = =
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Stabiilisuus

Siirtofunktion ainoa napa on s = —% < 0, joten systeemi on
stabiili.
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Lineaariset jarjestelmat

Jos kondensaattorin paiden valista jannitetta merkitaan symbolilla
y,ony = %ja | = C% ja yhtalo x = Rl+%+L% voidaan
kirjoittaa muotoon
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Lineaariset jarjestelmat

Jos kondensaattorin paiden valista jannitetta merkitaan symbolilla
y,ony = %ja | = C% ja yhtalo x = Rl+%+L% voidaan
kirjoittaa muotoon

x=RCy' +y+ LCy",
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Stabiilisuus

Tasta

X = RCsY + Y + LCs?Y,
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Stabiilisuus

Tasta
X = RCsY + Y + LCs?Y,

mistd nahdaan ett siirtofunktio on G(S) = rerrrery-
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Stabiilisuus

Tasta
X =RCsY + Y + LCs?Y,

mistd nahdaan etta siirtofunktio on G(S)
Siirtofunktion navat ovat

—RC + \/(RC)Z=4LC

2LC

_ 1
~ LCs2+RCs+1°
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Stabiilisuus

Tasta
X =RCsY + Y + LCs?Y,

mistd nahdaan etta siirtofunktio on G(S)
Siirtofunktion navat ovat

—RC + \/(RC)Z=4LC

2LC

_ 1
~ LCs2+RCs+1°

Reaalisten parametriarvojen vuoksi (RC)%? — 4LC < (RC)?, joten
tassakin tapauksessa siirtofunktion nimittajan nollakohtien
reaaliosat ovat negatiiviset.
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