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Diracin d-funktio

"Maaritelma”

5(x):{ 0, kunx#0

00, kunx =0

Maaritelma

/00 f(x)d(x — xp) dx = f(xp).

Laplace-muunnos

L[o(t — x0)](s)
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Stabiilisuus

Polynomien kaanteismuunnos
Koska

LI5(1)](s) = /0 T ety dt = 1,

on L[§'(t)](s) = s, L[6"(t)](s) = s2, jne.
Nain ollen polynomien kaanteiset Laplace-muunnokset sisaltavat
delta-piikin derivaattoja eivatka naiden integraalit ole rajoitettuja.
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Stabiilisuus

Impulssivaste

Impulssivaste tarkoittaa jarjestelman tulostetta kun syotteena on
Diracin delta-funktio. Syotteen ollessa x(t) = §(t) saadaan

y(t) = (g *6)(t) = g(t)-

Johtopaatos

Lineaarinen jarjestelma on stabiili tarkalleen silloin sen
impulssivasteelle g(t) patee

| lete) de <0
0
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Stabiilisuus

Askelvaste

Askelvaste tarkoittaa tulostetta, kun syotteena on Heavisiden
askelfunktio:

70 = (e H)(O = | g(u)H(t — u)du = / e

Nain ollen impulssivaste on askelvasteen derivaatta.
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Naytepisteet

Jos x(t) on jatkuva signaali, ja T naytteenottovali, maaritelldan
diskretisoitu signaali

xp(t) =Y x(nT)é(t — nT).

n=0

Talle Laplace-muunnos on

WE

Llxp(t)](s) = x(nT)L[o(t — nT)](s)
n=0
= > x(nT)e """ => x(nT)z",
n=0 n=0

sT

missa on merkitty z = e
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Z-muunnos on

Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Jonon xg, x1, X2,

Z[xn)(z Zx,, -

Funktion x(s) Z-muunnos on jonon x, = x(nT)
.}) Z-muunnos kun T on kiinnitetty.

i )
(ne{0,1,2,3,..
n
V4

jonolle 3" on
1

Z[an](z Zan —n:Z g)n: —
n=0

)

zZ—a

N v
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kun |a| < |z|.
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Ominaisuuksia

Lineaarisuus:

Zlafy + Benl(2) = aZ[f](2) + SZ[gnl(2)

Aikasiirto:
Zlfa+1](z) = Z fopr1z7" = Z foz="l = 2 Z f,z7"
n=0 n=1 n=1
= Z(Z faz7" — fy) = zZ[fy] — foz,
n=0
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Ominaisuuksia

Z[fn+2](z) = Z fn+22_n = Z f‘nz_n—"_2 =2z Z i7"
n=0 n=2 n=2

= 22(2 fe e = fo) = zzZ[fn] — iz — 2%,
n=0
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Differenssiyhtalot
Maaritellaan Ay, = yp+1 — V¥n, jolloin

Yn=Yn—2 — Yn+1 — Yn+1 — Yn) = Yn+2 — 2Yn+1 T Yn
A2 ( ) 2Yni1 +

A3Yn = Yn4+3 — 2}/n—|—2 + Ynt+1 — (Yn+2 - 2Yn+1 T+ }/n)
= Yn4+3 — 3yn+2 + 3}/n+1 — Yn
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Differenssiyhtalot

Yhtalo
Yn+k + ak—1Yn+k—1 t ...+ 30Yn = Xpy/ + b/_/Xn+/_1 + ...+ bgxn

Maarittaa diskreetin lineaarisen jarjestelman.

Differenssiyhtalot

Olettaen jonojen alkutermit nolliksi, Z-muunnoksilla saadaan
Y(z) = G(z)X(z). Stabiilisuusehtona on etta funktion G(z) navat
toteuttavat |z| < 1.

2)/n+2 + 3}/n+1 —2yn = Xx+1 + 2xp
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Esimerkki: Fibonaccin luvut

Fn+2:Fn+1+Fna F0:F1:17

josta Z-muunnokset laskemalla (ja merkitsemalld
Z[Fs](z) = F(z)) saadaan

zzl?(z) —z—Z2= zl:_\(z) —z+ I/:\(z),

josta R
(22—2— 1)F(z) = 72
ja
~ 72 1
F(z)222_2_1 T1-1 1
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Osamurtohajotelmilla (merk. v = %) saadaan
~ 1
F(z) =
(2) 1—u—u?
1 1 1
= ()
b—a'u—a u—2_p
1 1 1
_ 1 z z )
- B-a‘'l—az 1-8z
_ 1 1 z 1 z
B B—a(a al—z P B*l—z)
missa o = _1%‘/5 japg= _1‘2“@
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Kaanteinen Z-muunnos

Fo = gealataT+4715)
/5 1 — /By nt+l
= ()=
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Osittaisdifferentiaaliyhtalot

@ Ordinary Differential Equations: ODE, DE (suom. DY)
e Partial Differential Equations: PDE (suom. ODY)

Esimerkkeja

@ Einsteinin kenttayhtalot

@ Schrodingerin yhtalo, esim.

ihgz/}(r t) = —h—2V2+V(r t) | ¥(r,t)
31‘ 9 — 2,& 9 r, )
missa
TP SN PN B
V= r8r2(rw) + r2 sin989(sm980) * r2sin? § O¢?
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Osittaisdifferentiaaliyhtalot

@ ODY:t esiintyvat yleisesti monilla fysiikan ja tekniikan
osa-alueilla

@ Harvoja eksplisiittisia ratkaisumenetelmia

@ Yksikasitteisen ratkaisun olemassaolo reunaehdoilla ei
itsestaan selvaa

o Numeerinen menetelma: Finite Elements Method (FEM)

.

Esimerkkeja

e Aaltoyhtalo
o Fick I-II
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Osittaisdifferentiaaliyhtalot

82
8x8yw(x’y) = f(x,y)

Lineaarinen tapaus
@ PDE on lineaarinen, jos 17 ja 1, ovat ratkaisuja =
c1Y1 + o, on ratkaisu.
o Tyypillinen yritelma lineaariselle ¥(x, y) = f(x)g(x)
@ Lineaarikombinaatio yritelmista reunaehdot huomioon ottaen. |
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