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Osittaisdifferentiaaliyhtalot

@ Ordinary Differential Equations: ODE, DE (suom. DY)
e Partial Differential Equations: PDE (suom. ODY)
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Osittaisdifferentiaaliyhtalot

@ Ordinary Differential Equations: ODE, DE (suom. DY)
e Partial Differential Equations: PDE (suom. ODY)

Esimerkkeja

@ Einsteinin kenttayhtalot

@ Schrodingerin yhtalo, esim.

h2

.0
Ihal/}(r, t) = <_2'u

V2 + V(r, t)) U(r, t),
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Osittaisdifferentiaaliyhtalot

@ Ordinary Differential Equations: ODE, DE (suom. DY)
e Partial Differential Equations: PDE (suom. ODY)

Esimerkkeja

@ Einsteinin kenttayhtalot

@ Schrodingerin yhtalo, esim.

ihgz/}(r t) = —h—2V2+V(r t) | ¥(r,t)
31‘ 9 — 2,& 9 r, )
missa
TP SN PN B
V= r8r2(rw) + r2 sin989(sm980) * r2sin? § O¢?
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Osittaisdifferentiaaliyhtalot

@ ODY:t esiintyvat yleisesti monilla fysiikan ja tekniikan
osa-alueilla

.
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Osittaisdifferentiaaliyhtalot

@ ODY:t esiintyvat yleisesti monilla fysiikan ja tekniikan
osa-alueilla

@ Harvoja eksplisiittisia ratkaisumenetelmia

@ Yksikasitteisen ratkaisun olemassaolo reunaehdoilla ei
itsestaan selvaa

o Numeerinen menetelma: Finite Elements Method (FEM)

.

Esimerkkeja

e Aaltoyhtalo
o Fick I-II
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Osittaisdifferentiaaliyhtalot

Yksinkertainen ODY

82
8x8yw(x’y) = f(x,y)

Lineaarinen tapaus

@ PDE on lineaarinen, jos 17 ja 1, ovat ratkaisuja =
c1Y1 + o, on ratkaisu.
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Osittaisdifferentiaaliyhtalot

82
8x8yw(x’y) = f(x,y)

Lineaarinen tapaus
@ PDE on lineaarinen, jos 17 ja 1, ovat ratkaisuja =
c1Y1 + o, on ratkaisu.
o Tyypillinen yritelma lineaariselle ¥(x, y) = f(x)g(x)
@ Lineaarikombinaatio yritelmista reunaehdot huomioon ottaen. |
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Numeeriset menetelmat (DY)

Eulerin menetelma

y'=1(t,y).
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Numeeriset menetelmat (DY)

y'=1(t,y).

Funktion arvoja yo, y1, y2, ... lasketaan aikoina ty, t; = ty + h,
to =ty + 2h, ... tiy1 = tj + h siten etta funktio y korvataan
lineaarisella approksimaatiolla:

Yit1 = yi + hy'(t;) = yi + h- f(ti, yi).
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Numeeriset menetelmat (DY)

y'=1(t,y).

Funktion arvoja yo, y1, y2, ... lasketaan aikoina ty, t; = ty + h,
to =ty + 2h, ... tiy1 = tj + h siten etta funktio y korvataan
lineaarisella approksimaatiolla:

Yit1 = yi + hy'(t;) = yi + h- f(ti, yi).

v

Differentiaaliyhtilolle y’ = y reunaehdolla yp = y(0) = 1 saadaan
yhdella kierroksella y; =1+ h.

.
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Numeeriset menetelmat

Runge-Kutta -menetelma(t)
o ki = f(t,-,y,-)h
o ko= f(ti+ Sh,yi + 2hky)
o k3= f(ti+ 3h,yi + 2hko)
@ kg = f(t; + h,y; + hks)
® yiy1 =i+ &(ki + 2ko + 2k3 + ks)
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Numeeriset menetelmat
Runge-Kutta -menetelma(t)

o ki = f(ti,yi)h

o ko= f(ti+ Sh,yi + 2hky)

o k3= f(ti+ 3h,yi + 2hko)

@ kg = f(t; + h,y; + hks)

® yiy1 =i+ &(ki + 2ko + 2k3 + ks)

Differentiaaliyhtildlle y’ = y reunaehdolla y(0) = 1 saadaan
yhdella kierroksella

1 1 1
=1+h+zh+ -+ =h
n=1+htsh"+ b+ o
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Numeeriset menetelmat
Runge-Kutta -menetelma(t)

o ki = f(ti,yi)h

o ko= f(ti+ Sh,yi + 2hky)

o k3= f(ti+ 3h,yi + 2hko)

@ kg = f(t; + h,y; + hks)

® yiy1 =i+ &(ki + 2ko + 2k3 + ks)

Differentiaaliyhtildlle y’ = y reunaehdolla y(0) = 1 saadaan
yhdella kierroksella

1 1 1
—14+h+ -+ P+ —heh
)41 -+ +2 —1-6 +24 €
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Numeeriset menetelmat

Mainitut numeeriset menetelmat toimivat myos DY-ryhmille

x' = F(x,t)

.
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Numeeriset menetelmat

Mainitut numeeriset menetelmat toimivat myos DY-ryhmille
x' = F(x,t)

Toisinaan voidaan uusia funktiolta lisaamalla pienentaa
differentiaaliyhtaloiden kertalukua.

.
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Numeeriset menetelmat

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtalo
x" 4+ 2x" +3x =5t

voidaan sijoituksella x’ = y muuntaa DY-pariksi.

.
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Numeeriset menetelmat

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtalo
x" 4+ 2x" +3x =5t

voidaan sijoituksella x’ = y muuntaa DY-pariksi. Talloin siis
x" =y’ joten y' +2y +3x =5t jax' =y,

.
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Numeeriset menetelmat

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtalo

x" 4+ 2x" +3x =5t
voidaan sijoituksella x’ = y muuntaa DY-pariksi. Talloin siis
x" =y’ joten y' +2y + 3x = 5t ja X' = y, josta yhtapitava
DY-pari on

xX =y
y! = —3x—-2y—5t

.
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Autonomiset DY-parit

Maaritelma
DY-pari

Y'(t) = flxy)

on autonominen, jos muuttuja t ei esiinny oikean puolen termeissa.

{X’(t) = f(xy)
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Autonomiset DY-parit

Maaritelma
DY-pari

{X'(t) = fi(x,y)
y'(t) = flxy)

on autonominen, jos muuttuja t ei esiinny oikean puolen termeissa.

Ratakayrat

Autonomiselle parille on voimassa

dy @ _y'(t) _ Alxy)
dx & X(t) fix,y)
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Autonomiset DY-parit

Maaritelma
DY-pari

{X'(t) = fi(x,y)
y'(t) = flxy)

on autonominen, jos muuttuja t ei esiinny oikean puolen termeissa.

Ratakayrat

Autonomiselle parille on voimassa

dy @ _y'(t) _ Alxy)
dx & X(t) fix,y)

Taman differentiaaliyhtalon ratkaisuja sanotaan ratakayriksi.
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Ratakayrat

DY-pari
X(t) = x—y
y(t) = x+y

on autonominen.

.
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Ratakayrat

DY-pari
X(t) = x—y
y'(t) = x+y

on autonominen. Ratakayrien DY on

dy x+y
dx x—y

.
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DY-pari

on autonominen. Alkuehdot x(0) =2, y(0) = 1.
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DY-parit

Lotka-Volterra -malli

Alfred J. Lotka (1880-1949) Vito Volterra (1860-1940)
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Lotka-Volterra -malli

Mallin DY-pari

{ X'(t) = ax—pxy
Y'() = —y+dxy
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Lotka-Volterra -malli

Mallin DY-pari

ax — Bxy
—yy + oxy

—
< X
o LAy
~—~
~ ~+
—~~ N N
[

Tasapainopisteet: (0,0) ja %,%)
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Lotka-Volterra -malli

Mallin DY-pari
{ X'(t) = ax—pxy
y'(t) = —yy+oxy
Tasapainopisteet: (0,0) ja (%, %)
Ratakayrien DY
dy ydx—v
dx xa-—p8y
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Lotka-Volterra -malli

Mallin DY-pari
{ X'(t) = ax—pxy
y'(t) = —yy+oxy
Tasapainopisteet: (0,0) ja (%, %)
Ratakayrien DY
dy ydx—v
dx xa— By

< alny —fy=0x—~vInx+ C
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Lotka-Volterra -malli

Mallin DY-pari
{ xX'(t) = ax—pxy

y(t) = —yy+oxy
Tasapainopisteet: (0,0) ja (%, %)
Ratakayrien DY

dy _yox—v

dx xoa—fy

< alny —fy=0x—~vInx+ C

Ratkaisut syklisia: On olemassa T, jolle
(x(7),y(T)) = (x(0), ¥(0)).
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Lotka-Volterra -malli

Populaation keskiarvo
{ xX'(t) = ax—pBxy
Y'(t) = —yy+oxy

™ = = =
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Lotka-Volterra -malli

Populaation keskiarvo

{X'(t) =  ax—fBxy

y'(t) = —yy+oxy
Ylemmasta yhtalosta saadaan
x'(t)
Tt) =a— fy,

™ = = =

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 8 14 of 20



Lotka-Volterra -malli

Populaation keskiarvo

{X'(t) =  ax—fBxy

y'(t) = —yy+oxy
Ylemmasta yhtalosta saadaan
x(t)
josta
T T T
0= 1n X7 _/ th—/ (a—ﬁy)dt—aT—B/ y dt,
x(0) Jo x 0 0

™ = = =
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Lotka-Volterra -malli

Populaation keskiarvo

{X'(t) =  ax—fBxy

y'(t) = —yy+oxy
Ylemmasta yhtalosta saadaan
x(t)
josta
T T T T
0= 1n X7 _/ th—/ (a—ﬁy)dt—aT—B/ y dt,
x(0) Jo x 0 0

joten populaation y keskiarvo jakson T aikana on

.
E(y)Z;/0 ydt:%'

™ = = =
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Lotka-Volterra -malli

Populaation keskiarvot

E(x) = %
Ely) = 3
Luentoruudut 8 15 of 20
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Lotka-Volterra -malli
Populaation keskiarvot

E(x) =
E(y) =

®|Q 2

DY-pari + ulkopuolinen toimija

{ X'(t) = ax—[pxy—ex

y'(t) = —yy+dxy —ey
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Lotka-Volterra -malli
Populaation keskiarvot

E(x) =
E(y) =

®|Q 2

V

DY-pari + ulkopuolinen toimija

{ X'(t) = ax—[pxy—ex
Y'(t) = —yy+oxy—ey

Uudet keskiarvot

{00 = =
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Differentiaaliyhtalot

Sekalaisia menetelmia

e y' = f(y/x) muuttuu separoituvaksi sijoituksella z = y/x.
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Differentiaaliyhtalot

Sekalaisia menetelmia

e y' = f(y/x) muuttuu separoituvaksi sijoituksella z = y/x.

e y' = f(ax + by) muuttuu separoituvaksi sijoituksella
z=ax+ by.
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Differentiaaliyhtalot

Sekalaisia menetelmia

e y' = f(y/x) muuttuu separoituvaksi sijoituksella z = y/x.

e y' = f(ax + by) muuttuu separoituvaksi sijoituksella
z=ax+ by.

e Bernoullin DY y’ + p(x)y = q(x)y? muuttuu lineaariseksi
sijoituksella z = y'=2 (a # 1).
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Differentiaaliyhtalot

Sekalaisia menetelmia

e y' = f(y/x) muuttuu separoituvaksi sijoituksella z = y/x.

e y' = f(ax + by) muuttuu separoituvaksi sijoituksella
z=ax+ by.

e Bernoullin DY y’ + p(x)y = q(x)y? muuttuu lineaariseksi
sijoituksella z = y'=2 (a # 1).

e Kaanteisfunktion ratkaiseminen: % =1,
dy

o Eulerin DY x2y” + pxy’ + qy = f(x) muuttuu sijoituksella
x = €', y(x) = y1(In x) vakiokertoimiseksi.
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Differentiaaliyhtalot

Yhtalo y” = f(y)
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Differentiaaliyhtalot

Yhtalo y” = f(y)

y"'=1(y)
s 2y =2f(y)y

/
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Differentiaaliyhtalot

Yhtalo y” = f(y)

y'=£(y)
& 2y =2f(y)y’

L d/
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Differentiaaliyhtalot

Yhtalo y” = f(y)

y'=£(y)
& 2y =2f(y)y’

L d/

& (y’)2=2/f(y)dy+C
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Differentiaaliyhtalot

Yhtalo y” = f(y)

y'=£(y)
& 2y =2f(y)y’

L d/

& (y’)2=2/f(y)dy+C

dy
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

Merkitaan k = GM, jolloin saadaan

k
f=—— &2/s"=255
s s
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

Merkitaan k = GM, jolloin saadaan

k -/ k/ d /\2
:—?<:>2ss :—25—25 @E(s) =2k

/!
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Yhtalo y" = f(y)
M mM

Merkitaan k = GM, jolloin saadaan

k k d d1l
s’ = & 25's" = 2—5 & N2 =2k——.
s2 dt( s) dts
_— o o 2k
Integrointi antaa yhtilon (s')° = — + C,
s
Luentoruudut 8 18 of 20
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

Merkitaan k = GM, jolloin saadaan

k d dl1l
n__ <:>2///_ 27 o /2:2/(*7.
°* ity dt s
Integrointi antaa yhtalén (s')? = — + C, josta merkinnailla

2k

s(0) = so, v(0) = v saadaan C = V02 — &
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

Merkitaan k = GM, jolloin saadaan

k d dl1l
n__ <:>2///__27 o /2:2/(*7.
°* S &) dt s
Integrointi antaa yhtalén (s')? = — + C, josta merkinnailla

s(0) = sp, v(0) = vy saadaan C = V02 _ 2k ja

KL 2K
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

Merkitaan k = GM, jolloin saadaan

k d d1
n__ <:>2///_ 27 PN 2=kt
°? 2 dt( ) dts
Integrointi antaa yhtalon (s )2 - _|_ C, josta merkinngilla
= _ T2 2k -
s(0) = sp, v(0) = vy saadaan C = Vo —%ja

2k 2k
s'=4/—+ v ——. Separoituva!
S| S0
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

Koska v = s/, voidaan yhtalo

k

S =0 g =0
( 0
S

kirjoittaa muotoon

GM GM
v ioo— =i -2—
S S0

k
50
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

Koska v = s/, voidaan yhtalo

k k
N2 2
(S ) S Yo S0

kirjoittaa muotoon

M M 1 M 1
V—ZG—: —2G—<:> mv—G—m—fmvo
S S0 2 S 2

Gi
S0
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Yhtalo y" = f(y)

Koska v = s/, voidaan yhtalo
k k
12 2
=2— —2—
(s') PR P
kirjoittaa muotoon
GM GM 1 M 1
V22— =p2-2— & —mv —G—m—fmvo G—
s S0 2 s 2 )
Energian sailymislaki:
1 M
E = Ein + Epot = Emv2 = G—m el muutu.
s
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

k k
/\2 2
(S ) S Yo S0
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

k k
/\2 2
(S ) S Yo S0

Nopeus v = s’ ei saa koskaan arvoa 0, jos v¢ — % > 0.
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

k k
/\2 2
S =2—+vy —2—
()2 =25+ -2
Nopeus v = s’ ei saa koskaan arvoa 0, jos vZ — % > 0.

2k _ 2GM

Néin kay, jos vg > 2 =
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

»|

k
/\2 2

S =2—+vy —2—
()2 =25+ -2
Nopeus v = s’ ei saa koskaan arvoa 0, jos vZ — % > 0.

Nain kay, jos v§ > 2€ = 28 Sijoittamalla so = 6,378 - 10° m
(maan sade),
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

k k
/\2 2
)Y =2—+4+vy—2—
()2 =25+ -2
Nopeus v = s’ ei saa koskaan arvoa 0, jos vZ — % > 0.
Nain kay, jos v§ > 2€ = 28 Sijoittamalla so = 6,378 - 10° m

S0

(maan side), M = 5,9737 - 10%* kg (maan massa)
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

k k
/\2 2
(S ) S Yo S0

Nopeus v = s’ ei saa koskaan arvoa 0, jos vg — % > 0.
Niin kay, jos v§ > 2k _ 2fOM. Sijoittamalla sy = 6,378 - 10° m

S0

(maan side), M = 5,9737 - 10%* kg (maan massa) ja
G =6,674-10"11 m3 > (gravitaatiovakio)
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

k k
/\2 2
(S ) S Yo S0

Nopeus v = s’ ei saa koskaan arvoa 0, jos v3 — % > 0.

Niin kay, jos v§ > 25(’)‘ = 2fOM. Sijoittamalla sy = 6,378 - 10° m
(maan side), M = 5,9737 - 10%* kg (maan massa) ja

G =6,674-10"1 m3 > (gravitaatiovakio) saadaan ehdoksi

k
vo > 11,190
S
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Yhtalo y" = f(y)

Liike painovoimakentassa

k k
2 2
S) =2—+v5—2—
()2 =25+ -2
Nopeus v = s’ ei saa koskaan arvoa 0, jos v3 — % > 0.
Niin kay, jos v§ > 25(’)‘ = 2fOM. Sijoittamalla sy = 6,378 - 10° m

(maan side), M = 5,9737 - 10%* kg (maan massa) ja
G =6,674-10"1 m3 > (gravitaatiovakio) saadaan ehdoksi

k
vo > 11, 19?m (pakonopeus)
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