Insinoorimatematiikka: Diskreetti matematiikka

Demonstraatio 2, 5.3.2026

Ali kiiytd tehtivissd tekoilyid, vaan omaasi.

1.

Osoita, ettd reaalilukuvili [0, 1) on yht& mahtava vilin (0, 1) kanssa. Ohje: Bi-
jektion ei tarvitse olla jatkuva tai edes milld&dn yksinkertaisella lausekkeella
médritelty funktio. Voit esimerkiksi méaritelld bijektion siten, ettd vain ratio-
naaliluvut valilld [0, 1) muuttuvat ja irrationaaliluvut pysyvét ennallaan. Vihje:
Hilbertin hotelli.

. Osoita, ettd jokainen joukon N #dreton osajoukko on yhtd mahtava joukon N

kanssa.

. Oletetaan, ettd on olemassa injektio f : A — N. Osoita, ettd A on joko #érel-

linen tai numeroituva. Vihje: Voit nojautua edellisen tehtdvén viitteeseen.

Olkoon S kommutatiivinen, supistuva monoidi. Osoita, ettid joukossa S x S
médritelty relaatio (a,b) ~ (¢,d) < ad = bc on ekvivalenssirelaatio.

. Kéytetddn edellisen tehtévin ekvivalenssiluokista merkintda [(a,b)], ja m&&ri-

tellaan algebrallinen rakenne G, jossa alkioina ovat ekvivalenssiluokat [(a, b)] ja
operaationa [(a, b)]*[(c, d)] = [(ac, bd)]. Onko funktio f : S — G, f(a) = [(a,1)]
injektio?

. Selvita mika ekvivalenssiluokka on edellisessé tehtéivissa neutraalialkio operaa-

tion * suhteen. Onko jokaisella ekvivalenssiluokalla kd&nteisalkio operaation x*
suhteen? Miten tdmé ja tehtavit 4 ja 5 liittyvit puoliryhmén (NU{0}, +, 0) laa-
jentamiseksi ryhmaéksi (Z, +,0) tai puoliryhmén (Z\ {0}, -, 1) laajentamiseseksi
ryhmiéksi (Q\ {0},-,1) ?

Liitetddn reaalilukujen joukkoon alkio —oo ja sovitaan, ettd —oo < x ja ettd
—00 + & = —oo aina, kun x € R. Médritellddn uudeksi yhteenlaskuksi = ¢
y = max{x,y} ja uudeksi kertolaskuksi z ® y = = + y. Tuleeko joukosta R U
{—o0} uuden laskutoimituksen suhteen ® suhteen Abelin ryhmé? Enta uuden
laskutoimituksen @ suhteen monoidi? Toteutuuko z @ (y D z) =z Ry P R 2z
aina?

. Laadi symmetriselle ryhmélle S3 kertotaulu. Merkitse ryhmin alkioita sykli-

merkinnéills (1), (12), (13), (23), (123), (132).

. Mitkd edellisen tehtdviin ryhmén alkiot riittdviit generoimaan koko ryhmé&n?

Loytyyko ryhméstd Ss jokin epéatriviaali (muu kuin koko Ss ja {(1)}) ryhmé-
operaation suhteen suljettu joukko?



