Insinoorimatematiikka: Diskreetti matematiikka

Ali kiiytd demotehtivissd tekoiilys, vaan omaasi

Demonstraatio 3, 12.3.2026

1. Millaisen aliryhmén alkio (13) € S3 generoi? onko se normaali aliryhma? Ohje:
Selvitd normaalius tarkistamalla onko gH = Hg aina, kun g € S3. Kéyta
edellisen demokerran kertolaskutaulua

Mallivastaus: Koska (13)(13) = (1), on alkion (13) generoima aliryhm# kahden
alkion syklinen ryhma H = {(1),(13)}. Koska esim. (12)H = {(12),(132)},
mutta H(12) = {(12),(123)}, ei aliryhm& H ole normaali

2. Olkoon H = ((13)) edellisen tehtévin aliryhmé. Selvitd montako sivuluokkaa
aliryhmilla H on.

Mallivastaus: Lagrangen lauseen mukaan sivuluokkia on S|/ |H| = 6/2 = 3.

3. Olkoon H kuten edelld. Mairitellisin ryhmisséi S relaatio a = b ehdolla a™'b €
H. Onko tdma relaatio ekvivalenssirelaatio? Entd kongruenssi?

Mallivastaus: Luennolla todetun mukaan tdmé relaatio on ekvivalenssi, vaikka
aliryhmi ei olekaan normaali. Toisaalta (132) = (12), koska (132)"1(12) =
(123)(12) = (13) € H, ja (123) = (23), koska (123)71(23) = (132)(23) =
(13) € H, mutta (132)(123) = (1), kun taas (12)(23) = (123) # (1). Relaatio
ei siksi ole kongruenssi.

4. Olkoon H kuten aiemmin. Esitd esimerkki tilanteesta (mikéli sellainen on ole-
massa), jossa sivuluokkien aH ja bH tulo ei ole riippumaton edustajan valin-
nasta.

Mallivastaus: Esimerkki saadaan suoraan edellisestd tehtéavista: (132)H = (12)H
ja (123)H = (23)H, mutta (132)H - (123)H = (132)(123)H = (1)H = H, kun
taas (12)H - (23)H = (12)(23)H = (123)H +# H.

5. Osoita, ettd permutaatioryhméan Ss aliryhmd As = {(1), (123), (132)} on nor-
maali. Ohje: Kaytd edellisen demokerran kertolaskutaulua.

Mallivastaus: Jokaiselle g € A3 on triviaalisti gAs = Asg = As, joten tarkastel-
laan sivuluokkia (12) Az = {(12), (23), (13)} = A3(12), (13)As = {(13),(12),(23)} =
As(13) ja (23)As = {(23), (13), (12) = A3(23)}, joten aliryvhm& A3 on normaali.

6. Millainen on tekijaryhmé Ss/A37 Ohje: Selvité aluksi Lagrangen lauseen avulla
kuinka monta alkiota tekijaryhméssé on. Tekijaryhman alkiot ovat sivuluokkia
gAs, missd s € S3. Niiden kertolasku maéadritelldan g1 Az - goAs = g192A3. Jos
g € As, on gAs = As. Laske ainakin joitain tuloja g1 As - g2 As. Voit kiyttda
edellisen demokerran kertolaskutaulua.

Mallivastaus: Lagrangen lauseen perusteella tekijiryhméssa on |S3|/|A3| =

6/3 = 2 alkiota, ja edellinen tehtévi vahvistaa tdmén. Esimerkiksi As-(12)A3 =
(12)As = {(12),(23), (13)}, (12)A3 - (13)A3 = (12)(13) A3 = (132) A3 = A3.

7. Totea, etté 2 € F1; generoi kunnan F1 multiplikatiivisen ryhméan. Ohje: Totea,
ettd kaikki kunnan Fi; nollasta eroavat alkiot saadaan luokan 2 potensseina

2° 2" 2% ine.
Mallivastaus: 2° =4,2° =8,2' =16=5,2"=5.2=10,2°=2.10=20 = 9,
2'=2.9=18=7,2"=2.7=14=3,ja2’ =2-3=G.



8. Olkoon v syklisen ryhmin C generaattori. Kuinka monta ryhméoperaatiota
(ryhmiin kertolaskua) riittid v202% laskemiseksi? Ohje: Kéytd luennolla esitel-
tya perakkiisten nelidimisten menetelmai.

Mallivastaus: 2026 = 219 429 + 28 4+ 27 426 4+ 25 1 23 1 21 joten

10 9 8 7 6 5 3
N2026 _ (21020 28 2T 20 as (28 2
Tissi tarvitaan 7 ryhméoperaatiota, ja alkioiden 42 = -7, 722 =242 723 =
v22.422 ... 7210 = 729 ‘729 laskemiseen tarvitaan lisdksi 10 ryhméaoperaatiota.
Yhteisméara on siis 17 operaatiota.

9. Selvitid onko polynomi 22 + x + 1 € Fa[z] jaoton. Ohje: Mieti mit# astetta
tekijat voisivat olla ja mitd jaollisuus tarkoittaisi nollakohtien osalta.

Mallivastaus: Polynomin epétriviaalit tekijat voivat olla vain ensimmaisté as-
tetta. Tekijihajotelmasta 22 + 2 + 1 = (x + a)(x + b) kuitenkin seuraisi, et-
td polynomilla olisi kunnassa Fo nollakohta x = —a. Mutta kunnassa Fy on
0240+1=1jal'+1+1 =1, joten polynomilla ei ole nollakohtia. Nin
ollen silld ei myoskddn ole ensimmaéisen asteen tekijoitd ja siksi se on jaoton
kunnassa [Fs.



