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Luku 1
Johdanto

Opintokokonaisuuden Insindorimatematiikka A, B, C ja D tarkoitus on esittdad perustiedot valikoi-
duista differentiaali- ja integraalilaskennan tyokaluista, joita sovelletaan teknisilld aloilla. Néitid ei
kuitenkaan ryhdytd kisittelemédn heti osassa A, vaan tdmin osan aluksi esitellddn matematiikan pe-
rusteita kuten logiikkaa, matemaattista paattelyd, joukko-oppia, funktioiden peruskisitteitd ja komp-
leksilukujen perusteita. Naistd lahtokohdista péastddn kursseilla Insindorimatematiikka B, C ja D
kisittelemién differentiaali- ja integraalilaskennan rakennetta ja sovelluksia, Fourier-analyysid, in-
tegraalimuunnoksia, kuin myo6s edellimainittujen menetelmien yhdistdmisti lineaarialgebraan.

Pohjatiedoiksi kurssille Insindorimatematiikka A tarvitaan lukiokurssien laajan matematiikan
tuntemus. Osallistujien otaksutaan hallitsevan ainakin alkeellisen joukko-opin, itseisarvon kisit-
teen, tavanomaiset polynomit, juurenoton, murtolausekkeet, potenssi- ja eksponenttimerkinnit, al-
gebrallisten lausekkeiden kisittely- ja sievennyssdannot, perusmenetelmié yhtédloiden ratkaisemisek-
si, epdyhtiloiden kisittelysdaannot, yksinkertaisten epéayhtédloiden ratkaisumenetelmii, trigonometris-
ten (sin, cos, tan), eksponentti- ja logaritmifunktioiden (e¥, Inx) perusominaisuudet.

1.1 Matematiikasta ja sen opiskelusta

Encyclop&dia Britannican mukaan matematiikka on rakennetta, jirjestystd ja suhteita kisitteleva
tiede, joka on kehittynyt yksinkertaisesta lukuméérien laskemisesta, mittaamisesta ja muotojen ku-
vailusta.

Laskemisen taito on selvisti vanhempi kuin kirjoitustaito ja siksi matematiikan syntyi ei voida
ajoittaa historiantutkimuksen keinoin. Varhaisin laskemiseen viittaava arkeologinen 16ydds on ajoi-
tettu noin 35 000 vuoden taakse, mutta vanhimmat sdilyneet kirjalliset dokumentit varsinaisen ma-
tematiikan harjoittamisesta ovat periisin Egyptistd noin neljdn vuosituhannen takaa. Ajanlaskumme
alkua edeltdvind vuosisatoina matematiikka nousi kreikkalaisessa kulttuurissa kukoistukseen, jol-
le ei 1oytynyt vertaista ennen uuden ajan alkua. Vasta 1600-luvulla alkanut ja nykypdiviin jatkuva
matematiikan nousukausi ylitti muinaisten kreikkalaisten saavutukset.

1800-luvun puolivilin jdlkeen alkaneen kehityksen myd6td matematiikka on jakautunut kymme-
niin, jopa satoihin osa-alueisiin, ja ensikatsomalta saattaa niyttédd, ettd joillakin alueilla on varsin vi-
hin tekemisti toistensa kanssa. Syvillisempi perehtyminen kuitenkin paljastaa, ettd eri osa-alueita
yhdistivit useat rakenteelliset piirteet.

Laajojen matematiikan kokonaisuuksien omaksuminen yleensa helpottuu, mikili pelkkien lasku-
menetelmien lisdksi perehdytddn myos perusteisiin. Insindorimatematiikan opintokokonaisuus poik-
keaakin lukiomatematiikan kursseista luultavasti eniten siini, ettd tdll4 kurssikokonaisuudella pereh-
dytddn matematiikan rakenteisiin lukiokursseja syvillisemmin. Kurssin ensimmiinen mieleenpai-
nettava asia onkin seuraava: ainoa keino matematiikan kunnolliseen osaamiseen kulkee perus-
teiden ja kisitteiden hyvin hallinnan kautta.

Tamén kurssin opinnot jakautuvat luentoihin ja harjoitustehtdviin. Yleisesti hyvéksi koetun kdy-
tdnnon mukaan harjoitustehtdvien yhteydessid kannattaa varmistaa, ettd ratkaisun perustelut tulivat
ymmaérretyksi. Matematiikan opinnoissa pidetédédn yleensi oikeita perusteluja tirkedmpind kuin vir-
heetontid ratkaisua, silld oikeiden perustelujen myoté saatu virheellinen ratkaisu johtuu usein helpos-
ti korjattavissa olevasta erehdyksestd. Sen sijaan virheelliset perustelut voivat johtaa oikeaan ratkai-
suun vain sattumalta.
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1.2 Matematiikan merkinnoisti

1.2.1 Kreikkalaiset aakkoset

Matematiikan ohella useilla luonnontieteen aloilla kéytetddn kreikkalaisia aakkosia, jotka on siis
syytd opetella. Joistakin pienistd kirjaimista kdytetddn kahta eri muotoa.

afa A o ioota [ 1 thoo P p
beta B kappa K kK, sigma X o,¢
gammal'y lambda A A  tau Tt
delta A6 myy Mpu ypsilon Y v
epsilon £ €  nyy Nv fi D 9,0
zeeta Z §  ksii EE khii X g
eeta HmM omikron O o  psii Yy
theeta © 6, ¥ pii II n, ® oomega 2 ®

1.2.2 Joukko-opin ja logiikan merkinnoisti

Adrellisen tai numeroituvan #irettomsin joukon merkitsemiseen kiytetisin aaltosulkeita: A = {1,2,3},
B = {3,4} tai N={1,2,3,...}. Joukkoon kuulumisesta kiytetdin merkintid € ja pdinvastaisesta
merkintidé ¢. Esimerkiksi 2 € A, mutta 2 ¢ B. Tyhjdstd joukosta, johon ei kuulu yhtéin alkiota, kiy-
tetddn merkintda 0. Tatd merkintéd ei tule sekoittaa kreikkalaisen aakkoston ¢-kirjaimeen.
Tavallisimmat joukkojen viliset operaatiot ovat

* Unioni eli yhdiste. Esimerkiksi AUB = {1,2,3,4}
* Intersektio eli leikkaus. Esimerkiksi ANB = {3}
* Differenssi eli erotus. Esimerkiksi A\ B ={1,2}.

Joukko-oppia kisitelldan enemmin luvussa 3.
Yleisimmiit logiikan merkinnit ovat konnektiivit

* A (konjunktio eli looginen ja)

* V (disjunktio eli looginen tai)

e — (negaatio eli looginen ei)

* — (implikaatio eli looginen seuraus)

sekd kvanttorit

* VY (universaalikvanttori)
* J (eksistentiaalikvanttori)

Logiikkaa késittelevissd luvuissa tdsmennetdédn ylldolevia merkint6jd, mutta toistaiseksi merkinnéat
kisitetddn intuitiivisesti. Jos siis P ja Q ovat viitelauseita, merkitsee esimerkiksi P A Q yhdistettya
viitelausetta ”P ja Q”, kun taas —P tarkoittaa P:lle vastakkaista viitettd. P — Q voidaan lukea “’jos
P niin O0”.

Kvanttorit tulkitaan siten, ettd (Vx)P(x) tarkoittaa “kaikille x:ille pitee P(x) ja (3x)P(x) “on ole-
massa x jolle pitee P(x)”. On huomattava, ettid merkintid = kiytetdin osoittamaan loogista seuraus-
ta aivan kuten konnektiivia —, mutta télld kurssilla — on varattu muodollisten loogisten viittdmien
yhdistdmiseen, kun taas merkintidd = kéytetddn osana matemaattisesti varustettua suomen kieltd.

Esimerkki 1.
a=b=a+1=b+1

on suomen kielen lause, jossa kerrotaan ettd ehdosta a = b seuraa ehto a+ 1 = b+ 1. Sen sijaan
a+b — a+1=>b+1 on predikaattilogiikan (perehdytdin myShemmin) kaava, johon ei vilttimitta
katsota siséltyvin luonnollisen kielen elementteja.
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1.2.3 Summa- ja tulomerkinndit

Summa- ja tulomerkinnit X ja IT ja niiden kisittelysdannot saavat lukiokurssissa yleensd vain vihin
huomiota. Niitd merkint6jd kdytetddn kuitenkin hyvin yleisesti ja siksi niihin on syyté perehtya.
Summa voidaan merkitd lyhyemmin

n
aj —|—a2—|—...+an=Zai
i=1

jatulo
n
ay-ay-...-dy :Ha,-.
i=1

Tissd luvussa kisitelldin jatkossa ainoastaan summamerkinndn manipulointia, koska vastaavat ké-
sittelysddannot voidaan saada helposti myds tulolle.

Summausindeksin i valinta ei ole tirked, yhtd hyvin ylld oleva summa voitaisiin kirjoittaa muodos-
n

sa Z ay, tarkedd on ainoastaan, ettd summausindeksié ei voi vahingossa sekoittaa johonkin toiseen

k=1
lausekkeissa esiintyviin muuttujaan tai vakioon. Erityisesti kompleksilukujen yhteydessid (luku 6)
pitdd karttaa i:n kayttod indeksind. Summamerkinnin ideana on, ettd summausindeksi juoksee 1dpi
esiintyvien lukujen ay, ..., a, indeksoinnin luvusta 1 lukuun #, ja timi ilmaistaan summamerkin )
ala- ja yldpuolella olevilla rajoitteilla ”i = 1" ja "n”.

Summamerkintid kayttden voidaan vaikkapa n:n ensimméisen kokonaisluvun summa kirjoittaa
lyhyempéin muotoon:

n
142+ +n=) i
i=1
On kuitenkin huomattava, ettd kyseessd on vain merkintitapa, eikd se anna mitddn keinoa ndyttid
toteen, ettd
n
. o nn+1
i=1

mikd kylld pitdd paikkansa. Télld kurssilla esitetddn menetelmid, joilla ylld oleva yhtidlo voidaan
todistaa oikeaksi.

Summamerkinnin kisittelyyn liittyvit sddnnot saadaan suoraan yleisistd summia koskevista sdéan-
noistd sekd summamerkinnin méérittelystd. Esimerkiksi tavanomainen osittelulain soveltaminen

clai+ar+...+a,) =car+car+...+cay

voidaan summamerkintdd kdyttden kirjoittaa muotoon

n n
c Z a; = Z ca;.
i=1 i=1
Samoin summattavien jasentely

(a1 +ay+...+ap)+ (b1 +by+...+by) = (a1 +b1) + (aa+b2) + ...+ (an +by)

saa muodon
n

iai“rib[ = Z(ai-i-b,’).
fny

i=1 i=1
Edelleen, summamerkinti voidaan aina “katkaista”: jos 1 < m < n, voidaan tietysti kirjoittaa

ai+...+tay,=a1+...+ap+apy1+...+ay,

miké voidaan edelleen lyhentdd muotoon

=

n

m
ai:Zai—i— Z a;.
1 i=1

i i=m+1
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Summausindeksin muutos on suora seuraus merkintitavasta:

n+1

n n—1
Yoa, Yai ja ) an
i=1 i=2 i=0

tarkoittavat samaa asiaa. Yleisend sdintoni pitee, ettd summausmerkinnén yld- ja alarajaa voidaan
nostaa yhdelld, jos summalausekkeessa esiintyvéstd indeksistd vihennetdédn yksi. Samoin summaus-
merkinnén rajoja voidaan laskea yhdelld, jos summalausekkeen indeksiin lisétddn ykkonen. Tarvit-
taessa summamerkinnén rajan nostoa tai laskua voidaan tietenkin soveltaa useamman kerran perak-
kéin.

1.3 Lausekkeiden suuruusarvioista

Differentiaali- ja integraalilaskennan perusteiden hallinnan vuoksi on vilttdimétontd tuntea joitakin
yksinkertaisia sddntojd, joilla lausekkeiden suuruutta voidaan arvioida. Tarvittavat sddnnot voidaan
tiivistdd seuraaviin muotoihin.

* Summa ei pienene jos summattavia ei pienennetd. Symbolein timi voidaan merkitd seuraavasti:
Jos A < CjaB<D,niin
A+B<C+D.

Vastaava sdidntd voidaan kirjoittaa myos tapauksessa, jossa summattavia ei suurenneta.
* Positiivisten lukujen tulo ei pienene jos tekijoitd ei pienennetd: Jos 0 <A < Cja0 < B < D, niin

AB < CD.

Yl1l4 olevia sddntodja sovellettaessa sanotaan, ettd A:ta on arvioitu ylospdin C:ksi ja B:td D:ksi.
Sddnnot yleistyvit suoraviivaisesti myos tapaukseen, jossa summattavia tai tulon tekijoitd on
enemmin kuin kaksi.
» Positiivisten lukujen osamééri ei pienene, jos osoittajaa ei pienennetd ja nimittdjda ei suurenneta:
Jos0<A<CjaB>D>Q0,niin
A _C
—< .
B~ D
Vastaava sdéntod voidaan kirjoittaa myos tapaukselle, jossa osoittajaa pienennetidin ja nimittdjad
suurennetaan.
* Niin kutsuttu kolmioepdiyhtiilé |A + B| < |A| + |B| seuraa edellisisti ja itseisarvon miéritelmést,
mutta se on joka tapauksessa hyvé painaa mieleen jo tdssd vaiheessa.

Paitsi differentiaali- ja integraalilaskennan perusteissa, voidaan edelldmainittuja sddntoja kayttad
my0s yksinkertaisten johtopéitosten tekemiseen.

Esimerkki 2.
1 1 1 1

1 > 3 > 3 >4...
Esimerkki 3. Jos 0 <x<1,onx*=x-x<x-1=x, siis k'aiyr'aiy:)c2

kan 0 <x<1.

on suoran y = x alapuolella,

Esimerkki 4. Olkoon n parillinen. Téll6in

14243+ +n=1+2+... 45+ (G+1)+...+n
>0+0+...40+ 5 +..+5=5%-5=5,

kun taas
14243+...4n<n+n+n+...+n=n-n=n".

Esimerkki 5. Koska —1 < sinx,cosx < 1, on

4cos?x

deott 4,
34+sinx — 3-—1



Luku 2
Logiikan alkeita

2.1 Matematiikan perusteista

Matematiikka eroaa luonnontieteisté (esim. fysiikka, kemia, biologia) ja yhteiskuntatieteistd (esim.
sosiologia, taloustiede) oleellisesti siind, ettd matematiikan viitteité ei voida todentaa (verifioida) tai
kumota (falsifioida) empiirisesti, siis havaintojen perusteella. Tamé voidaan ilmaista my®ds siten, etti
matematiikan késitteitd ei kytketd reaalimaailman olioihin operationaalisesti.

Historiallisesta ndkokulmasta katsoen on huomautettava ettd matemaattiset teoriat tosin yleensi
muodostetaan jonkin konkreettisen tarpeen mukaan. Télloin my6s peruskisitteet, -ominaisuudet ja
-suhteet yleensd syntyvit reaalimaailman olioista abstraktion (jota suomeksi voitaneen kutsua raken-
teiden ja niiden ominaisuuksien tiivistimiseksi tai pelkistamiseksi) kautta. Esimerkiksi lukuméiran
kisite on tunnettu jo ihmiskunnan esihistoriassa, mutta /ukuja yksi, kaksi, kolme, jne. ei sellaisenaan
ole fysikaalisina olioina olemassa. Ne ovat ainoastaan ihmismielen abstrakteja eli tiivistettyjd kuvia
reaalimaailmassa esiintyvistd konkreettisista késitteistd. Vaikka matemaattisten objektien kuten lu-
kujen toivotaan kuvaavan hyvin reaalimaailman asiantiloja (esim. lukuméiria ja niiden yhdistamista
lisaamalld, kertomalla tai vdhentdmailld), ei matematiikan luku- tai muidenkaan késitteiden ominai-
suuksia voida silti yleisesti perustella havaintojen pohjalta. Havainnot voivat kylld tukea ja joissain
tapauksissa my0s kumota matemaattisen viittimén, mutta tyypillisin ongelma nousee siitd tosisei-
kasta, ettd matemaattiset teoriat pyrkivit yleensd puhumaan ddrettomdistd miéristd tapauksia, kun
taas havainnot voivat kattaa vain dérellisen méérin.

Esimerkki 6. Lukujen liitdnnaislaki eli assosiatiivisuus tarkoittaa sité, etti
(a+b)+c=a+(b+c), 2.1

olivatpa a, b ja ¢ mitd hyvinsi lukuja. Kun + ymmirretdédn tavallisena yhteenlaskuna, on hyvin
ymmaérrettavid, ettd assosiatiivisuus pitee kaikille reaalimaailman lukumaédirille. Sen sijaan asso-
siatiivisuus matemaattisena viittimini ei ole itsestddn selv, silld luvut a, b, ja ¢ pitdd ymmartid
reaalimaailmasta riippumattomiksi olioiksi. Sama pitee abstraktien olioiden a, b ja ¢ yhteenlaskul-
le: sen matemaattinen muoto ei ole konkreettista lukuméarien yhdistamistd, koska matemaattisesssa
maailmassa a, b ja ¢ ovat vain lukuméirien ideaalisia vastineita, eivitkd lukumiérid. Tdmén vuoksi
liitanniislakia (2.1) ei voida matemaattista teoriaa muodostettaessa pitdd itsestddn selvénd, vaan se
pitdd kirjata teorian perusominaisuudeksi, aksioomaksi. Vaihtoehtoisesti perusominaisuudeksi voi-
daan kirjata jokin muu, josta (2.1) loogisesti seuraa.

Matemaattisessa teoriassa tiarkeampdd kuin itse oliot ovat aina niiden viliset suhteet ja operaa-
tiot. Juuri timin vuoksi matematiikan sanotaan olevan suhteen, rakenteen ja jdrjestyksen tiede. Ka-
siteltidvien perusolioiden ontologialla eli olemassaolon luonteella ei ole merkitystd, vaan ainoastaan
silld, miten matemaattiset objektit toisiinsa suhtautuvat. Esimerkiksi luonnollisten lukujen teorian
ymmaértimisen kannalta ei ole tirkedd saavuttaa ymmairtamystéd luonnollisten lukujen olemuksesta,
siis siitd mitd objektit 1, 2, 3, ... ovat, vaan siitd, mitkd ovat niiden viliset operaatiot ja suhteet. Tie-
tysti perusolioista maéritelmien kautta rakennettavien olioiden luonteella on merkitystd, mutta vain
miiritelmdn ymmirtdmisen kannalta. Esimerkiksi matriisi médritelldsin erddntyyppiseni reaaliluku-
kaaviona, ja télloin tulee ymmairtdad mité reaalilukujen sijoittuminen kaavioon merkitsee matriisiope-
raatioiden kannalta.
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Kaikki matemaattiset teoriat voidaan esittdd aksiomaattis-deduktiivisessa muodossa, jos-
sa teorian perusolioiden ja -suhteiden olemassaolo esitetddn miidritelmini tai aksioomina eli
perusviittdmind. Muut teorian véittdmat eli lauseet eli teoreemat johdetaan loogisesti eli de-
dusoidaan aksioomista tai jo aiemmin dedusoiduista viittimistd. Matemaattinen feoria tar-
koittaa niiden lauseiden joukkoa, jotka voidaan aksioomista johtaa.

Esimerkki 7. Luonnollisten lukujen teoriassa voidaan peruskésitteiksi valita luvut 1, 2, 3, ... ja nii-
den yhteenlasku +. Yhdeksi teorian aksioomaksi voidaan valita liitdnndislaki (2.1). Yleensd niin
ei kuitenkaan tehdd, vaan luonnollisten lukujen teoria perustetaan vield alkeellisempiin késitteisiin.
Néami esitetidin esimerkissi 8.

Matemaattisen teorian kannalta on tirkedd, ettd teorian peruskdsitteet ja aksioomat olisivat mah-
dollisimman yksinkertaiset, silld abstraktista olemuksestaan huolimatta matemaattisen teorian toi-
votaan yleensd kuvaavan mahdollisimman hyvin jotain fyysiseen maailmaan liittyvai asiaa. Jos teo-
rian peruskdsitteet ja aksioomat ovat mahdollisimman harvalukuiset ja yksinkertaiset, on helpompaa
varmistua siité, ettd ne kuvaavat tarkasti toivottuja fysikaalisen maailman olioita.

Toinen syy aksioomajirjestelmien yksinkertaisuuspyrkimykseen on seuraava: osoittautuu, etti
jos teorian aksioomat ovat ristiriitaiset, voidaan niistd loogisesti johtaa mitd hyvinsi. Erityisesti
voidaan johtaa miké hyvinsé viitelause ja sen kielto. Teoriaa ei siis voida pitdad hyviksyttiavina (tai
edes mielenkiintoisena), jos sen aksioomat ovat keskenién ristiriitaiset.

Tamén vuoksi teorian aksioomien yksinkertaisuus on erittdin suotavaa: on uskottavaa, etti ristirii-
taisuudet nakyvit helpommin, mikili aksioomat ovat yksinkertaisia. Ikédva kylld timi pitda paikkan-
sa vain ddrimmadisen yksinkertaisissa matemaattisissa teorioissa. Yleensd ristiriidattomuus on erit-
tdin hankalasti (jos lainkaan) todennettavissa: 1900-luvulla matematiikan perusteiden tutkimus on
osoittanut, ettd lahes kaikkien mielenkiintoisten matemaattisten teorioiden aksioomajoukkojen ris-
tiriidattomuutta ei voida teoriassa itsessddn lainkaan todentaa. Ns. Godelin toisen epatidydellisyys-
lauseen mukaan teorian ristiriidattomutta ei teorian puitteissa voida todentaa, jos teoria on kyllin
rikas puhuakseen luonnollisista luvuista.

Esimerkki 8 (Giuseppe Peanon aksiomatisointi luonnollisille luvuille). Luonnollisten lukujen
teorian peruskdsitteet ovat joukko N, luonnollinen luku 1 € N ja luonnollisen luvun n seuraaja
s(n). Teorian aksioomat ovat seuraavat:

1. Jos n # m, niin s(n) # s(m) (kahdella eri luonnollisella luvulla on eri seuraaja).

2. Kaikille joukon N alkioille n pitee s(n) # 1 (ykkonen ei ole minkéén luonnollisen luvun
seuraaja).

3. Jos joukko A sisdltdd luvun 1 ja jokaisen sisdltdménsa luvun seuraajan, niin silloin A sisaltaa
kaikki luonnolliset luvut (induktioaksiooma).

Naistd peruskasitteistd ja aksioomista ldhtien johdetaan kaikki luonnollisten lukujen omi-
naisuudet. Esimerkiksi yhteenlaskun méérittely voidaan aloittaa madrittelemélld 1 +n = n+
1 = s(n) ja laajentaa tésté koskemaan kaikkia summia n + m. Samoin Késitteet suurempi kuin
ja pienempi kuin voidaan madritelld kiyttden pelkéstdan mainittuja peruskasitteita.

Vaikka Peanon aksioomat ovat yksinkertaiset, ei niiden ristiriidattomuutta voida todentaa perin-
teisen matematiikan puitteissa. Ristiriidattomuus voidaan todistaa pidemméille viedyn matematiikan
avulla, mikdli tiettyjen ddrettomien objektien ominaisuuksista oletetaan riittdvid sddnnonmukaisuuk-
sia.

Luonnollisten lukujen teoriaa voidaan laajentaa kokonaislukujen teoriaksi uusia kisitteitd maa-
rittelemélld. Samoin voidaan kokonaisluvuista pééstd rationaalilukuihin ja edelleen reaalilukuihin.
Toisaalta madritelmét voivat olla varsin monimutkaisia, ja siksi yleensé on perusteltua aksiomatisoi-
da reaaliluvut erikseen.
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Esimerkki 9 (Reaalilukujen aksiomatisointi). Reaalilukujen teorian peruskésitteet ovat joukko
R, nolla 0 € R, ykkonen 1 € R, yhteenlasku + ja kertolasku -. Reaalilukujen aksioomat on
tapana jaotella kolmeen ryhméén:

A) Kunta-aksioomat:

1. Kaikille reaaliluvuille a, b ja ¢ pitee a+ (b+c¢) = (a+b)+cjaa-(b-c) = (a-b)-c.

2. Jokaiselle reaaliluvulle a pitee 0+a=ajal-a=a.

3. Jokaista reaalilukua a kohti on olemassa a:n vastaluku —a, joka toteuttaa a + (—a) = 0 ja
jokaista nollasta eroavaa reaalilukua a kohti on olemassa kidnteisluku a~!, joka toteuttaa
a-a'=1.

4. Kaikille reaaliluvuille a ja b piteea+b=b+ajaa-b=>b-a.

5. kaikille reaaliluvuille a, b, ja c pitee a- (b+c)=a-b+a-c.

B) Jdrjestysaksioomat: On olemassa osajoukko R C R, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. Jokaista reaalilukua a kohti pitee tarkalleen yksi vaihtoehdoistaa € R, a=0tai —a € R,.
2.Josa,b e R, niina+b,a-beR.

C) Taydellisyysaksiooma: Jokaisella epityhjélld, ylhadltd rajoitetulla reaalilukujoukolla on
pienin yldraja.

Edelld mainittuihin késitteisiin perustuen voidaan maaritelld kaikki yleensa tarvittavat reaa-
lilukuja koskevat késitteet ja aksioomista johdetaan reaalilukujen ominaisuudet. Esimerkiksi
jarjestysaksioomassa mainittua osajoukkoa kutsutaan yleensi positiivisten reaalilukujen jou-
koksi ja tdimin avulla méiritellddn a > b tarkalleen silloin, kuna —b € R .

Esimerkki 10. Tarkastellaan esimerkin vuoksi, miten ylldolevista aksioomista seuraa se tunnettu asia,
ettd nollalla kertominen tuottaa aina nollan. Ensinnékin 0 = 0+ 0 kunta-aksiooman 2 perusteella, jo-
ten a-0=a-(0+0) =a-0+a-0 kunta-aksiooman 5 perusteella. Edelleen kunta-aksiooman 3
perusteella reaaliluvulla a - 0 on vastaluku —a -0, joka lisddmalla yhtdlon kumpaankin puoleen saa-
daan a-0+ (—a-0) = (a-0+4a-0)+ (—a-0). Soveltamalla kunta-aksioomia 3 ja 1 saadaan timéi
sievenemddn muotoon 0 = a - 0.

Huomautus 1. Kummassakin ylld olevassa esimerkissi kéytetdan joukko-oppia (johon perehdytdan
luvussa 3 tarkemmin) taustateoriana. Lisdksi aksioomia esitettdessd kdytetddn yleensd yhtdsuuruus-
symbolia ”="jonka ajatellaan siséltyvin logiikan merkint6ihin.

Insindorimatematiikan kurssikokonaisuuden kannalta keskeisin matematiikan osa-alue on diffe-
rentiaali- ja integraalilaskenta, ja sen perustana taas toimii reaalilukujen teoria. Néin ollen aksio-
matisointi esimerkissi 9 toimii teoreettisena pohjana ldhes koko Insinddrimatematiikan kurssikoko-
naisuudelle. Juuri se vastaa viime kddessa sellaisiin niihin kysymyksiin, jotka koskevat reaaliluku-
jen ominaisuuksia. Aksioomista voidaan johtaa muun muuassa kaikkien reaalilukujen ominaisuus
a? > 0, kunhan a > b ensin méiritelldin johdonmukaisella tavalla. Sen lisdksi niistd voidaan johtaa
kaikki yhtdloiden ja epdyhtiloiden kisittelysddnnot, esimerkiksi ettd kerrottaessa epdyhtilo negatii-
visella luvulla sen epdyhtidlomerkki kidntyy. Myos johdannossa esitetyt lausekkeiden suuruusarviot
voidaan johtaa reaalilukujen jérjestysaksioomista.

Tamin luvun lopuksi tarkastellaan lyhyesti matemaattisen teorian viitteiden fotuusarvoa. Aksio-
maattis-deduktiivisessa teoriassa teoriaa koskevat véittamaét eli lauseet johdetaan loogisesti aksioo-
mista, joten lauseiden totuus palautuu tilloin aksioomien totuuteen ja loogisten piittelysddntojen
patevyyteen.

Paittelysddntdjen pétevyydestd puhutaan enemmiin seuraavassa luvussa, mutta jo tdssd yhtey-
dessd voidaan todeta, ettd yleensd aksioomien totuusarvo on matemaattisen teorian kehittimisen
kannalta tdysin yhdentekevd seikka ja matemaattisen teorian lausetta sanotaan todeksi, mikéli se on
johdettavissa aksioomista.

On kuitenkin jdlleen muistutettava, ettd matemaattisen teorian aksioomia ei yleensa valita mieli-
valtaisesti, vaan niiden toivotaan kuvaavan mahdollisimman hyvin teorian objektien ominaisuuksia.
Jos esimerkiksi halutaan teorian kuvaavan luonnollisia lukuja, on syyti valita aksioomat siten, ettd
ne eivit ainakaan ole ristiriidassa luonnollisia lukuja koskevan intuition kanssa.
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Totuuden kisitteen kannalta matemaattista teoriaa voidaan verrata vaikkapa shakkipeliin: pelin
alkuasetelma vastaa aksioomajoukkoa ja sddntdjen mukaiset siirot patevid pidttelysiddntoja. Kukin
saannonmukaisilla siirroilla saatu asetelma vastaa matemaattisen teorian lausetta ja tdlloin mate-
maattisen teorian yhteydessd usein esiintyvd kysymys “onko tdma lause tosi?” vastaa shakkipelissd
kysymysti ”voidaanko tillainen asetelma saada pelisddntdjd noudattamalla?”

Shakkipelissi ei oteta kantaa siihen kysymykseen, onko pelin alkuasetelma jollakin tavalla "tosi”,
ja sama pitee myos matemaattiseen teoriaan. Oleellista on vain se, mitd aksioomista voidaan johtaa.

2.2 Paittelyn muotoja

Esimerkkind loogisesta paittelystd toimii mainiosti esimerkki 10. Siind reaalilukujen aksioomista
paiteltiin, ettd a -0 = 0. Looginen péittely ei kuitenkaan aina ole yhtd suoraviivaista, ja sen eri
muotoihin perehdytédén tdssd luvussa yksityiskohtaisemmin.

Paittelyn eri muodoista voidaan mainita ainakin deduktiivinen, induktiivinen ja abduktiivinen
paittely. Deduktiivisessa péittelyssd oletuksista johdetaan pdadttelysdcdntoja kiyttamalld johtopaa-
toksida. Deduktiivinen paittely on timidn monisteen logiikkaosan pidasia, ja sithen perehdytién tar-
kemmin seuraavissa luvuissa. Induktiivisessa pidttelysséd johdetaan joukosta tapauksia yleinen sidén-
t0, ja abduktiossa taas tyypillisesti tunnetuista sddannonmukaisuuksista ja seurauksesta paitelldin
mitd on tapahtunut.

Induktiivinen péittely on tyypillistd luonnontieteille, osalle yhteiskuntatieteistd ja lddketieteelle.
Induktiossa patellddn, ettd sdanto, joka toimii havaittujen tapausten yhteydessi, patee my0s yleisesti
("kaikki joutsenet jotka olemme nihneet ovat valkoisia, siis kaikki joutsenet ovat valkoisia”). Induk-
tiivinen paittely ei ole loogisesti sitovaa (Australiassa on mustia joutsenia; Cygnus atratus), mutta
induktiivisen péittelyn epdvarmuutta voidaan toisinaan arvioda tilastollisin menetelmin. Erityisen
tarkedd induktion epivarmuuden arviointi on lddketieteessi: halutaan, ettd johtopaitds “ladkkeelld ei
ole haittavaikutuksia” pitdd paikkansa mahdollisimman suurella todennékoisyydelld, vaikka ladketta
on voitu testata vain rajalliseen ihmisjoukkoon.

Abduktiivinen péittely on tunnettua erityisesti salapoliisitarinoista: ”Herra X :n néhtiin poistuvan
murhapaikalta, kenenkdin muun ei nihty poistuvan murhapaikalta, siis herra X on murhaaja”. Ab-
duktiivista padttelyd kdytetdidn jossakin miirin yhteiskuntatieteissd ja humanistisissa tieteissi, mutta
induktion tavoin abduktiivinen péittely ei ole loogisesti sitovaa.

Matemaattisten lauseiden todistamiseen kéytetddn ainoastaan loogisesti sitovaa deduktiivista
padttelyd ja siksi sithen perehdytdin jatkossa tarkemmin. Seuraavassa luvussa esitettivé predikaatti-
logiikka on formaali kieli matematiikassa kéytettivin deduktiivisen pdittelyn esittdmiseksi.

Esimerkki 11. Syllogismi on deduktion muoto, jossa kahdesta premissistéd (suomeksi ldhtokoh-
ta) (padpremissi ja alipremissi) padtellddn johtopdditos.

Jokainen ihminen on kuolevainen Sokrates on ihminen
(padpremissi) (alipremissi)
Sokrates on kuolevainen
(johtopaétos)

Harjoitustehtdvi: Mitd voidaan ylldolevasta syllogismista sanoa a) jos pddpremissi poistetaan
b) jos johtop#itos ei ole tosi?
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Taustatietoa

Aristoteles (AptototéAng, 384 eKr-322 eKr) oli kreikkalainen
filosofi, jonka katsotaan Sokrateen ja Platonin ohella vaikuttaneen
eniten ldnsimaiseen ajatteluun. Aristoteles kisitteli ldhes kaikkea
inhimillisen toiminnan piiriin kuuluvaa, luonnontieteistd valtiotie-
teisiin ja taiteisiin. Aristoteles analysoi loogista paittelyd ja kehitti
syllogistisen logiikan. Aristotelesta sanotaan usein logiikan iséksi.

(kuva: Wikimedia Commons)

2.3 Predikaattilogiikkaa

Antiikin Kreikan ajoista logiikka on toiminut tirkeind matematiikan rakennusosana, mutta 1800-
luvun puolivilistd ldhtien on esiintynyt suuntauksia, jotka korostavat matematiikan roolia logiikan
perustana. Téllainen on esimerkiksi George Boolen esittimi logiikan muotoilu, johon ei kuitenkaan
tdssd kurssissa erityisemmin perehdytd. Boolen toiden jidlkeen kévi varsin pian selviksi, ettd 1dhes
kaikki matematiikkaa koskeva deduktiivinen péittely voidaan esittdd kokonaan formaalissa (muo-
dollisessa, tulkinnoista vapaassa) esitysasussa, ja seuraavaksi perehdytddn kisitteisiin, joita tdmin
padmaidrin saavuttamiseksi tarvitaan.

Ensimmadinen askel logiikan rakenteiden jasentelysséd on abstrahointi. Palataan esimerkkiin 11 ja
merkitddn

I(x) =”x on ihminen”, K(x) ="x on kuolevainen” ja s="Sokrates”.

Kvanttoreita (kts. johdanto) ja nditd merkintdjd kiyttden lause ”Jokainen ihminen on kuolevainen”
voidaan nyt ilmaista muodossa (Vx)(I(x) — K(x)). Lause “Sokrates on ihminen” ilmaistaan muo-
dossa I(s) ja ”Sokrates on kuolevainen” puolestaan muodossa K (s). Koko péttely voidaan siis ab-
strakteilla merkinnéilld kirjottaa muotoon

(W) (I(x) = K(x))  I(s)
K(s)

Jatkossa kiytetddn merkintdd = osoittamaan loogista seurausta, ja tilld tavalla merkittyni esimerkin
11 syllogismi saadaan muotoon

{(vx)(I(x) = K(x)),1(s)} = K(s) 22

Esitysmuodossa (2.2) tirkedi ei ole se, ettd se on lyhyempi kuin esimerkin 11 muoto. Sen sijaan
oleellista on, ettd jalkimmaiisessd muodossa nédkyvit ainoastaan olioiden viliset suhteet, eivit oliot
itse. Muodossa (2.2) péittelystd voidaan todellakin riisua kaikki merkitykset: esimerkiksi I(x) ei
tarvitse valttdmattd merkitd ”x on ihminen”, eikd symbolin s tarvitse merkitd Sokratesta. Esitysmuoto
(2.2) sanoo vain, ettd premisseistd 1) “kaikille olioille ominaisuudesta / seuraa ominaisuus K’ ja 2)
“oliolla s on ominaisuus I”’ seuraa johtopiitds “oliolla s on ominaisuus K.

Muoto (2.2) selvisti yleisempi kuin esimerkki 11. Jilkimmiinen voidaan nimittdin fulkita esi-
merkin 11 péaittelyksi, mutta se voidaan tulkita myos monilla muilla tavoilla. Tarkein abstraktin
muodon (2.2) anti on kuitenkin se, paittelyn voidaan havaita olevan patevii, olivatpa I:n K:n ja s:n
merkitykset mitkd hyvinsa.
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Havaitaan, etti logiikan formaalissa esityksessi tarvitaan ainakin ominaisuuksia ilmoittavia méa-
reitd kuten /(x) ja K(x) Sokratesta koskevassa paittelyssd. Niitd kutsutaan predikaatti- eli relaa-
tiosymboleiksi. Matematiikassa on voitava puhua myos useamman objektin vilisistd suhteista. On
voitava esimerkiksi ilmoittaa ”x on pienempi kuin y” ja tdmi voidaan saavuttaa useampipaikkaisten
predikaattisymbolien avulla. Voidaan esimerkiksi ajatella, ettd P(x,y) tulkitaan viittiméksi ”x on
pienempi kuin y”.

Ainekset, jotka riittdvit matemaattisten teorioiden esittimiseen logiikan merkinnoin luetellaan
seuraavassa madritelméassi.
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Naistd aineksista voidaan rakentaa predikaattilogiikan kaavoja tai lauseita, jotka voidaan tulki-
ta matemaattisiksi vaittdmiksi. Tarkempi perehtyminen osoittaa, ettd funktiosymbolit eivét ole aivan
vilttdimattomid vaan ne voitaisiin kiertdd kdyttamalld predikaattisymboleja. Yleensd funktiosymbo-
lien avulla voidaan kuitenkin tiivistdd esitystd. Kidytdnnossa alaindeksejd ei tarvita, vaan muuttuja-
symboleille kidytetddn merkint6ji x, y, z, .. ., predikaattisymboleille A, B, C, ... ja funktiosymboleille
f, & h, .... Madritelméssa alaindeksit 1dhinni korostavat sitd, ettd muuttujasymboleja, predikaatti-
symboleja, ym. on olemassa rajaton maara.

Esimerkki 12. Viite “kaikille x:ille pitee x> > 0" kirjoitetaan logiikan kaavaksi ensin miettimall,
mitd ominaisuuksia pitdd ilmaista. Yksi téllainen ominaisuus on x > 0, ja se voidaan ilmaista ainakin
kahdella eri tavalla. Valitaan ensin esitystavaksi yksipaikkainen predikaattisymboli P(x) = "x > 0.
Toinen ilmaistava asia on funktio x — x2, jota voidaan valita edustamaan yksipaikkainen funktio-
symboli N(x). Niilld merkinnoilld esimerkin viite ilmaistaan seuraavasti:

(Vx)P(N(x)). (2.3)

Toinen esitystapa voidaan perustaa kaksipaikkaiseen predikaattisymboliin S(x,y) = "x >y” ja
vakiosymboliin n, joka tulkitaan nollaksi. Tlléin S(x,n) esittdd viittdméd x > 0 ja koko viittdmi
voidaan esittdd muodossa

(Vx)S(N(x),n). (2.4)

Esitystapojen suoraviivaistamiseksi voidaan kuitenkin sopia yksinkertaisemmista merkinndistd,
jotka korvaavat funktiosymbolit ja vakiosymbolit: N(x) sijasta merkitizin yksinkertaisesti x” ja n:n
sijasta 0 ja S(x,y):n sijasta merkitiddn x > y. Toisin sanoen, kiytetin niitd symboleja, jotka matema-
titkassa on tarkoitukseen valittu jo aiemmin. T4lloin viite voidaan kirjoittaa muotoon

(Vx)(x* > 0),

mutta tdssd esitysasussa on huomioitava, ettd funktio-, vakio- ja predikaattisymbolista on kdytetty
merkintdjd, jotka eivit varsinaisesti kuulu predikaattilogiikkaan. Asiayhteydesti ne voidaan kuiten-
kin ymmartdéd funktio- vakio- ja predikaattisymboleiksi. On myos huomattava, ettd predikaatti- ja
funktiosymboleita kéytetddn matematiikassa yleensé ns. infix-merkintdd varsinaisen predikaattilo-
giikan merkinnén sijaan. Tdmé tarkoittaa esim. siti, ettd merkinnin < (2,3) sijaan kirjoitetaan 2 < 3
ja+(2,3) sijaan 24 3.

2.3.1 Predikaattilogiikan syntaksi

Logiikan syntaksissa eli lauseopissa ilmaistaan, miten aakkostosta muodostetaan kaavoja hyviksyt-
tavilld tavalla. Aakkoston aineksista saadaan helposti aikaan kaikenlaisia kirjoitelmia, kuten esimer-
kiksi VR —xV —)c1 f1 A f2, mutta téillainen ei ole mielekis kaava.
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Esitystavan lyhentdmiseksi voidaan sulkumerkkeji jéttad pois erikseen sovittavilla tavoilla. Voi-
daan esimerkiksi sopia, ettd — sitoo vahvemmin kuin A ja V, ja ndmé puolestaan vahvemmin kuin <
ja —, jolloin kaava —¢ A y — 1 on lyhennysmerkinté kaavasta (((—¢) A ) — n). Sovitaan myds,
ettd kvanttorit sitovat vahvemmin kuin — ja V, jolloin (Vx)¢ V y tarkoittaa kaavaa (((Vx)9) V y)

Predikaattilogiikan kaavoja, jotka on muodostettu edellisen miiritelmdn mukaan, kutsutaan hy-
vinmuodostetuiksi kaavoiksi. Predikaattilogiikan semantiikka eli merkitysoppi koskee ainoastaan hy-
vinmuodostettuja kaavoja, ja muut kirjoitelmat jadvit kokonaan vaille merkitysté.

Edellisessd madritelmissd huomattavaa on, etti fermit ovat kaavan rakennusosia, jotka eivit sisél-
14 mitién viitelausetta. Sen sijaan kaava pitdé sisilldén aina viitteen: esimerkiksi R(#;,12,...) viit-
tdd, ettd termit 71, tp, ..., toteuttavat ehdon R(¢1,1,, .. .), miksi ikind se (ehto) tulkitaankaan. Lisiksi
muuttujia voidaan kvantifioida ja kaavoja voidaan yhdistii loogisilla konnektiiveilla.

Esimerkki 13. Esityksessd (2.2) s on termi, koska se on vakiosymboli ja samoin x on termi koska
se on muuttujasymboli. Sen sijaan /(x) ja K(x) ovat kaavoja ylldolevan mééritelméin mukaan. Myos
I(x) — K(x) on kaava, samoin kuin (Vx)(I(x) — K(x)) ja K(s).

Esimerkki 14. Esimerkissd 12 x on termi, samoin N(x). Sen sijaan P(N(x)) on kaava, ja samoin on
(Vx)(P(N(x)). Toisessa esitystavassa x, N(x) ja n ovat termejd, mutta S(N(x),n) on kaava, samoin
kuin (Vx)S(N(x),n).

Esimerkki 15. Kaavassa I(x) — K(x) x on vapaa muuttuja, mutta (Vx)(I(x) — K(x)) on lause, koska
kvanttori (Vx) sitoo muuttujan x.

Esimerkki 16. Kaavassa x> > 0 x on vapaa muuttuja, mutta (Vx)(x?> > 0) on lause, silld kvanttori
sitoo vapaan muuttujan.

Esimerkki 17. Kaavassa (Vx)I(x) kvanttori sitoo muuttujan x, mutta kaavassa (Vx)I(x) A K(x) on
x:114 seké sidottu (I(x)) ettd vapaa esiintymid K (x). Jalkimmdistd x:d4 kvanttori ei sido, joten kaava
(Vx)I(x) A K(x) ei ole lause.

Esimerkki 18. Peanon aksioomat voidaan kirjoittaa predikaattilogiikkaa kdyttamélld seuraavasti:
kiytetddn funktiosymbolia s, vakiosymbolia 1 ja relaatiosymbolia € (joukkoon kuuluminen). Tél-
16in aksioomat saavat muodon

© ()W) (= =y) = = (s(x) = 5(3)))
¢ (-(s0) = 1)
e WA ((1eAA(Vx)(x€A = s(x) €A)) — (Vx)(x € A))

Peanon aksiomatiikan formaalissa esitysmuodossa on oleellista huomata, ettd kahdessa ensim-
miisessd aksioomassa kvanttori kohdistuu muuttujasymboliin x, joka tulkitaan systeemin alkioksi,
kun taas kolmannessa aksioomassa kvanttori kohdistuu A:han, jonka tulkitaan olevan systeemin osa-
Joukko.

Peanon aksiomatiikassa kaksi ensimmdistd aksioomaa ovat tyypillisid ensimmaisen kertaluvun
lauseita, mutta kolmatta, ns. induktioaksioomaa ei voida esittda ensimmaéisen kertaluvun predikaat-
tilogiikalla. Samoin voidaan havaita, ettd reaalilukujen aksiomatiikassa kunta-aksioomat ovat ensim-
mdistd kertalukua, kun taas jirjestys- ja tdydellisyysaksioomat ovat toista kertalukua. Osoittautuu,
ettd kokonaislukuja sen enempéé kuin reaalilukujakaan ei voida tyydyttavilla tavalla aksiomatisoida
pelkidstddn ensimmaiisen kertaluvun predikaattilogiikan avulla.

2.3.2 Predikaattilogiikan semantiikka

Predikaattilogiikan semantiikka eli merkitysoppi on huomattavasti monimutkaisempaa kuin syntak-
si. Semantiikassa predikaattilogiikan kaavoihin liitetddn merkitys, jonka avulla ne tulkitaan tosiksi
tai epétosiksi. On huomattava, ettid kaavan totuusarvo voi muuttua tulkintaa vaihdettaessa.

Esimerkki 19. Kaava (Vx)(Vy)(x+y > 1) on tosi, jos muuttujien tulkitaan saavan vain luonnollisia
lukuja arvoikseen. Jos sen sijaan my0s negatiiviset luvut ovat mahdollisia, kaava on epéitosi.
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Esimerkki 20. Kaava (Vx)(3y)(x <y < x+ 1) on epitosi, jos muuttujat saavat vain kokonaislukuar-
voja. Sen sijaan reaaliarvoilla kaava on tosi.
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Esimerkki 21. Kun ¢ on vakiosymboli, x muuttujasymboli, f funktiosymboli ja R kaksipaikkainen
relaatiosymboli, on kaava R(x, f(c¢)) hyvinmuodostettu. Sen totuusarvo taas riippuu tdysin siitd, min-
kilainen tulkinta sille annetaan. Valitaan esimerkiksi tulkintaa varten tulkintajoukoksi kokonaislu-
kujen joukko Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} ja relaatiosymbolin R tulkinnaksi R(x,y) = "x>y” ja
funktiosymbolin tulkinnaksi f(x) = x*. Jos vield valitaan vakiosymbolin ¢ tulkinnaksi 2 ja x:n tul-
kinnaksi — 1, on kaavan tulkinta ”—1 > 22, miki on epétosi. Jos ¢:n tulkinnaksi olisi valittu 5, pitdisi
kaava tulkita todeksi.

Esimerkki 22. My6s x = ¢ on hyvin muodostettu kaava, joka tulkitaan todeksi tarkalleen silloin, kun
X ja c tulkitaan samaksi tulkintajoukon A alkioksi.

Kahden edellisen esimerkin kaavat ovat muotoa R(t1,f,,...) jat; = tp, siis atomikaavoja. Atomi-
kaavat tulkitaan aina kuten niissd esimerkeissé. Tiivistetddn tima vield seuraavaan madritelmaén.
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Monimutkaisempien kaavojen tulkinta alkaa atomikaavojen tulkinnasta, mink jilkeen tulkitaan
kvanttorit ja loogiset konnektiivit seuraavien méadritelmien mukaisesti.
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Huomautus 2. Edellinen miéritelma esittdd tulkinnan ainoastaan ensimmdisen kertaluvun predikaat-
tilogiikalle, jossa kvantifiointi ei ulotu tulkintajoukon osajoukkoihin, vaan ainoastaan sen alkioihin.
Tastedes tdssd luvussa oletetaankin predikaattilogiikan tarkoittavan ensimmdisen kertaluvun logiik-
kaa, ellei toisin mainita.

Esimerkki 23. Sidotaan esimerkin 21 vapaa muuttuja universaalikvanttorilla ja médritetdan néin syn-
tyneen kaavan (Vx)R(x, f(c)) totuusarvo. Tulkinnan ollessa sama kuin ennenkin (c tulkitaan luvuksi
2) viittii kaava seuraavasti: “’kaikille kokonaisluvuille x pitee x > 22. Niin ollen kaava tulkitaan
epatodeksi.

Esimerkki 24. Selvitetdidn kaavan (3x)R(x,y) totuusarvo esimerkin 21 tulkinnassa. T#llin R(x,y)
tulkitaan kokonaislukujen relaatioksi x > y, ja kaava viittd4, ettd “on olemassa x joka on vihintdédn
y:n suuruinen”. Esimerkin 21 tulkinta ei kuitenkaan kiinnité y:td mitenkéin, joten y on vield tulkittava
erikseen, esimerksi luvuksi 4. Tilloin lause on selvisti tosi, ja lisdksi huomataan, ettd y:n neloseksi
tulkitseminen ei ole milldén tavoin erityisasemassa, vaan lause tulkittaisiin todeksi valittiinpa y:lle
miké hyvinsa tulkinta.
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Esimerkki 25. Selvitetddn kaavan
(I(s) A (Vx)(I(x) = K(x))) — K(s)

totuusarvo tulkinnassa, jossa tulkintajoukoksi A valitaan kokonaislukujen joukko, 7(x) tulkitaan “x
on parillinen”, K(x) ”x on suurempi kuin kymmenen”, ja s tulkitaan luvuksi 2. Tulkintaa varten
selvittién ensin atomikaavojen totuusarvo. Tissd tulkinnassa I(s) on viite "2 on parillinen”, siis
tosi. Seuraavaksi tarkastellaan osakaavaa I(x) — K(x), jonka tulkinta médrdytyy mééritelmén ??
mukaan: I(x) — K(x) tulkitaan epitodeksi vain, jos I(x) tulkitaan todeksi ja K(x) epitodeksi. Jos
esimerkiksi x tulkitaan luvuksi 4, on I(x) tulkittava todeksi, mutta K (x) epétodeksi. Talloin on siis
olemassa sellainen x:n tulkinta, joka valitsemalla osakaava /(x) — K(x). Tdémé havainto puolestaan
riittid siihen, ettd osakaava (Vx)(I(x) — K(x)) on tulkittava epétodeksi.

Nyt siis konnektiivin A tulkinnan mukaan osakaava I(s) A (Vx)(I(x) — K(x)) tulkitaan epitodek-
si, ja konnektiivin — tulkinnan mukaan koko kaava todeksi.

Esimerkki 26. Osoitetaan, ettd edellisen esimerkin kaava on tosi kaikissa tulkinnoissa. Koska kaavan
pidmuoto on implikaatio, voi se tulla epdtodeksi ainoastaan, jos osakaava (1(s) A (Vx)(I(x) — K(x)))
tulkitaan todeksi ja K (s) epitodeksi. Kuvitellaan sitten, etté jossakin tulkinnassa niin kiy. Koska en-
simmdisen osakaavan padmuoto on konjunktio, on vilttaméittd I(s) ja (Vx)(I(x) — K(x))) molemmat
tulkittava todeksi. Jalkimmaéisen osakaavan tulkinta todeksi tarkoittaa taas sit4, ettd kaikilla mahdol-
lisilla x:n tulkinnoilla 7(x) — K(x) tulkitaan todeksi, my®ds silloin kun x tulkitaan samaksi alkioksi
kuin s. Mutta aiemmin sanotusta tiedetiién, ettd /(s) tulkitaan todeksi ja K(s) epitodeksi, mikéd on
selvisti ristiriidassa sen kanssa, ettd (Vx)(I(x) — K(x))) pitdé tulkita todeksi. Ndin huomataan, etti
kuviteltua tulkintaa ei voi olla olemassa ja ettd kaava siis on tosi kaikissa tulkinnoissa.

Edellisen esimerkin kaavan totuusarvo ei siis riipu lainkaan tulkinnasta. Tama merkitsee sit4, ettd
kaava on muotonsa vuoksi tosi. Erityislaatuisien kaavojen nimityksid on koottu seuraavaan midritel-
méin.
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Esimerkki 27. Edellisessi esimerkissi todettiin, ettd kaava
(I(s) A (Vx)(I(x) — K(x))) — K(s)

on tautologia. Kun edellisen esimerkin sanallinen péittely luetaan uudelleen, huomataan, ettid K (s)
on tosi kaikissa niissé tulkinnoissa, joissa I(s) ja (Vx)(I(x) — K(x)) molemmat ovat. Tilldin sa-
notaan, ettid K(s) seuraa kaavoista I(s) ja (Vx)(I(x) — K(x)) loogisesti. Loogista seuraussuhdetta
tarkastellaan 1dhemmin seuraavassa luvussa.

Esimerkki 28. Kaava ¢ A —¢ on kontradiktio, olipa ¢ miki hyvénsi kaava.

2.3.3 Looginen seuraus

Tissd kurssissa termejd deduktiivinen pddttely ja loogisesti sitova pddttely pidetddn synonyymein4.
Niiden merkitys puolestaan on selvitetty seuraavassa madritelmissa predikaattilogiikan termein.

Huomautus 3. Tautologiat ovat kaavoja, jotka seuraavat tyhjistd premissijoukosta (miksi?) Télloin
¢ on tautologia” voidaan merkitd 0 = ¢ tai vield lyhyemmin = ¢.

Esimerkki 29. Osoita harjoitustehtivini oikeaksi seuraava viittama: Jos I' = {¢,...,¢,}, niin "
¢ tarkalleen silloin kun kaava ¢; A ... A ¢, — ¢ on tautologia.

Edellisen midritelmédn mukaan piittely on siis epidpatevid, mikéli voi esiintyé sellainen tulkinta,
jossa premissit ovat kaikki tosia, mutta johtopditds epitosi. Aivan kuten esimerkissid 26, voidaan
todeta, ettd paittely

{1(s), (vx)(I(x) = K(x)) } = K(s) (2.5)

on pitevii: tulkinnoissa, joissa I(s) ja (Vx)(I(x) — K(x)) on tosi, on myds johtopéitos K(s) tosi.
Paittely (2.5) on abstrahoitu versio Sokrates-esimerkistd 11, joten Sokratesta koskeva piittely on
loogisesti pitevad.

Huomautus 4. Kuten luvun alussa mainittiin, matemaattisen lauseen todistaminen merkitsee sen joh-
tamista aksioomista Ay, ..., Ax. Téten siis matemaattisen lauseen ¢ todistaminen on loogisen seu-
raussuhteen {Aj, ..., Ay} = ¢ toteen ndyttimisti.

Jos esimerkiksi tulee ndyttdd toteen, ettd luonnollisille luvuille pitee lause @, tapahtuu timi pe-
riaatteessa siten, etti valitaan esimerkin 8 Peanon aksioomat oletusjoukoksi {P;, P, P;}, ja timin
jilkeen niytetéddn toteen, ettd {Pj, P», P3} = ¢. Kdytinndssd uuden matemaattisen viittimain to-
distuksessa ei kuitenkaan tarvitse yleensd nojautua aksioomiin asti, vaan yleensd voidaan kiyttda
premisseind jo todistettuja lauseita (joiden siis jo tiedetddn seuraavan aksioomista).

Tami puolestaan perustuu siihen havaintoon, ettd looginen seuraussuhde on transitiivinen, miki
puolestaan merkitsee seuraavaa:

Lause 1. Jos IT E Ly jaI; = I3, niin I} = L.
Todistus. Perustuu suoraan loogisen seurauksen méiritelméédn (mieti miten). O

Edellisen lauseen mukaan looginen péittely on mahdollista pilkkoa osiin: Jos halutaan néyttaa
toteen, ettd lausejoukosta I = I seuraa loogisesti lause ¢, voidaan kayttdd

suoraa todistusta

LEGE..ELES,

jossa kukin lause joukossa I;; 1 on saatavissa edellisen joukon I; lauseista péittelylld, joka tiedetddn
piteviksi. Esimerkissd 27 on esitetty yksi loogisesti pitevi péittely, ja téllaisia esitetdén jiljempidnad
lisdd.

Toinen varsin usein matematiikassa kiytetty tapa seuraussuhteen I" = ¢ todistamiseksi on ns.
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episuora todistus, jossa osoitetaan, ettd lausejoukosta I' U {—¢ } seuraa loogisesti L,

siis lause joka on kaikissa tulkinnoissa epétosi. Vaihtoehtoisesti voidaan nédyttid toteen, ettd lause-
joukosta I'U{—¢} seuraa loogisesti jokin lause ¥ ja sen negaatio —\; myos timé riittid epdsuoraan
todistukseen. Tatéd todistusmallia kdytettiin esimerkissi 26, tosin sanallisesti eikéd loogisiin merkin-
toihin puettuna. Epdsuorassa todistuksessa véitettd —¢ kutsutaan vastaoletukseksi.

Lause 2. Jos lausejoukosta I' U{—¢@} seuraa loogisesti | (tai lause W ja sen negaatio =),
niin silloin lausejoukosta I seuraa loogisesti lause ¢.

Todistus. Osoitetaan ensin oikeaksi aputulos eli lemma joka viittdd seuraavaa: Jos lausejoukosta A
seuraa loogisesti L tai lause y seki sen negaatio —y, ei lausejoukolla A voi olla mallia.

Aputulos on seuraa melko suoraan loogisen seurauksen méadritelmésti. Jos nimittdin lausejoukolla
A olisi malli, olisi se my6s _L:in malli, mikd on mahdotonta. Samoin on mahdotonta, etti lausejoukon
A malli olisi yhtd aikaa y:n ja ~y:n malli.

Osoitetaan sitten oikeaksi varsinainen viittdmai. Loogisen seuraussuhteen I = ¢ toteen ndyttimi-
seksi on osoitettava, ettd mikd hyvénsa I":n malli on my6s ¢:n malli. Olkoon [ siis jokin I":n malli,
ja kuvitellaan, ettd se ei olisi ¢:n malli, siis ¢ on epitosi tulkinnassa /. Téll6in —¢ on tosi tulkinnas-
sa I, joten I on malli lausejoukolle I' U {—¢ }. Témi on kuitenkin mahdotonta, koska tisti joukosta
seuraa loogisesti L (tai lauseet ¥ ja —y), eikd silld siis voi olla mallia. O

Toisinaan voidaan kdyttdd myos

vastaesimerkKid. Jos halutaan néyttid toteen, ettd lausejoukosta I ei seuraa lausetta @, riittdd
loytad yksikin lausejoukon I' malli, joka ei ole lauseen ¢ malli. Téllaista mallia kutsutaan
vastaesimerkiksi.

Esimerkki 30. Lause (Vx)(x> —4 > 0) ei seuraa reaalilukujen aksioomista. Tami johtuu siiti, etti re-
aalilukujen aksioomien luonnollinen malli toimii vastaesimerkkini: luonnollisessa mallissa voidaan
valita esimerkiksi x = 0, eiki lause x2 — 4 > 0 silloin toteudu.

Esimerkki 31. Niytetdin, ettd lauseista K(s) ja (Vx)(I(x) — K(x)) ei seuraa loogisesti lause I(s).
Tétéd varten voidaan valita tulkintajoukko kokonaislukujen joukoksi ja tulkita K(x) relaatioksi “x >
0” ja I(x) relaatioksi ”x > 2”. Kun lisdksi s tulkitaan vakioksi 1, huomataan ettd K (s) ja (Vx)(I(x) —
K (x)) saavat totuusarvon 1 téssé tulkinnassa, mutta I(s) totuusarvon 0.

2.3.4 Gentzenin luonnollisen deduktion jdrjestelmd

Teorian soveltamisen kannalta keskeiseksi ongelmaksi nousee sen selvittdminen, seuraako jokin
lause aksioomista vai ei. Valitettavasti loogisen seuraussuhteen nikeminen saattaa toisinaan olla var-
sin hankalaa.

Titd ongelmaa voidaan ainakin yrittdd 1dhestyd seuraavasti: Jos on selvitettiva seuraako premis-
sijoukosta I" lause ¢, voidaan ryhtyd muodostamaan lauseita, joiden varmasti tiedetdiin seuraavan
tdstd joukosta. Jos esimerkiksi joukossa I" on lause /(s) ja (Vx)(I(x) — K(x)), tiedetdén (2.5):n pe-
rusteella, ettid joukosta I' seuraa loogisesti lause K(s). Jos timénkaltaisten varmojen loogisten seu-
raussuhteiden avulla saavutetaan lause ¢, on se looginen seuraus joukosta I".

Tatd 1dhestymistapaa varten tulee kehittdd joukko pétevid paittelyjd, joita voidaan kayttdd padt-
telysdéntoind. Gerhard Gentzen (1909-1945) on esittdnyt vuonna 1935 péittelysadnnot, joita kutsu-
taan luonnollisen deduktion jirjestelmdksi. Nimitys johtuu siitd, ettd Gentzenin sdédnnot formalisoi-
vat tavallisen johdonmukaisen péittelyn.
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Luonnollisen deduktion jirjestelma
Konnektiivien introduktio- ja eliminointisddnnot

¢»/
o 0y v
(IN): T (v): Vv ja T (I—) T
q)/ (P»/ w/
1 v 9
(=) =y (I+) ryTeY
¢/ W\/
. AV BNV A n o ¢y
(EN): ) v (EV): P (E —) v

(E=): ¢ Lﬂ(i) (E+): ¢ q;;_) v ¥ ZH L4 (EL): % (¢ voi olla miké hyvinsi)
—¢v
1
(RAA) o

Kvanttoreiden introduktio- ja eliminointisddinnot

R 1C)) . 9@
™): e -

By, 000 o G99W v
o) v
Kvanttorisddntijen rajoitukset: (IV): x ei saa esiintyd vapaana missdin (poistamattomassa) oletuksessa, josta
¢ (x) on johdettu. (E3): x ei saa olla vapaa y:ssi tai johdon ¢ ... ¥ (poistamattomissa) oletuksissa paitsi ¢:ssi.
(EV) ja (I3): mikdén vapaa muuttuja termissé # ei saa tulla sidotuksi, kun kaavaan ¢ (x) sijoitetaan x:n paikalle
t (Talloin sanotaan, ettd f on x-vapaa ¢:n suhteen).

Yhtisuuruussadannot
= x=y y=z
YS1): YS2): Ys3): —=— -~ =
(¥rsy) s2: =2 s i
XI=Y1 0=y ... Xn=)n
YS4):
sy f@o1,x2, . 0m) = f(y1,52,- -, )
hi)e ISV GBS e RS R(X1,%2,- -, Xn)

R(y1>y27 o0 ayn)

Implikaation introduktiosddnndssd (I —), kuten useissa muissakin sd@nndissd esiintyy kolme pistettd ja v -
merkki kaavan ylakulmassa. Kolme pistettd ¢:n ja y:n vililla merkitsevit sitd, ettd y on saatu jarjestelmén
saannoilld kayttamalld @:td oletuksena. Merkki v* puolestaan tarkoittaa, ettd silld merkitty kaava saadaan pois-
taa saannon soveltamisen jalkeen. Kaavan poistaminen saattaa olla tarpeen, jotta kvanttorisdant6ja (/V) ja (E3)
voitaisiin soveltaa rajoitukset huomioonottaen.

Tiukasti tulkiten yhtdsuuruussddntjen x:t, y:t ja z:t pitdisi ksittdd muuttujasymboleiksi. Osoittautuu kui-
tenkin, ettd luonnollisen deduktion jarjestelmén ilmaisuvoima ei muutu, vaikka ne kasitettdisiin termeiksi.

Kuva 2.1 Luonnollisen deduktion jérjestelmén saannot
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Esimerkki 32 (Kvanttorisiiinnin vddrinkdytto). Oletuksesta x = ¢ ei voida johtaa kaavaa (Vx)(x =
¢), koska x esiintyy vapaana poistamattomassa oletuksessa x = c. (IV)-sdéntod ei siis ole kiytetty
oikein.

Esimerkki 33 (Kvanttorisiicinnon védrinkdyttd). Lauseesta (Vy)(—y+y = 0) ei voida johtaa lausetta
(3x)(¥y)(x +y = 0), vaikka se muodollisesti saadaankin sijoittamalla edelliseen lauseeseen —y:n
paikalle x ja lisdédmaélld universaalikvanttori Vx. Tdlld tavoin ei kuitenkaan ole kdytetty (/3)-sddntoa
oikein, silld termissé ¢+ = —y tulee y sidotuksi, jos kaavaan (Vy)(x+y = 0) sijoitetaan x:n paikalle
—y.

Kuvassa 2.1 esitetddn Gentzenin jérjestelmin sddnnot yksityiskohtaisesti samalla tavalla kuin So-
kratesta koskevassa esimerkissd. Kukin sddnté on muotoa

o192 P
¢ )
missd @q, @2, ..., @, ovat premisseji tai johtoja ja ¢ niistéd johdettava kaava.
Esimerkki 34 (Esitetddn luennolla). Tulkitaan Gentzenin jirjestelmén sdantoja.

Esimerkki 35. Séinto (I —) perustuu siihen, ettd jos I’ U{¢} = v, niin I" = ¢ — v (harjoitusteh-
tava).

Huomautus 5. Gentzenin jarjestelmdn mukaisen johdon esittiminen on yleensi havainnollisinta yl-
hiiltd alaspdin etenevissid kaaviossa, jossa ylimmaksi kirjoitetaan premissit, sen jilkeen niisti saadut
johtopiaitokset, sitten ndistd saadut johtopéitokset, jne. Kaaviossa esitetddn myos, mitd sddntojd on
kiytetty.

Esimerkki 36. Johdetaan kaava ¢ — (¢ — ¢) tyhjisté oletusjoukosta. Valitaan ensin (tilapiisiksi)
oletuksiksi 1) ¢ ja 2) y. Soveltamalla ndihin sdéntod (I —) saadaan kaava y — ¢, jolloin oletus 2)
voidaan poistaa. Kéyttimilld taas sdidntod (I —) saadaan ¢ — (y — ¢), jolloin oletus 1) voidaan
poistaa. Kaavan ¢ — (y — ¢) johto tyhjisti on siis jono ¢, y, v — ¢, ¢ — (¥ — ¢), missi v’
ilmaisee poistetuksi merkityt oletukset. Kaaviona tdmai johto voidaan esittdd seuraavasti:

)4y 2)
A AN

Y >
S A SR
o —(y—9)

Esimerkki 37. Mikili havainnollisuuden vuoksi tarkoituksenmukaista, voidaan kaaviossa toistaa jo-
kin premissi, vaikka sen ajatellaankin esiintyvédn johdossa vain kerran. Tétd voidaan korostaa valit-
semalla sama numero premissin eri esiintymille. Valitaan esimerkiksi premissiksi ¢ A y ja kidytetdidn
Gentzenin jéirjestelmai:

1) v
Vorw’ g OV gy
—v 9
In)
w—/\(P(I*> 1/)
OANY = YA ’

Viimeisintd sddntod kayttimalld voidaan premissi ¢ A y poistaa, miki tarkoittaa sitd, ettd kaava
¢ Ay — w A ¢ on johdettu tyhjésté oletusjoukosta.

Esimerkki 38. Johdetaan lausejoukosta I' = {(Vx)(I(x) — K(x)),I(s)} lause K(s).

Y (vx)(I(x) = K(x))
K(s)

(EY)

=
2}
&
1l

21(s)

KG) (E —)

Huomaa, ettd tdssd esimerkissda molemmat oletukset jdivit poistamatta, mutta ndin oli tarkoituskin,
koska kyseessd ei ollut johto tyhjésti oletusjoukosta.

Esimerkki 39. Olkoon + kaksipaikkainen funktiosymboli. Johdetaan kaava (Vx)(Vy)(Vz)(x =y —
x+z =y+7) tyhjisti oletusjoukosta.
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1) — v ?(YSD
=) LT (vs4)
xXt+z=y+z U — 1/)
X=y—=>Xx+7=y+2 :
y y (IV)

(VZ)(X:y*)X‘i’Z:y‘i’Z)
(W)(V2)(x=y > x+z=y+2)
(Vx)(Vy)(Vz) (x=y = x+z=y+2)

(Iv)
(Iv)

Huomautus 6. Esimerkki 39 esittdd formaalissa muodossa sen tunnetun seikan, ettéd jos yhtdlon mo-
lemmille puolille lisdtdén sama luku, seuraa nédin saatu uusi yhtidlo alkuperiisestd. Koska kaksi-
paikkaisen funktiosymbolin + olemuksesta ei ollut mitidin oletuksia, pitee vastaava péittely myos
esimerkiksi kertolaskulle.

Esimerkki 40. Osoitetaan, ettd jos muuttuja y ei esiinny kaavassa ¢(x), niin kaava (Vx)¢(x) <
(Vy)o(y) voidaan johtaa tyhjésti oletusjoukosta.

VW 2O0)
9(y) (1v) ¢ (x) ()
(%)00) (0) /1 0y
(V)6 (x) = (W)9 () o

Sédnnon (1Y) oikea soveltaminen perustuu siihen, ettd y ei esiinny kaavassa ¢ (x).

Esimerkki 41. Osoitetaan, ettd (3x)¢ (x) F (Jy)@(y), jos y esiinny kaavassa ¢ (x).

2o (x)"
D(E)ex) Gy
()¢ ()

Esimerkki 42. Olkoon + edelleen kaksipaikkainen funktiosymboli. Osoittautuu (harjoitustehtiva),
ettd kaavaa x+z = y-+2z — x =y ei voida johtaa tyhjasti oletusjoukosta. Tdmén kaavan johtamiseksi
otetaan kiyttoon vakiosymboli 0 ja kolme oletusta: O1) (Vx)(x+ 0 = x), 02) (Vx)(Vy)(Vz)(x +
(y+2) = (x+y)+2) ja 03) (Vx)(Iy)(x+y = 0). Nditi oletuksia kidyttimilld voidaan johtaa kaava
Xx+z=y+z— x =Y. Johto on pitki ja siksi se esitetdédn osissa.

Osa 1: Néytetéidn, miten oletuksesta O3 johdetaan kaava (3w)(z+w = 0):

(3
(E3,27)

93) (vx)(Iy) (x+y =0)
(I)(z+y=0)

(EV)

(EIw)(zJ.rw =0)

Kvantifioidun muuttujan y vaihto w:ksi, jonka yksityiskohtia ei tdsséd ole esitetty, tapahtuu kuten
esimerkissd 41.

Osa 2: Oletuksesta O1 saadaan kaava x+0 = x sédidnnélld (EV), samoin siitd saadaan kaavay+0 =
y. Sddnnon (Y S2) perusteella néisté saadaan myds x =x+0jay=y+0.

Osa 3: Kéyttimalld esimerkin 40 deduktiota kolme kertaa perdkkdin saadaan kaava

(VW])(VWQ)(VWQ)(Wl + (W2 —|—W3) = (W] —I-Wz) —|—W3)

ja tdstd taas kolme kertaa (EV)-sddntod soveltamalla (x +z) +w = x + (z+w). Samoin oletuksesta
02 johdetaan (y+z) +w =y—+ (z+w). Soveltamalla sdintod (Y'S2) ja (YS3) voidaan saada myos
x+(z+w) = (x+2z)+w.

Nimad osat kootaan yhteen seuraavasti:

xsn

1) = wW=w
xt+z=y+z w=w (vs4)

(x+2)+w=0p+z)+w

Niin saatuun kaavaan otetaan rinnalle osassa 3 oletuksesta O2 johdettu kaava (x +z) +w = x+
(z+w), jolloin (Y S3):n perusteella saadaan x + (z+w) = (y +z) + w. Oletuksesta O2 voitiin myds
johtaa (y+z) +w =y+ (z+w), mistid yhdessi edellisen kaavan ja sdédnnén (Y S3) perusteella saadaan
x+ (z+w) =y+ (z+w). Valitaan tihin rinnalle uusi oletus >z +w = 0. Témiin ja siéinnon (Y S4)
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perusteella saadaan x 4+ 0 = y + 0. Kun tdhén rinnalle valitaan osassa 2 johdettu kaava x = x+ 0,
saadaan x = y+ 0. Tdhin tarvitaan edelleen vain osassa 2 johdettu y + 0 = y, josta saadaan kaava
xX=y.

Johto ei pédty kuitenkaan tdhén, silld kaavaa x = y johdettaessa valittiin ylimédérdinen oletus 2) (z+
w = 0). Téstd pidstdidn kuitenkin eroon sddntod (E3)-kdyttamailld, silld tihdn asti on (osassa 1)
johdettu kaava (Iw)(z+w = 0)

Huomautus 7. Esimerkki 42 korostaa Gentzenin jérjestelmin luonnetta kaikkiin yksityiskohtiin ta-
kertujana. Perusteiden kannalta timi on tietysti tarpeen, mutta kédytinnossid yksityiskohtien kisit-
telyd voidaan vilttdd joustavammalla esitystavalla. Yksityiskohtien yli on hypitty esimerkiksi huo-
mauttamalla ”Esimerkin ... mukaan voidaan tdsti johtaa ...”, mutta timénkaltainen esitystapa ei kuulu
Gentzenin jérjestelmén tiukkoihin rajoituksiin.

Gentzenin jdrjestelmén sdintdjd tarkastelemalla voidaan melko helposti todeta (joukko harjoi-
tustehtidvid), ettd jarjestelmén sddnnoilld johdettavat lauseet ovat loogisia seurauksia oletusjoukosta.
Tamai voidaan lyhyesti ilmaista seuraavasti:

Lause 3 (Deduktiojirjestelmiin terveys). Jos I' = @, niin ' = ¢.

Huomattavasti hankalampaa on todeta pdinvastainen: Luonnollisen deduktion sddnnot riittéivdit
kaikkien joukosta I" loogisesti seuraavien lauseiden saavuttamiseksi. Tamé logiikan kannalta mer-
kittdava tulos seuraa itse asiassa Kurt Godelin vuonna 1929 esittdmaisté taydellisyyslauseesta, mutta
sen todistus on aivan liian vaativa esitettaviksi tamin kurssin puitteissa. Symbolein ilmaistuna tima
viittimi on seuraava:

Lause 4 (Deduktiojérjestelmin riittivyys). Jos I' = @, niin I' F ¢.

Lauseet 3 ja 4 muodostavat yhdessd historiallisesti tirkedn kokonaisuuden logiikan kehityksen
kannalta. Ne kertovat, ettd luonnollisen deduktion jéarjestelmissd premissijoukosta I" voidaan johtaa
kaikki siitd loogisesti seuraavat kaavat (tilldin sanotaan, ettd jirjestelmé on riitfdvd), mutta ei mitdin
miki ei I':sta loogisesti seuraa (tdlloin sanotaan, ettd jarjestelmd on ferve). Deduktiojirjestelmad,
joka on sekd terve etti riittavd, kutsutaan tdydelliseksi. Lauseiden 3 ja 4 perusteella Gentzenin luon-
nollisen deduktion jérjestelmi on tdydellinen deduktiojérjestelma.

Palautetaan mieleen késitteet syntaksi (lauseoppi) ja semantiikka (merkitysoppi). On huomattava,
ettd loogisen seurauksen kisite I' = ¢ rakentuu kokonaan tulkinnoille, siis semantiikalle, kun taas
kisite I" F ¢ perustuu kaavojen muodolliselle manipulaatiolle, siis syntaksille. Lauseiden 3 ja 4
merkitys voidaan siis ilmaista siten, ettd ne luovat kaksisuuntaisen sillan syntaksin ja semantiikan
vilille.

Esimerkki 43. Palataan aiempaan esimerkkiin 42 ja merkitdédn ¢:114 kaavaax+z=y+z—x=y.On
mahdollista 10ytda tulkinta, jossa ¢ ei ole tosi (harjoitustehtidvi). Néin ollen kaavaa ¢ ei voida johtaa
tyhjésti oletusjoukosta, silld jos ndin olisi (siis @ - ¢), niin lauseen 3 mukaan olisi myds @ = ¢.
Tama puolestaan merkitsisi sitd, ettd tyhjdn joukon mallit (=kaikki tulkinnat) olisivat myds kaavan
¢ malleja, jolloin ¢ olisi siis tautologia. Néin ei kuitenkaan ole, vaan on olemassa tulkinta, jossa ¢
ei ole tosi.

Huomautus 8. 0 = ¢ < 0 F ¢ merkitsee siis siti, ettéd tyhjdstd oletusjoukosta voidaan johtaa tarkal-
leen tautologiat

Luonnollisen deduktion jérjestelmin tdaydellisyys merkitsee sitd, ettd sen avulla voidaan aina-
kin jossain méadrin mekanisoida deduktiivinen pééttely. Joissakin tapauksissa looginen seuraussuh-
de I' = ¢ voidaan kylld kumota semantiikan keinoin (esittimalli vastaesimerkki), mutta sen sijaan
seuraussuhteen I' |= ¢ toteenndyttiminen semantiikan keinoin on yleensd erittdin hankalaa. Télloin
voidaan kéyttdd lauseiden 3 ja 4 luomaa siltaa, jonka avulla voidaan siirtyd semantiikan keinoista
Gentzenin jarjestelmén syntaktiseen ldhestymistapaan.
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Palautetaan edelleen mieleen, etti kaavan totuus matemaattisessa teoriassa tarkoittaa sitd, ettd
kaava on looginen seuraus teorian aksioomista. Télloin lauseiden 3 ja 4 mukaan kaavan totuus voi-
daan ratkaista selvittamailld voidaanko kaava johtaa luonnollisen deduktion jirjestelmélld aksioomis-
ta vai ei.

Vaikka luonnollisen deduktion sidfinndt ovatkin mekaanisesti sovellettavissa, ei kysymyksen
I' F ¢7 ratkaiseminen tédstd huolimatta ole suoraviivaista. Jos deduktio I" - ¢ (jono kaavoja ja padt-
telysdéntojd) on olemassa, sellainen on mahdollista 16ytd4d, mutta miten voitaisiin nédyttda toteen, ettd
deduktiota I = @ ei ole olemassa? Mista hyvinsi kaavajoukosta I voidaan luonnollisen deduktion
saantojd kayttden johtaa monenlaisia kaavoja, mutta jos ¢ niyttdd jadvian deduktion keinoilla saa-
vuttamatta, niin milloin voidaan sanoa, ettd ¢:ti ei voida johtaa premissijoukosta I"? Kuinka monta
yritelméd tarvitaan, jotta voidaan tulla vakuuttuneiksi siiti, ettd ¢:téd ei voida I :sta johtaa?

Tahin kysymykseen on olemassa selked vastaus, joka voidaan johtaa Godelin, Turingin, tai mo-
nien muiden 1900-luvun laskettavuuden teorian pioneerien toisté:

Lause 5. Olkoon I' ddrellinen kaavajoukko ja ¢ kaava. Tdalloin ongelma I' = ¢ on algoritmi-
sesti ratkeamaton. Erityisesti siis ei ole olemassa mitddn mekaanista prosessia, jolla voitaisiin
yleisesti selvittdd, voidaanko kaavajoukosta I johtaa kaava ¢.

Niin siis kysymyksen I |= ¢ selvittéiminen syntaktisen keinon (deduktiojérjestelmin) kautta vai-
kuttaa saaneen kovan kolauksen: Vaikka deduktion sdinnot ovatkin mekaanisesti sovellettavissa ja
tarkistettavissa, ei siitd huolimatta voida algoritmisin keinoin yleisesti selvittdad, voidaanko joukosta
I' johtaa kaava ¢. Téatd tulosta ei kuitenkaan pida kisittdd pelkéstddn logiikan kannalta ikédvénd, sil-
14 ensinnékin se selkeyttidd predikaattilogiikan kokonaiskuvaa: Ilman deduktiojirjestelméd voitaisiin
ajatella, ettéi kenties kysymyksen I' |= ¢ yleiseksi ratkaisemiseksi olisi jokin muu, toistaiseksi kek-
siméton algoritminen keino. Lause 5 yhdesséd aiempien lauseiden 3 ja 4 kuitenkin sulkee pois kaikki
tallaiset keinot.

Toiseksi, lause 5 koskee predikaattilogiikkaa yleisessd muodossa. Jos kaavojen muotoa rajoite-
taan jollain tavalla, saattaa algoritminen keino kysymyksen I" - ¢ ? selvittimiseksi hyvinkin 16ytyéa.
Esimerkiksi klassisessa, Aristoteleen esittdméssi logiikassa kdytetdin vain yksipaikkaisia predikaat-
tisymboleja ja ainoastaan yhden kvanttorin lauseita. Tarkempi tutkimus paljastaa, ettd kumpikin néis-
td rajoituksista yksindén johtaa ratkeavaan logiikkaan, jossa kysymys I" - ¢? voidaan algoritmisesti
aina selvittai.

Kolmas ja timén kurssin kannalta tdrkein luonnollisen deduktiojdrjestelmén anti on, ettd se jar-
jestelma esittdd selkeind kaavioina luonnollisen pééttelyn mekanismit. Looginen piittely, jota mate-
matiikassa kdytetdin, on esitettdvissd Gentzenin jdrjestelmén avulla.

2.4 Deduktion esittiminen kiytinnossa

Luonnollisen deduktion jirjestelmén hyviin piirteisiin kuuluu, ettd jirjestelmén sddnnot ovat verrat-
tain vihiiset ja ettd jarjestelmidn mekaanisuus on helposti nihtédvissd: esimerkiksi ohjelmointitekni-
nen toteutus esitetyn deduktion oikeellisuuden tarkistamiseksi on ilmeinen. Jéarjestelmin haittapuolet
kdyvit taas selvésti ilmi esimerkeistd 39 ja 42, joista ndhdéan, ettd kidytinnossda Gentzenin jérjestel-
mi on ddrimmdiisen tyolds tavallisten péittelyjen esittdmiseen, silld yleensd ihmisen on helppo miel-
tdad vaikkapa esimerkin 42 monet yhtdsuuruuksia koskevat yksityiskohdat yhdeksi kokonaisuudeksi.

Tamin vuoksi paittelyjd ei yleensd esitetd Gentzenin jarjestelmén edellyttimailla tarkkuudella,
vaan ilmeiset yksityiskohdat yleensi sivuutetaan. Matemaattiset todistukset kuitenkin edellyttaviit,
ettd yksityiskohdat perustellaan huolellisesti. Tédssd kurssissa ensisijaiseksi eivit nouse esitystavan
muodolliset puitteet, vaan tehtdvin/todistuksen loogisten vaiheiden selked esittiminen. Esitetdén esi-
merkki 42 viljemmin esitystavan mukaisesti.

Esimerkki 44. Todistetaan seuraava lause:

Lause 6. Oletuksista 1) (Vx)(x+0=x), 2) (vx)(Vy)(Vx)(x+ (y+z) = (x+y) +2) ja 3) (¥Vx)(Ty) (x+
y = 0) voidaan johtaa kaava x+z=y+z —>x=}.
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Todistus. Oletetaan implikaation toteennédyttdmistd varten sen vasen puoli x + z = y + z. Téstd yhti-
16std seuraa, ettd mille hyvinsd w:lle (x+z) +w = (y+z) + w (miksi?) ja oletuksen 2 perusteella saa-
daan yhtild x+ (z+w) = y+ (z+w). Oletuksen 3 perusteella w voidaan valita siten, ettd z+w =0,
joten saadaan yhtélé x+ 0 = y+0. Oletuksen 1 perusteella timi voidaan edelleen kirjoittaa muotoon
xX=y.

Vasemmasta puolesta x +z = y+ z on siis oletuksia kdyttimilla johdettu implikaation oikea puoli
x=y. O

Esimerkki 45. Osoitetaan, etti kaikille reaaliluvuille a ja b pitee # > ab.

Vedotaan tunnettuun ominaisuuteen (a — b)2 > 0, joka pitee kaikille reaaliluvuille, vaikka sitéd
ei ole tédssd yhteydessé todistettukaan. Reaalilukujen aksioomista seuraa sievennyssidintojé, joiden
perusteella em. tunnettu ominaisuus saadaan muotoon a® — 2ab +b* > 0. Siintdjen perusteella timi

. C s 1 GP4b?
voidaan edelleen kirjoittaa muotoon a” + b* > 2ab ja vield ¢ ;b >ab. O

Edellisessi esimerkissd halutun kaavan johto muodostuu, aivan kuten Gentzenin jirjestelméssa-
kin, jonosta kaavoja. Pelkkid jono ei kuitenkaan riitd, vaan kaavojen viliset suhteet on esitettdvi.
Gentzenin jirjestelmissd tdimé tehdddn ilmoittamalla deduktiosdanto, mutta edellisissd esimerkeis-
sd tdima on tehty sanallisesti. Jos perustelu on ilmeinen, ei sitd tarvitse kirjata nikyviin, vaan riittad
kirjoittaa loogisen seuraussuhteen ilmaiseva nuoli (=) nédkyviin.

Huomautus 9. Deduktiojérjestelmén tdydellisyyden perusteella kaikki tautologiat voidaan johtaa
tyhjéstd oletusjoukosta, joten mikd hyvénsi tautologia voidaan aina lisitd paittelyyn.

2.5 Propositiologiikkaa

Luopumalla kvanttoreista, funktiosymboleista, vakiosymboleista, muuttujasymboleista, yhtdsuu-
ruusmerkistd ja muista kuin nollapaikkaisista relaatiosymboleista saadaan yksinkertainen logiikan
muoto, jota kutsutaan propositio- eli lauselogiikaksi. Propositiologiikan yhteydessé nollapaikkaisia
predikaattisymboleja py, p2, p3, ... kutsutaan propositiomuuttujiksi tai atomaarisiksi propositioik-
si. On kuitenkin huomattava, ettd propositiomuuttujat eivét sisilld predikaattilogiikan muuttujasym-
boleja lainkaan, vaan nimitys johtuu ainoastaan siitd, ettd niiden totuusarvo voi muuttua tulkintaa
vaihdettaessa.

Propositiologiikan syntaksi on sama kuin predikaattilogiikankin — tosin huomattavasti yksinker-
taisempi, silld aakkosto on niukempi. Koska vakio- ja funktiosymbolit puuttuvat, ei propositiologii-
kassa ole termejd lainkaan, vaan perusyksikon muodostavat atomikaavat py, p», p3, joita siis kutsu-
taan propositiomuuttujiksi. Atomikaavoista voidaan muodostaa uusia kaavoja (joita kutsutaan pro-
positioiksi) konnektiiveilla aivan samoin kuin predikaattilogiikassakin. Aivan kuten predikaattilogii-
kassakin, ei propositiomuuttujien olemuksen kannalta ole tdrkedi, etti ne esitetdin symboleilla py,
p2, p3, ..., vaan usein kéytetddan merkint6ja p, g, r, .... Indeksoitu merkintd korostaa ldhinni sité,
ettd propositiomuuttujia on kiytettdvissa ddreton mard.

My®os propositiologiikan semantiikka on merkittavésti predikaattilogiikan semantiikkaa yksinker-
taisempi, silld vakio- ja muuttujasymbolien sekd kvanttorien puuttuessa ei tulkintajoukkoa tarvita.
Riittdd tulkita propositiomuuttujat todeksi tai epitodeksi. Muiden propositioiden totuusarvo méérdy-
tyy konnektiivien tulkinnan perusteella.

Esimerkki 46. Selvitetdin proposition (p A—q) V (((r A—=g) A—r)V (p Aq)) totuusarvo, kun p:n, g:n
ja rmn totuusarvot ovat 0, 1 ja 1. Ensiksi voidaan todeta, ettd —¢g:n totuusarvo on 0, joten p A ~g:n
totuusarvo on 0. Koska myos proposition —r totuusarvo on 0, on tillin proposition (r A =g) A —r
totuusarvo on 0. Seuraavaksi todetaan, ettd p A ¢:n totuusarvo on 0, mistd seuraa, ettd padmuodon
toisen sulkulausekkeen ja titen myos koko proposition totuusarvo on 0.

Propositiologiikkaa voidaan kayttidd yksinkertaisten viitelauseiden totuusarvojen selvittimiseen.
Toinen, varsin yleinen kiyttotarkoitus 10ytyy tietotekniikasta: Koska kussakin tulkinnassa propo-
sitiomuuttujat saavat arvon tosi (1) tai epétosi (0), voidaan propositiomuuttujat ajatella {0,1}-
arvoisiksi muuttujiksi. Konnektiiveilla yhdistetyt propositiot saavat myos totuusarvon O tai 1, ja sik-
si propositiot vodaan ajatella {0, 1 }-arvoisten muuttujien {0, 1 }-arvoisiksi funktioiksi. T#ll6in siis
propositioilla voidaan mallintaa loogisia piirejd, joiden rakennuspalikoina toimivat A, V ja —-portit.
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Koska propositiologiikka on predikaattilogiikan erikoistapaus, soveltuvat tietysti kaikki predi-
kaattilogiikan termit, kuten looginen seuraus ja ekvivalenssi myos propositiologiikkaan. Lisiksi on
mahdollista soveltaa Gentzenin jarjestelmii; propositiologiikassa ei vain tarvita lainkaan kvanttori-
tai yhtasuuruussiint6jd. Kuitenkin loogisen seurauksen selvittiminen propositiologiikassa onnistuu
aina semantiikan keinoin, nimittdin kdymélld ldpi kaikkien propositioissa esiintyvien propositio-
muuttujien tulkinnat.

Esimerkki 47. Selvitetdédn, onko propositio -p — —¢g looginen seuraus propositiosta p — ¢. Kirjoi-
tetaan tétd varten totuustaulukko:

P | q (P[9P —49|7P 9
0(0]1]1 1 1
O|1(|1]0] 1 0
110(0]|1] O 1
1{1(0]0] 1 1

Nihdién, ettd taulukon toisella rivilld premissi p — ¢ on tosi, mutta johtopaitos —p — —q ei. Téten
johtopdétos ei seuraa premissistd loogisesti.

Esimerkki 48. Selvitetddn, onko propositio ¢ looginen seuraus propositioista p ja p — ¢, toisin sa-
noen, onko péittely {p, p — ¢} |= ¢ piitevi. Kirjoitetaan titd varten totuustaulukko:

Plqglp—q
00 1
01| 1
I[o| o
1] 1] 1

Taulukosta ndhdién, ettd premissit p ja p — g ovat yhtdaikaisesti tosia vain neljannelld rivill4, jolloin
my0s johtopditds ¢ on tosi. Néin ollen péittely on loogisesti sitovaa.

Esimerkki 49. Kirjoitetaan lausetta “Siitd ettd jos matematiikka on helppoa niin logiikka on help-
poa, seuraa ettd jos logiikka ei ole helppoa, niin ei matematiikka ole helppoa” vastaava proposi-
tio ja laaditaan sille totuustaulukko. Valitaan propositiomuuttujiksi p="matematiikka on helppoa”
ja g="logiikka on helppoa”. Téll6in propositio ’jos matematiikka on helppoa niin logiikka on help-
poa” kirjoitetaan p — ¢ ja ’jos logiikka ei ole helppoa, niin matematiikka ei ole helppoa” saa muodon
—g — —p. Alkuperiisen lauseen muotoilu propositiologiikalla on titen ¢ = (p — q) — (=g — —p).
Laaditaan tille totuustaulukko laatimalla ensin totuustaulukot propositioille p — g ja ~g — —p

Plglp—=>q~g——p ¢
ojlo] 1 1 1
o1 ] 1 1 1
1{o] o 0 1
11 ] 1 1 1

Totuustaulukosta voidaan huomata, ettd ¢ on tosi riippumatta propositiomuuttujien p ja g totuusar-
voista.

Totuustaulukon rakentaminen.

Sellaista totuustaulukkoa varten, joka esittdd n:n propositiomuuttujan mahdolliset tulkinnat,
tulee rakentaa kaikki mahdolliset n-pituiset jonot, jotka koostuvat vain nollista tai ykkosista.
Muodostamista varten on ensinnikin 1-pituiset jonot on helppo luetella: {0,1}. Témén jil-
keen 2-pituiset jonot saadaan niistd lisdédmailld ensin 0 kumpaisenkin eteen: {00,01} ja sit-
ten 1 kumpaisenkin eteen: {10, 11}, jolloin siis saadaan yhdistémalld joukko {00,01,10,11}.
Téstd saadaan 3-pituiset jonot lisddmélld 0 jokaisen eteen: {000,001,010,011} ja 1 jo-
kaisen eteen: {100,101,110,111}. Ndmé yhdistdmélld saadaan 3-pituisten jonojen joukko
{000,001,010,011,100,101,110,111} ja samoin jatkamalla saadaan lueteltua yhi pidemmiit
jonot, jotka koostuvat nollista ja ykkosisti.
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Totuustaulukko soveltuu my6s mainiosti mééritelmén ?? ominaisuuksien (toteutuvuus, kumou-
tuvuus, tautologisuus, kontradiktivisyys tai kontingenssi) selvittamiseen. Toisaalta taas totuustaulu-
kon laatiminen kiy tyoldédksi propositiomuuttujien madrin kasvaessa: jos propositiomuuttujia on n
kappaletta, on tidlloin mahdollisia tulkintoja 2" kappaletta. Téhin liittyy ldheisesti teoreettisen tie-
tojenkasittelytieteen suurin ratkaisematon ongelma, ns. P vs. NP -ongelma, joka voidaan muotoilla
seuraavasti: onko proposition toteutuvuuden selvittimiseksi olemassa (oleellisesti) parempaa mene-
telméé kuin kaikkien tulkintojen ldpikdynti? Jos proposition muotoa ei mitenkéén rajoiteta, ei parem-
paa menetelmdi tunneta, muuta joissakin erityistapauksissa padstdin parempaan tehokkuuteen. Jos
esimerkiksi kaikki propositiot ¢y, . .., ¢, ovat muotoa p; A...A py — g, tunnetaan tehokas menetelmi
sen selvittdmiseksi, onko ¢; A ... A ¢, toteutuva. Kyseinen menetelmi on tirked logiikkaohjelmoin-
nin kannalta (esim. Prolog-kieli). Tehokasta menetelméé proposition toteutuvuuden selvittdmiseksi
ei kuitenkaan tunneta, ellei proposition muotoa rajoiteta jollakin tavalla.

2.6 Induktioperiaate

Yksi tapa todistaa matemaattinen véittdma oikeaksi ddrettomin monen tapauksen kohdalla on ns.
tdydellinen induktio, joka nimestddn huolimatta ei ole induktiivista péittelyd, vaan yksi deduktion
alalaji. Tdydellinen induktio nojautuu nimittdin luonnollisten lukujen induktioaksioomaan (katso
esimerkki 8), josta voidaan johtaa seuraava muoto:

Lause 7 (Induktioperiaate). Olkoon P yksipaikkainen predikaattisymboli ja &? Peanon ak-
sioomien joukko. Silloin 22 U{P(1), (Vn)(P(n) — P(n+1))} = (Vn)P(n).

Todistus. Todistus perustuu luonnollisten lukujen induktioaksioomaan, mutta sivuutetaan tdssi.

Sanallisesti ilmaistuna edellinen lause sanoo, ettd jos jokin ominaisuus P pitee luonnolliselle
luvulle 1, seké jokaiselle luonnolliselle luvulle n on voimassa se, ettd P(n) implikoi P(rn+ 1):n (toisin
sanoen, ominaisuus P periytyy n:1td n + 1:lle), niin silloin ominaisuus P on jokaisella luonnollisella
luvulla.

Induktioperiaatetta voidaan kuvata dominopalikoiden avulla: ajatellaan, ettd dominopalikat on
numeroitu luonnollisten lukujen mukaan 1, 2, 3, ... (ddreton madrd palikoita!) ja ettd seuraava viit-
tdmai pitee: palikan n kaatuessa kaatuu my0s seuraava palikka n+ 1. Mité tdlloin tapahtuu, jos palik-
ka 1 kaatuu? silloin kaatuu my®os palikka 1 41 = 2, ja téstd seuraa, ettd myos palikka 2+ 1 = 3 kaa-
tuu, mistd jélleen seuraa, ettd palikka 3 4+ 1 = 4 kaatuu, jne. Johtopdatoksend on, ettd kaikki palikat
(d4dreton maard) 1:sta eteenpéin kaatuvat. Juuri timi on induktioperiaatteen takana piilevé intuitio.

Getzenin jirjestelmidn mukaan viite (Vn)(P(n) — P(n+ 1)) ndytetdén toteen osoittamalla, ettd
P(n) — P(n+ 1) pitee, kun luku n ei ole sidottu missdén todistuksen kaavassa. Intuitiivisesti ti-
mi merkitsee sitéd, ettd luku n on “vapaa” eikd sen suhteen ole tehty mitdédn oletuksia. Viittima
P(n) — P(n+ 1) puolestaan niytetiidn toteen ensin olettamalla P(n) ja johtamalla tistd P(n+ 1)
(vrt. Gentzenin jarjestelmi).

Edelisin merkinndin sanotaan, ettd P(1) on induktion lihtokohta, johtopditos (Vi) (P(n) — P(n+
1)) on induktioaskel, P(n) on induktio-oletus ja P(n+ 1) induktiovdiite.

2.7 Induktiotodistuksia

Sanotaan, ettd jono x1x»...x,, on n-pituinen bittijono, jos kullekin muuttujalle x; annetaan arvoksi
joko O tai 1. Seuraavassa lauseessa selvitetidin n-pituisten bittijonojen miéra.

Lause 8. n-pituisia bittijonoja on 2" kappaletta.

Todistus. Todistus voidaan suorittaa tdydelliselld induktiolla. Olkoon n-pituisten bittijonojen méaa-
rd B(n) ja P(n) viite B(n) = 2", jolloin siis induktioperiaatteen mukaan on todistettava P(1) ja
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(¥n)(P(n) — P(n+1)). Viite P(1) tarkoittaa siti, etti B(1) = 2! (yhden pituisten bittijonojen méi-
rd on 2), mikd on selvisti tosi.

Suoritetaan seuraavaksi induktioaskel, eli ndytetéin toteen implikaatio (Vn)(P(n) — P(n+1)).
Titéd varten ndytetién toteen implikaatio P(n) — P(n+ 1), kun luvusta n ei oleteta mitdén erityisti.
Tété varten taas oletetaan P(n) (induktio-oletus) ja johdetaan siitd P(n+ 1) (induktioviite).

Oletus P(n) tarkoittaa, ettd B(n) = 2", siis n-pituisten bittijonojen miérd on 2". P(n+ 1) puoles-
taan puhuu n + 1-pituisten bittijonojen méadrasté, joten on mietittdvi, miten se suhtautuu n-pituisten
jonojen madrdadn. Helposti huomataan, ettd kaikki n 4 1-pituiset jonot saadaan n-pituisista lisda-
milld eteen joko O tai 1, midrad siis kaksinkertaistuu kun pituutta lisdtdédn yhdelld. Néin ollen
B(n+1) =2-B(n) =2-2" =2""! miki onkin viite P(n+1).

Titen on todistettu seuraussuhde P(n) — P(n+ 1). Tistd seuraa (Vn)(P(n) — P(n+ 1)), silld
luku n ei esiinny missédédn poistamattomassa oletuksessa (siiti ei siis oletettu mitdén).

On myos mahdollista miéritelld kisitteitd induktiivisesti:

Edellinen médritelmi kattaa kaikki luonnolliset luvut (ja nollan), koska 1) 1! on méiritelty ja 2) jos
n! on médritelty, niin myos (n+ 1)! on méiritelty.

Huomautus 10. Edellisesti midritelméstd seuraa suoraan, etti n! =n-(n—1)!=n-(n—1)- (n—
2!'=...=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1. Kertoma n! ilmaisee niiden jonojen méirin, jotka voidaan
muodostaa luvuista {1,2,...,n} valitsemalla yksi luku vain kerran.

Tamin luvun lopuksi esitettdvad binomikaavaa varten madritellddn ns. binomikertoimet ja tarkas-
tellaan joitakin niiden ominaisuuksia. Johdantona binomikaavaan voidaan tarkastella binomin a + b
potensseja

(a+b)' =a+b, (a+b)>=a*+2ab+b* (a+b)’ =d’+3d°b+3ab®+b°,
(a+b)* =a* +4a°b + 6a*b* +4ab® +b*,  jne.

Edellisissi esimerkeissi (a + b)" on summalauseke, jossa esiintyvit termit C,,Ja””'b" ja jokaisessa
termisséd C,; on jokin tietty kerroin. Newtonin binomikaava selvittdd kertoimien C, ; muodon.

Esimerkki 50.

(rg) B #'—0)’ N %: =1 (T) - 1!~(nnz!_1)z - m(~n(1ni—1)1!)! =m,

(,;) B 2'(m! _mln—1)-(m=2)! _mm—1)

m—2)! 2-(m-2)! 2

Lause 9. Jos 1 <n<m—1, niin (") = ('"_1) 4 (’”_1)

n n—1

Todistus. Tiassa todistuksessa esiintyy ainoastaan yhtdsuuruuksia, jotka on perusteltavissa méadritel-
milli tai (reaali)lukujen perusominaisuuksilla:

")+ ()
(1) (m—1)!

~ nl(m—1—n)! + (n—D!(m—1—(n—1))!
_ (m=1D)m—n) (m—1)n

n!(m—n)! n!(m—n)!
_ (m—-1)m—n+n) m!
n!(m—n)! ~ nl(m—n)!
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Taustatietoa
Blaise Pascal (1623-1662) oli ranskalainen matemaatikko, fyysikko
ja filosofi, jonka katsotaan perustaneen todennikoisyyslaskennan.
Hén tutki my0s projektiivista geometriaa. Pascalin mukaan on nimet-
ty paineen yksikko ja ohjelmointikieli.

(kuva: Wikimedia Commons)

Huomautus 11. Lauseen 9 mukaisesti binomikertoimet muodostavat ns. Pascalin kolmion, jonka ku-
kin alkio askemalla yldoikealla ja yldvasemmalla olevat alkiot yhteen:

® |

) X
HINGIEY
B0 06 "33
B @ (@ rass

Binomikertoimen merkitys kombinatoriikassa (yhdistelmii tutkiva matematiikan haara) on seu-
raava: (’Z) ilmaiseen niiden tapojen mddrin, joilla m:n alkion joukosta voidaan valita n alkiota,
kun valintajérjestykseen ei kiinnitetd huomiota. Tdmi voidaan havaita oikeaksi seuraavasti: Olkoon
C(m,n) mainittu tapojen méirid. Koska valitut n alkiota voidaan jirjestdd jonoon n! eri tavalla, on
n!C(m,n) niiden tapojen méiri, joilla voidaan m:n alkion joukosta valita n alkiota jdrjestys huo-
mioon ottaen. Koska ensimmaéinen alkio voidaan valita m:114 tavalla, toinen m — 1:114, jne., on tima
midri m(m—1)(m—2)-...- (m—n+1). Niin ollen

n!C(mn)=mm—1)-...-(m—n+1),
mistd jakolaskulla ja mééritelmid soveltamalla saadaan

Clm,n) = m(m—l)-..n.!- (m—n+1)

_mm—1)-(m—nt1)-(m—n)l _ om! (m>

n!(m—n)! ~ nl(m—n)! n

Esimerkki 51. Joukosta {1,2,3,...,39} voidaan valita 7 numeroa (379) = 295 = 15380937 eri ta-
valla.

Lause 10 (Newtonin binomikaava).
L n oo
(a-l-b)” — Z <,)a""b’,
i=0 \!

kun n on positiivinen kokonaisluku.

Todistus. Todistetaan viittdmi induktiolla. Induktion ldhtokohta P(1): Kun n = 1, on vasen puoli
(a+b)' = a+ b ja oikea puoli ((l))al’obo + (%)al’lbl = a-+ b, joten viite pitee tapauksessa n = 1.

Induktioaskel (Vn)(P(n) — P(n+ 1)): Oletetaan ensin P(n) ja johdetaan P(n+1). Suora lasku ja
P(n) antaa
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(a+b)""' = (a+Db)(a+b)"

= (a+b) Z (’:) a"ip

NN\ n—igi o (M i
b'+b b
()eoeog (7)e

+l—ipi & ([ n (i—1) gi—1+1

n *lbl n—(1— bl*

oL (1)

n+1 S (M i, v n ntl—ipi | pn+l

=a —I—Z ; a b +,~§{ is1 a b'+b

— 3 ((">+< n >)an+1—ibi+bn+l
=\ i—1

B an+l 4 i (n+ 1>an+l—ibi+bn+l

1
_ ril (’“" l>an+1ibi.
i=0

Niin saatu yhtédsuuruus on viite P(n+ 1). Tdlldin (I —)-sdénnén nojalla on johdettu P(n) — P(n+1)
ja P(n) voidaan poistaa oletuksista. Kvanttori (Vn) voidaan (IV)-sdénnon mukaan lisitd, silld lu-
ku n ei esiinny vapaana missddn poistamattomassa oletuksessa. Néin ollen on johdettu kaava
(Vn)(P(n) — P(n+1)). Induktioperiaatteen mukaan on siis todistettu (Vn)P(n).

Taustatietoa

Sir Isaac Newton (1643-1728) oli englantilainen matemaatikko,
fyysikko, filosofi ja alkemisti. Newton esitti mekaniikan perustavat
liikelait sekd yleisen gravitaatiolain. Hin kehitti differentiaali- ja
integraalilaskennan riippumatta Gottfried Leibnizin samanaikaisesta
tyostd. Newtonin katsotaan kuuluvan Gaussin ja Arkhimedeen ohella
maailmanhistorian merkittavimpien matemaatikkojen joukkoon.

(kuva: Wikimedia Commons)

Luvun oleellisia asioita:

Matematiikan perustana toimivat aksioomat, lauseita eli teorian viittdmid johdetaan paat-
telemalld.

Deduktio on ainoa matematiikassa kdytettava paittelyn muoto.

Predikaattilogiikka formalisoi viittimid, joissa véitelauseilla voi olla sisdinen rakenne: pe-
rusosina toimivat termit, joista voidaan rakentaa kaavoja, joita voidaan yhdistda konnektii-
veilla ja kvantifioida.

Predikaattilogiikan tulkinnan peruspilarit ovat tulkintajoukko sek# funktio- ja predikaatti-
symbolien tulkinta.

Looginen seuraus: I' = ¢, jos I':n mallit ovat myds ¢:n malleja.

Luonnollisen deduktion jarjestelma on tavallisten paittelymekanismien formaalinen (muo-
dollinen) esitys.
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* Propositiologiikassa ei esiinny termejé eikd kvanttoreita, vaan ainoastaan nollapaikkaisia
predikaatisymboleja, joita kutsutaan propositiomuuttujiksi.

* Propositiologiikan tulkinta perustuu propositiomuuttujien tulkintaan todeksi tai epitodeksi.

* Matemaattinen induktio (osattava!) on yksi tapa osoittaa viittama todeksi ddrettoméan mo-
nelle arvolle, mutta nimestdan huolimatta on yksi deduktion muoto.






Luku 3
Joukko-oppia

3.1 Joukko-opin peruskiisitteet

Kisite joukko on yksi matematiikan tirkeimmistd. Matemaattisia teorioita esitettiessd predikaatti-
logiikan avulla tulee aina valita tarvittavat predikaatti- ja funktiosymbolit, joilla teorian objekteista
voidaan puhua. Osoittautuu, ettd ldhestulkoon kaikki matematiikka voidaan rakentaa joukko-opin
varaan, jolloin siis periaatteessa riittdd esittdd joukko-oppi aksiomatisoituna teoriana ja sopia, ettd
muut matemaattiset kisitteet ovat lyhennysmerkint6jd joukko-opin merkinngista.

Tamén kurssin tavoitteiden kannalta ei ole mielekdsti esittdd aksiomaattista perustaa joukko-
opille, joten tyydytéddn sen sijaan intuitiiviseen kisitykseen.

Joukko koostuu mistd hyvdinsd olioista, mutta on voitava tarkoin mddritelld ainakin periaat-
teessa, kuuluuko jokin olio joukkoon vai ei. Olioita, joista joukko koostuu, kutsutaan alkioiksi.

Esimerkki 52. Joukon merkintini kiytetiin aaltosulkuja { }. Adrellinen joukko voidaan miéritelld
aina luettelemalla sen alkiot. Téten siis A = {1,2,3} merkitsee siti, ettd joukko A koostuu luvuista
1, 2 ja 3, jotka ovat siis joukon A alkiot.

Joukon merkinnissi alkioiden jirjestykselld ei ole vilid. Titen siis {2, 3,1} on sama joukko kuin
{1,2,3}. Joukko ei mydskiin sisélld samaa alkiota kahteen kertaan, joten on sovittu, etti esimerkiksi
myos merkintd {1,1,2,3} tarkoittaa joukkoa {1,2,3}.

Joskus myos dédreton joukko méiritellddn “esittelemdlld” sen alkiot. Nidin voidaan tehdd, mikéli
on olemassa jokin induktiivinen sddntd, joka madrittdd kaikki alkiot.

Esimerkki 53. Luonnollisilla luvuilla tarkoitetaan joukkoa N = {1,2,3,...}.

Kisitetteen joukko kuvailussa on oleellista, ettd voidaan aina méirittad kuuluuko jokin alkio jouk-
koon vai ei. Tdhén liittyvit matemaattiset merkinnét esitelldlin seuraavassa médritelméssa.

Esimerkki 54. B = {x € A | x < 2} tarkoittaa joukkoa, joka sisiltid joukkoon A kuuluvat alkiot x,
jotka ovat suuruudeltaan korkeintaan 2. Jos siis A on esimerkin 52 joukko, on B = {1,2}.

37
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Joukko-opin tédrkein anti matematiikalle on mahdollisuus laskea késitteet yksinkertaiselle pohjal-
le. Yleensd matemaattisen teorian esittdmisessi kiytetddn funktio- ja relaatiosymboleja, mutta peri-
aatteessa ldhes kaikki matematiikka on mahdollista rakentaa kéyttdmalld vain yhtd relaatiota (€) ja
sopimalla pidemmalle menevit madritelmit lyhennysmerkinnoiksi.

Esimerkki 55. Tyhjé joukko @ on eri asia, kuin joukko {0}, jonka ainoa alkio on tyhji joukko.
Edelleen eri kiisite on joukko {0,{0}}, joka sisiltdd kaksi edellistd joukkoa. Néistd esitetyisti
joukoista voidaan rakentaa yha uusia muodostamalla joukko, jonka jasenini ovat kaikki entiset
joukot. Listan seuraava jésen on titen {0, {0},{0,{0}}} ja yleinen siént6 on seuraava: No = 0,
N;=Ni_1U{N;i_1}.

Jos joukko-opille on luotu kestévé perusta, on sen nojalla ylldmainittujen joukkojen olemas-
saolo ja uusien muodostaminen edelldmainitulla tavalla ongelmatonta. T4lloin voidaan sopia,
ettd joukosta 0 kiytetdéin merkintéd 0, joukosta {@} merkintdé 1, joukosta {0, {0} } merkintii
2 jne. Talld tavoin on mahdollista esittda luonnolliset luvut pelkéstddn joukko-opin kisitteiden
avulla.

Lihes kaikki matemaattiset kaavat, lauseet ja todistukset voidaan kirjoittaa ja niiden merkitys voi-
daan periaatteessa ymmartid ainoastaan joukko-opin merkintoja kiyttden. Monet oleelliset kisitteet
kuten funktio maddritelldcdn joukkojen avulla (Luvussa 4.3 ndhdéédn kuinka tdmi tapahtuu).

Voidaan oikeutetusti kysyéd miksi sitten joukot ja joukko-oppi eivit nidytd olevan erityisen tirkei-
td matematiikan opiskelussa eivitkd edes kovinkaan usein matemaatikkojen tyoskentelyssi. Vastaus
on varsin yksinkertainen: pelkistiin joukko-opin merkint6ja ja késitteitd kéyttden kaavoista, todis-
tuksista ja késitteistd tulisi varsin pitkid ja tyolditda ymmaértda, minkd vuoksi tarvitaan selkedmpid
merkintdja ja kisitteitd.

Samankaltainen ilmi6 nidhdddn myos ohjelmoinnissa: nykyisin endi aniharva ohjelmoi konekie-
lelld, koska korkeamman tason ohjelmointikielilld tyé on selkedmpidi ja usein tarkoituksenmukai-
sempaa. Kuitenkin korkean tason ohjelmointikielten toiminta voidaan selittdd konekielen avulla.
Matematiikassa voidaan joukko-opin kisitteiden ajatella vastaavan konekieltd ja tavallisesti esiin-
tyvien késitteiden vastaavan korkean tason ohjelmointikieltd. Joukko-opin peruskisitteet kuitenkin
esiintyvit matematiikassa toisinaan, minké vuoksi niihin pitdd perehtyé.

3.2 Téirkeimmiét lukujoukot

Joukko on kisitteend tarkoin médritelty, kun sen alkiot tunnetaan. Tilloin ei siis ole tarpeen perehtya
alkioiden sisdiseen rakenteeseen tai olemukseen, ei siis tarvitse tietdd minkélaisia “olioita” joukon
alkiot ovat, riittda tietdd sisdltyyko jokin alkio joukkoon vai ei.

Perinteisesti matematiikassa lukujoukot ovat olleet erityisasemassa jo historiallisista syistd. Ta-
min kurssin kannalta tarkeimmaét lukujoukot luetellaan seuraavassa midritelméassa.
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Luonnollisten lukujen ja reaalilukujen aksioomat on esitetty aiemmin luvussa 2, mutta ylli esite-
tyt joukot kisitetddn téssd kurssista kaikesta huolimatta intuitiivisella tasolla, silld todistusten esitt4-
minen aksioomista ldhtien veisi kohtuuttomasti resursseja. Joukkoa Z piddmme intuitiivisesti selva-
ni késitteind ja kommentoimme lyhyesti lukujoukkoja Q ja R. Kompleksilukujen joukkoa C tarkas-
tellaan luvussa 6.

Maéritelmien ?? ja ?? mukaan Q koostuu siis sellaisista osamééristd 7, joissa a ja b ovat koko-
naislukuja, ja b # 0. Samaa osamiérié voidaan esittdd monella tavalla: % = % = % = ..., mutta kuten
aiemmin on mainittu, alkion useat mahdolliset esitykset eivit muuta joukkoa: {1,%,2} = {1}. Ra-
tionaalilukujen joukko QQ voidaan katsoa kokonaislukujen joukon Z laajennukseksi, silld jokainen
kokonaisluku a voidaan esittdd osaméirind a = §.

Reaaliluvut R tidydentévit rationaalilukujen joukkoa siten, ettd lukusuorasta muodostuu yhtenii-

nen jatkumo (kuva 3.1).

-3=-25 V2=1,41... n=3,14...
L g ! L g L J L g ! L g vl >
-3 -2 —1 0 1 2 3

Kuva 3.1 Lukujen ajatellaan sijoittuvan lukusuoralle suuruusjirjestyksessd vasemmalta oikealle. Kokonaisluvut muo-
dostavat tasavilisen pisteiston, kun taas rationaaliluvut levittdytyvit lukusuoralle tiheéna joukkona. Aukoton lukusuo-
rasta tulee kuitenkin vasta, kun reaaliluvut tuodaan mukaan.

Jokaisella reaaliluvulla on olemassa desimaaliesitys, joka useimmissa tapauksissa on padttyma-
ton. Sanotaan, ettd desimaaliesitys on padttyvi, jos kaikki desimaalit ovat nollia jostakin rajasta
lahtien, jolloin voidaan tietenkin jattdd loputon nollien jono merkitsemdétta.

Esimerkki 56. Rationaaliluvulla % on paittymiton desimaaliesitys % =0,333..., sen sijaan rationaa-
liluvulla % on paittyvi esitys % =0,2000..., miki yleensd merkitidin % =0,2.

Paidttyvid desimaaliesitys (toisin sanoen sellainen desimaaliesitys, jossa kaikki desimaalit ovat nol-
lia jostakin kohdasta ldhtien) voi olla vain rationaaliluvuilla. Mikli rationaaliluvun desimaaliesi-
tys ei ole péittyvi, se on jaksollinen. Toisaalta taas rationaaliluvun desimaaliesitys ei valttimatta
ole yksikdsitteinen: Esimerkiksi kokonaisluvulla 1 on sekd pdittyvd desimaaliesitys 1,000... ettd
padttymiton jaksollinen desimaaliesitys 0,999.... Itse asiassa jokaista paittyvidd desimaaliesitys-
td kohti voidaan 10ytdd samaa lukua esittivd padttymiton esitys samoin kuin esimerkiksi luvulle
0,5000...=0,4999....
Tavanomaisia merkintdjd ovat myos seuraavat:

o [a,b] ={x €R|a < x < b} (suljettu vili)
,b) ={x€R|a<x< b} (avoin vili)
[a,b) ={x € R|a < x < b} (puoliavoin vili, analogisesti (a,b])
¢ [a,0) ={x € R|a < x} (suljettu puolisuora, analogisesti (—oo, a])

* (a,) ={x € R |a < x} (avoin puolisuora, analogisesti (—co,a))

3.3 Joukkojen viiliset suhteet ja operaatiot

Luvun alussa mainittiin, ettd lihes kaikki matematiikka voidaan periaatteessa palauttaa joukko-
oppiin. Tami tietysti edellyttidd, ettd joukoille voidaan médritelld operaatiota, joiden avulla enti-
sistd joukoista voidaan rakentaa uusia. Téssi ja seuraavassa luvussa méiritelldin kurssin kannalta
tarpeellisia joukko-opillisia operaatiota.

Huomautus 12. Joissakin oppikirjoissa aito sisdltyminen merkitiddn A C B, kun taas toisissa kirjoissa
A C B saattaa tarkoittaa my0s tilannetta, joissa joukot A ja B ovat yhtisuuret. Joukkojen sisilty-
mistd koskevat merkinnét on tarkistettava kirjan johdannosta. Téssid kurssissa kiytetddn ylla olevan
madritelmédn mukaisia merkintoja.

Esimerkki 57. NCZ C Q CR.



40 3 Joukko-oppia

Esimerkki 58. Olkoon A = {1,2}, B={1,2,3} jaC = {2,3}. Tilloin A C B, C C B, mutta sen sijaan
AZCjaCZA.

Esimerkki 59. Olkoot A, B ja C kuten esimerkissd 58. A:n ja C:n yhdiste AUC = {1,2,2,3} =
{1,2,3} = B, kun taas A:n ja C:n leikkaus ANC = {2}.

Esimerkki 60. Olkoot A, B ja C kuten esimerkissd 58. Tilloin B\A = {3}, B\C={1}jaA\B=0.

Huomautus 13. On helppo huomata, ettd joukojen yhdiste eiki leikkaus riipu jéarjestyksesti, siis
AU(BUC)=(AUB)UC ja AN(BNC)=(ANB)NC

Talloin voidaan useampikertaisissa yhdisteissi ja leikkauksissa jéttad sulkeet kirjoittamatta ja mer-

kitd ainoastaan AUBUC sekd ANBNC. Sama pitee myos mikili joukkoja on enemmin kuin kolme.
k k

Lisdksi kdytetiddn merkintojd UA,- =A|UAyU...UA; sekd ﬂA,- =A1NAN...NA;.
i=1 i=1

E | 1 . = (o] —_——, = .
simerkki 61 U(n,n—i—l] (1,00), kun taas ﬂ( n’n) {0}
n=1 n=1
Edellisessd méadritelmissi joukkoja oli dédreton jono Ay, Az, A3, jolloin siis luonnolliset luvut N
indeksoivat joukot. Airettomin monen joukon yhdiste ja leikkaus voidaan yleisti tistikin.

Esimerkki 62. Jos A = {1,2}, ovat A:n osajoukot @, singletonit {1} ja {2}, seké A itse. Titen siis
24 ={0,{1},{2},{1,2}}.

Potenssijoukon erikoiselta vaikuttava merkintd ja nimi saavat selityksensid seuraavan lauseen
myOtd.

Lause 11. Jos |A| on ddrellinen, niin |24| = 2Wl,

Todistus. Taydelliselld induktiolla: Montako osajoukkoa on yhden, kahden, kolmen, jne. alkion jou-
kolla? (harjoitustehtidvé).

3.4 Perusjoukko ja komplementti

Usein tarkastelun kohteena on jonkin tietyn joukon osajoukot. Insindorimatematiikan kursseissa
on yleensd hyodyllistd valita tdllaiseksi kiinteédksi tarkastelun kohteeksi reaalilukujen joukko R tai
kompleksilukujen joukko C.

Tarkasteltaessa joukon P (tdssd kurssissa yleensd R tai C) osajoukkoja kutsutaan P:td yleensi pe-
rusjoukoksi. Perusjoukko ei siis ole kiintedsti madritelty matemaattinen kisite, vaan riippuu asiayh-
teydesta.

Lause 12. Olkoon A C P. Tilloin ANA = 0 ja AUA = P, missdi A tarkoittaa komplementtia perus-
Jjoukon P suhteen.

Todistus. Ensimmadisen viitteen todistus perustuu siihen, ettd tyhji joukko on méadritelmian mukaan
joukko, jossa ei ole yhtddn alkiota. Télloin siis tulee néyttdd toteen, ettd mille tahansa x:lle pitee
x & ANA. Jos x ¢ A, ei x myoskiin voi olla leikkauksessa A N A. Oletetaan sitten, ettd x € A. T#lloin
midritelmén mukaan x ¢ P\ A = A, joten x ¢ ANA.

Toista viitettd varten taas osoitetaan, etti joukoilla P ja AUA on samat alkiot, siis kaikille x:ille
xEP & xEAUA.

Ekvivalenssia varten oletetaan ensin, etté x € P. Tilloin on kaksi vaihtoehtoa: x € A tai x ¢ A. Jos
x €A, onmydsx € AUA, silli A C AUA. Jos taas x ¢ A, onx € P\ A = A ja siis x € AUA. Nihtiin
siis etti oletuksesta x € P seuraa x € A UA kummassakin tapauksessa.

Oletetaan sitten, ettd x € AUA ja niytetddn, ettd x € P. Taas on kaksi vaihtoehtoa: x € A C P,
jolloin selvisti x € P, tai x € A=P \ 4, jolloin taas x € P. Nihtiin siis ettd oletuksesta x € A UA
seuraax € P. 0O
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Huomautus 14. Lause 12 kertoo sen yksinkertaisen tosiasian, ettd perusjoukon P osajoukon A
komplementti A siséltdd tarkalleen ne alkiot, joita A ei sisdlld. Tdlloin A:lla ja A:lla ei ole yhtei-
sid alkioita, ja A ja A yhdessd muodostavat tarkalleen koko perusjoukon P.

Lause 13. X =A.

Todistus. Viitettd varten osoitetaan, etté kaikille x:ille x €A < x € X
Oletetaan ensin, ettd x € A = P\ A, jolloin x ¢ A = P\ A. Tillin on oltava x € A.
Oletetaan sitten, ettéd x € A. T#std seuraa, ettd x ¢ P\ A = A. Edelleen tésti seuraa, etti x € P\ A =

A. O

Huomautus 15. Lause 13 voidaan sanallisesti ilmaista sanomalla ettd komplementin komplementti
on alkuperiinen joukko itse.

3.5 Osittelulait ja De Morganin lait

Kertolasku toteuttaa distribuutio- eli osittelulain yhteenlaskun suhteen: a(b + ¢) = ab + ac. Joukko-
opissa leikkaus toteuttaa samankaltaisen lain unionin suhteen ja pdinvastoin. Tdma on ilmaistu seu-
raavassa lauseessa.

Lause 14. Kaikille joukoille A, B ja C pitee AN (BUC) = (ANB)U(ANC) jaAU(BNC) = (AU
B)N(AUC).

Todistus. Harjoitustehtidva.

Osittelulakien lisdksi on syytd mainita seuraavat De Morganin lait.

Lause 15. Olkoot A ja B jonkin perusjoukon P osajoukkoja. Téillsin AUB =ANBjaANB=AUB.
Todistus. Harjoitustehtédva.

Esimerkki 63. Olkoot A, B ja C perusjoukon P osajoukkoja. Tdlloin seuraavat saannot patevit:

1.AN(BNC)=(ANB)NCjaAU(BUC) = (AUB)UC (lause 7)
2.ANB=BNAjaAUB = BUA (Huomautus 3.3)

3.AN(BUC)=(ANB)U(ANC) jaAU(BNC) = (AUB)N(AUC) (lause 14)
4.ANP=AjaAUD = A (seuraa suoraan ehdosta A C P ja tyhjin joukon mifritelmésté)
5.ANA=0jaAUA = P (lause 9)

Edellisen esimerkin sdannot kertovat, ettd joukot muodostavat ns. Boolen algebran. Samankaltai-
nen rakenne saadaan aikaan propositiomuuttujien ekvivalenssiluokille korvaamalla leikkaus A:illa,
unioni V:illa ja komplementti —:illa.

3.6 Vennin Diagrammit

Vennin diagrammi on joukon kisitettd havainnollistava graafinen esitys. Perusjoukkoa kuvataan
yleensd suorakulmiolla, jonka sisilld olevat ympyrit esittidvit osajoukkoja. T#lloin unioni, leikkaus
ja komplementti saavat kuviosta havainnollisen tulkinnan (kuva 3.2).

Luvun oleellisia asioita:

» Teoreettisesti joukko on tirked kisite matematiikassa: sen varaan voidaan perustaa suurin
osa matematiikasta.

* Lukujoukot N, Z, Q, R ja C (viimeisinti kisitellddn myohemmin)

* Operaatiot leikkaus, unioni, erotus, komplementti, potenssijoukko.

* Osittelulait ja De Morganin lait
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A ANB B

Kuva 3.2 Vennin diagrammissa suorakulmio esittdd perusjoukkoa, ympyrit A ja B sen osajoukkoja. Alue, jonka
kumpikin ympyri peittédi, esittdd leikkausta AN B, kun taas alue, jonka ympyrit kokonaisuudessaan peittdvit, esittdd
unionia A UB.



Luku 4
Relaatiot ja funktiot

Polynomilausekkeet, kuten x? + 3x + 2 méiritteleviit funktion, jossa x kuvautuu luvuksi f(x) = x> +
3x + 2. Téménkaltainen funktiokisite on kuitenkin liian suppea, esimerkiksi funktiota f(x) = |x| ei
voida méiritelld polynomilausekkeena. Vielikin erikoisempi funktio saadaan méiérittelemillad

_ JlijosxeQ,
f(x){OjosxgéQ,

eiki ole itsestddn selvdd voidaanko tillainen funktio méaritelld milldan lausekkeella. Téssd luvussa
perehdytédn yleisimpéin mahdolliseen funktion méadritelméén.

4.1 Karteesinen tulo

1600-luvun alkupuolella René Descartes kehitti idean, joka mullisti matematiikan ja fysiikan kehi-
tyksen. Nykyajan koululaiset tuntevat Descartesin keksinnon xy-koordinaatistona, jossa tason pis-
teitd edustaa kaksi koordinaattia. Descartesin xy-koordinaatisto onkin tunnetuin esimerkki kartee-
sisesta tulosta. Ideaa voidaan luonnehtia vallankumoukselliseksi, silld tason pisteiden esittiminen
lukuparina mahdollistaa tason objektien kuten esimerkiksi suorien, ellipsien ja paraabelien esittimi-
sen algebrallisena yhteytend x- ja y-koordinaattien vililld. Toisaalta taas algebrallinen yhteys x- ja
y-koordinaattien vililld ilmenee aina jonkinlaisena tason objektina. Kyseessé on siis geometrian ja
algebran yhdistaminen. T4ssé luvussa voidaan kuitenkin havaita, ettd Descartesin idea kantaa paljon
kauemmaksi kuin tason kédyrien kuvailuihin.

Taustatietoa

René Descartes (latin. Renatus Cartesius, 1596—1650) oli ranskalai-
nen matemaatikko ja filosofi, jota pidetdin nykyaikaisen filosofian
perustajana. Descartes kehitti analyyttisen geometrian esittamélla ta-
son pisteet reaalilukupareina. Analyyttisen geometrian perustaminen
oli oleellinen edistysaskel integraali- ja differentiaalilaskentaa kohti.
Descartes tutki myds mm. optiikkaa ja kehitti nykyisin kadytossa
olevan potenssimerkinnén.

(kuva: Wikimedia Commons)

Descartesin tasossa on siis itse asiassa kaksi reaaliakselia asetettuna kohtisuoraan toisiaan vas-
taan. Tllaisesta tasosta kiytetidin merkintizi R? ja sitd havainnollistaa kuva 4.1. Kuvassa 4.2 puoles-
taan on esimerkki tasokdyréstd (origokeskinen yksikkdympyri), joka voidaan ilmaista koordinaat-
tien vilisend algebrallisena yhtilond x> 4 y> = 1.
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Tasoon R? piirretyt kiyrit toimivat itse asiassa lihtokohtana funktion kisitteen tismalliselle mé-
rittelylle, mutta osoittautuu tarkoituksenmukaisemmaksi késitelld hieman yleisempii akseleita kuin
pelkistiin kahta toisiaan vastaan asetettua reaaliakselia.

y
3
2
1 NeR)
X
-3 -2 -1 1 2 3
-1
.(_27_2) )
-3

Kuva 4.1 Karteesinen tulo R esitetiin yleensi tason pisteistoni. Tavallisesti vaaka-akselia nimitetiin x-akseliksi ja
pystyakselia y-akseliksi. Kuvassa on edustettuna vain joitakin pisteiti, mutta R? sisiltii kaikki tason pisteet.

Lihdetéin siis selvittiméin, mitd tason piste (x,y) tarkoittaa matemaattisesti ja samalla yleiste-
tadn reaalitaso korvaamalla reaaliakselit akseleilla, joihin liitetddn miki hyvénsi joukko.

Kahden alkion joukko on jérjestdmiton, milld tarkoitetaan sité, ettid esimerkiksi {1,2} ja {2,1}
esittivit samaa joukkoa. Toisinaan on kuitenkin tarpeen erotella toisistaan {1,2} ja {2,1} ja titi
varten otetaan kiyttoon jéirjestetyn parin Kisite. Jérjestetystd parista kiytetdéin merkintéd (a,b).

Kuten joukon kisitteessi, ei mydskién jirjestetyn parin (a,b) kisitteessd ole vilttimitti tarpeen
tietdd mitd oliot a ja b ovat. Téssd kurssissa kuitenkin jirjestetyn parin alkiot ovat useimmiten lukuja.

Huomautus 16. Joukko-opin avulla jérjestetty pari voidaan médritelld lyhennysmerkinténi (a,b) =
{a,{a,b}}. Jérjestetyn parin mééritelmi voidaan laajentaa jirjestetyn kolmikon, nelikon, jne. maé-
ritelméksi.



4.2 Relaatio, relaatioiden yhdistdminen, kdénteisrelaatio 45

Kuva 4.2 Yksikkoympyrin x* +y?> = 1 graafinen esitys.

Esimerkki 64. Olkoot A ja B edelleen kuten esimerkissd 58. Silloin A x B = {(1,1), (1,2), (1,3),
(2,1), (2,2),(2,3)}. Toisaalta taas B x A = {(1,1),(1,2), (2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}. Voidaan siis
todeta, ettd A X B ei aina ole sama joukko kuin B x A.

Esimerkki 65. R x R = {(x,y) | x,y € R} on joukko, joka koostuu kaikista jérjestetyisti reaaliluku-
pareista (x,y). Joukon R x R, jota yleensi merkitizin symbolilla R?, graafinen tulkinta on kuvassa
4.1.

Usein tarvitaan sellaista karteesisen tulon erikoistapausta, jossa A = B = C. Till6in merkitidn
AxA=A%jaAxAxA=A3 jne. Karteesisella tulolla R? on luonnollinen tulkinta tason pisteini
(Kuva 4.1) ja R3:1la kolmiulotteisen avaruuden pisteind. Myos karteesiset tulot R*, R>, ... ovat
kayttokelpoisia lukuisissa sovelluksissa, vaikka nditd ei voidakaan visualisoida samoin kuin joukkoja
R? ja R3.

4.2 Relaatio, relaatioiden yhdistiminen, kéiinteisrelaatio

Joukkojen A ja B karteesinen tulo A x B koostuu médritelmén mukaan kaikista sellaisista jirjeste-
tyistéd pareista (a,b), joissa a € A ja b € B. Titen siis karteesinen tulo A X B ei itsessién esitd mitidén
mielenkiintoista yhteyttd joukkojen A ja B vilill4, vaan koko AB-tasoksi kutsuttavaa joukkoa. Ti-
lanne voi kuitenkin muuttua oleellisesti, mikili koko karteesisen tulon A x B sijasta tarkastellaan
jotakin sen osajoukkoa. Tdmi ajatus on késitteen relaatio taustalla. Erityisesti dérellisten joukko-
jen tapauksessa on mahdollista samaistaa pikselikuva ja relaatio, jolloin relaatio on yksinkertaisesti
kuvion muodostavien pikselien luettelo (katso kuva 4.3)

Esimerkki 66. Jos R C A x B on relaatio joukosta A joukkoon B, niin (a,b) € R merkitdén tavalli-
semmin aRb. Esimerkiksi tavallinen < (pienempi kuin) on joukon N biniérinen relaatio, mutta on
tavanomaisempaa merkiti 2 < 3 kuin (2,3) €< tai < (2,3).

Esimerkki 67. Joukon A biniéristi relaatiota R = {(a,a) | a € A} kutsutaan joukon A identiteettire-
laatioksi tai diagonaalirelaatioksi.
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1 2 3 4 5 A

Kuva 4.3 Tissd kuviossad ={1,2,3,4,5} jaB={a,b,c,d,e} jakuvan esittima relaatio R C A x B koostuu pikseleis-
ti {(1,a),(1,b),(2,D),(2,c),(2,d),(3,b),(3,d),(3,¢),(4,b),(4,c),(4,d),(5,a),(5,b) }. Vaaka-akselia voidaan kutsua
A-akseliksi ja pystyakselia B-akseliksi.

Esimerkki 68. Olkoon A ={0,1,2,3,4} jaB={-2,—1,0,1,2}. Till6in karteesinen tulo A x B muo-
dostuu kuvassa 4.4 esitetystd pisteistostd. Vaihtoehtoisesti, karteesinen tulo A X B voidaan esittdd
pikselimuodossa kuvan 4.5 mukaisesti

B
2 . . . °
1 . . . °
A
0 1 2 3 4
-1 . . . °
-2 . . . .

Kuva 4.4 Esimerkin 68 karteesinen tulo A x B koostuu kuvassa esitetystd 5 -5 = 25:sté pisteestd. Vaaka-akselia voi-
daan kutsua A-akseliksi ja pystyakselia B-akseliksi.
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B

0 1 2 3 4 A
Kuva 4.5 Esimerkin 68 karteesinen tulo A x B pikselimuodossa esitettynd. Koko tasoa esittdvd kuva koostuu 5-5 =

25:sté pikselistd. Vaaka-akselia voidaan kutsua A-akseliksi ja pystyakselia B-akseliksi.

Tarkastellaan relaatiota
R= {(an)’ (1a 1)a (la _1)» (472)a (4a _2)}a

joka siis on karteesisen tulon A x B osajoukko. Relaatiota R edustaa kuvan 4.6 pisteistd ja samaa
asiaa esittdd kuvan 4.7 pikselimuoto.

A B
2 °
1 .
A
0 1 2 3 4
-1 °
) .

Kuva 4.6 Esimerkin 68 relaatio R AB-tasossa
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Kuva 4.7 Esimerkin 68 relaatio R pikselimuodossa esitettyni.

Relaatio R voidaan kirjoittaa muodossa R = {(a,b) | a € A,b € B,b* = a}. Relaatio R: A — B
edustaa siis erdinlaista nelidjuuren ottoa joukon A alkioista. Joukon A alkioon O liittyy joukon B
alkio 0, mik# ilmaistaan siten, ettd pari (0,0) on joukossa (relaatiossa) R. Lis#ksi A:n alkioon 1
liittyvét joukon B alkiot —1 ja 1, miké nikyy siten, ettd parit (1,1) ja (1,—1) ovat relaatiossa R ja
lopulta A:n alkioon 4 liittyvit joukon B alkiot —2 ja 2, ja timéd ilmaistaan siten, ettd parit (4,2) ja
(4,—2) ovat relaatiossa R.

Toisaalta taas joukon A alkioihin 2 ja 3 ei liity mikédédn joukon B alkio, mikéd nékyy siten, ettid
relaatiossa S ei ole muotoa (2,b) tai (3,b) olevia pareja. Titen siis 2 ja 3 eivit kuulu timén relaation
midrittelyjoukkoon (joka on {0,1,4}).

Adrellisten joukkojen relaatiot voidaan esittii myos (nuoli)kaavioilla, joissa (a,b) € R esitetiin
nuolella a:sta b:hen (kuva 4.8). Jos A = B, voidaan nuolikaaviossa jittda toinen joukko pois ja piirtdd
nuolet yhden joukon sisiille.

Kuva 4.8 Esimerkin 68 relaation nuolikaavioesitys.

Relaatio on siis funktiota (joka miéritellddn tdsmaéllisesti seuraavassa luvussa) véljempi kisite.
Funktio joukosta A joukkoon B ei esimerkiksi salli sellaista mahdollisuutta, ettd joukon A alkioon
liittettdisiin useampi kuin yksi joukon B alkio (edellisessd esimerkissd lukuun 1 € A liitettiin sekd
—1 ettd 1 kuin myos lukuun 4 € A liitettiin sekd —2 ettd 2). Funktion késite ei myoskién salli sité,
ettd joukossa A olisi alkioita, joita ei vastaa yksikdédn joukon B alkio. Edellisessé esimerkissd 2 ja 3
olivat tdllaisia joukon A alkioita.

Esimerkki 69. Origokeskisen yksikkoympyrin yhtils on x*> +y? = 1. Toisin sanoen joukon R — R
relaatio C = {(x,y) | x,y € R,x*> +y*> = 1} koostuu niisti tason pisteisti, jotka ovat etiisyydelli 1
origosta. Relaation C graafinen esitys on kuvassa 4.2.

Esimerkki 70. Méiritelldzn relaatio L : R — R seuraavasti: L = {(x,x°) | x € R}. Relaation graafinen
esitys on kuvassa 4.9. Tama relaatio on itse asiassa my0s funktio.
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Kuva 4.9 Relaation {(x,x) | x € R} graafinen esitys.
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Huomautus 18. Jokainen ekvivalenssirelaatio R jakaa joukon A erillisiin ekvivalenssiluokkiin, jotka
koostuvat keskeniin relaatiossa olevista alkioista. Identiteettirelaatio on aina ekvivalenssirelaatio,
jossa tosin ekvivalenssiluokat ovat vain yhden alkion suuruisia.
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Huomautus 19. Luonnollisten lukujen tavallinen jérjestysrelaatio < on osittainen jérjestys. Osittai-
nen jarjestys R on totaalinen jdrjestys, jos lisdksi aina jompikumpi vaihtoehdoista aRb tai bRa on
voimassa.

4.3 Funktion mairitelma

Funktiot, jotka miéritelldédn relaatioiden erikoistapauksina, ovat insindorimatematiikan kannalta kes-
keisimpid matemaattisia késitteita.

Funktion miéritelmédn mukaan siis jokaiselle 1dhtdjoukon alkiolle a on olemassa yksikésitteinen
kuva b = f(a). Titen siis funktion méérittelyjoukko on sama kuin sen 1dht6joukko. Erityisesti line-
aarialgebrassa kéytetdédn termid kuvaus funktion synonyymina.

Taustatietoa

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) oli saksalainen matemaatik-
ko, fyysikko ja filosofi, joka otti kdyttoon funktion kisitteen, tosin
geometrisen intuition pohjalta (nykyiseen muotoonsa funktiokésite
saatettiin 1800-luvulla). Leibniz kehitti differentiaali- ja integraa-
lilaskennan Newtonin tOistd riippumatta. Leibniz kehitteli myos
ajatuksia automatisoidusta tietojenkésittelysta.

(kuva: Wikimedia Commons)

Esimerkki 72. Esimerkin 67 identiteettirelaatio on funktio.

Esimerkki 73. Esimerkin 69 relaatio C ei ole funktio, sillé (3, @) €Cija (3, —?) € C, mikd mer-
kitsee siti, ettd luvulla % on kaksi eri kuvaa vastoin funktion méiritelméaa. Sen lisidksi on ldhtojoukon
R alkioita joilla ei ole lainkaan kuvaa maalijoukossa (myos R), esimerkiksi lukua 2 ei vastaa mikééan
maalijoukon alkio y: tillginhén pitiisi olla 22 +y? = 1, toisin sanoen y*> = —3, miki ei voi toteutua
millekéén reaaliluvulle y.

Edellisen esimerkin tilannetta hieman muutellen saadaan relaatiosta C aikaan kaksi funktiota.
Ensinnikin ldhtojoukoksi tulee ottaa [—1, 1] koko R:n sijaan. Jos nimittiin valitaan miké hyvénsi
luku x € [~1,1], on 1 —x? aina valilld [0, 1], joten lukua x € [—1, 1] vastaa aina jokin maalijoukon
luku y, jolle siis pitee y> = 1 —x2. Yleensi tillaisia lukuja y on kuitenkin kaksi (paitsi tapauksissa
x € {—1,1}), joten madritellddn vield (pitden joukkoa [—1, 1] sekd ldhto- ettd maalijoukkona) C; =
{(x,y) | X2 +y* =1,y >0} jaCy = {(x,y) | x¥* +y> = 1,y < 0}. Tillsin voidaan helposti varmistua
siitd, ettd esimerkiksi C; on funktio: koska joukon C; médritelméssi vaaditaan, ettd y > 0, on kutakin
x € [—1,1] kohti olemassa vain yksi y:n arvo, jolle pitee y? = 1 —x2. Vastaavasti voidaan todeta, etti
C, on funktio. Tavallista merkintitapaa kiyttden kirjoitetaan Cy(x) = v/ 1 —x2, kun x € [—1,1] ja
Ca(x) = —v 1 —x?%, kun x € [—1,1]. Kuten helposti todetaan, C = C; UC,.

Huomautus 20. Jos funktion 1dht6- ja médrittelyjoukko A ja B ovat reaalisuoran osia, voidaan ndi-
td korostaa graafisessa esityksessé piirtimélld nidkyviin ainoastaan joukkoja A ja B vastaavat osat
reaalisuorasta.

4.4 Funktioiden ominaisuuksia

Lause 16. Jos f : A — B ja g : B— C ovat funktiota, on relaatiotulo g o f myds funktio
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Todistus. Harjoitustehtidva.

Edellisen lauseen nojalla voidaan asettaa seuraava mairitelma.

Esimerkki 74. Jos h(x) = e, voidaan h kirjoittaa muodossa & = go f, missd g(x) = ¢* on ulko-
funktio ja f(x) = —x? on sisifunktio.

Lauseen 16 mukaan kahdesta funktiosta yhdistamaélld saatu relaatio on aina funktio. Sen sijaan
vaikkapa esimerkkid 68 tarkastelemalla voidaan todeta, ettd funktion kéénteisrelaatio ei aina ole
funktio. Sen selvittdmiseksi, millaisten funktioiden kéénteisrelaatio on funktio, otetaan kdyttoon seu-
raavat kisitteet.

Sanallisesti injektiivisyys merkitsee sitd, ettéd eri alkukuvilla on eri kuvat. Epdsuoran todistuksen
ideaa kiyttden funktion injektiivisyys voidaan kirjoittaa myds muotoon f(ay) = f(az) = a; = as.
Surjektiivisuusehto taas puolestaan merkitsee sité, ettdl jokaisella joukon B alkiolla on alkukuva. Bi-
jektiivisyys puolestaan surjektiivisuuden ja injektiivisyyden yhdistelméni merkitsee sitd, ettd jokai-
sella joukon B alkiolla on tarkalleen yksi alkukuva joukossa A.

Esimerkki 75. Funktio f : R — R, f(x) = x> ei ole injektio eiki surjektio. Esimerkiksi f(—1) =
(—=1)2=1= f(1), joten luvuilla —1 ja 1 on sama kuva 1, miki on vastoin injektiivisyysehtoa. Sen
liséiksi luvulla —1 ei ole lainkaan alkukuvaa, silld x2 = —1 kaikille reaaliluvuille x, mikd on vastoin
surjektiivisuusehtoa.

Sen sijaan funktio g : R — [0,0), g(x) = x? on surjektio, silli jokaista lukua y € [0, ) kohti on
olemassa alkukuva x = ,/y, jolle pitee g(x) = y. Funktio ¢ ei kuitenkaan ole injektio, silld g(—1) =
1=g(1).

On huomattava, etti vaikka funktioiden f ja g médrittelevi lauseke on sama f(x) = g(x) = x,
ovat f ja g siitd huolimatta eri funktioita. Tamé johtuu siité, ettd f:n ja g:n madrittelyjoukot ovat
erisuuret. Funktio nimittdin méadritellddn karteesisen tulon osajoukkona, jolloin siis seké 14dhto- ettd
maalijoukkojen identtisyys on edellytys funktioiden yhtisuuruudelle.

Lause 17. Jos f : A — B on bijektiivinen funktio, on kiicinteisrelaatio f~' : B — A myds funktio,
ns. f:n kidnteisfunktio. Kédntien, jos funktion f : A — B kinteisrelaatio f~' : B — A on
funktio, on f bijektio.

Todistus. Todistetaan ensimmadinen viite ja jitetddn toinen harjoitustehtdviksi.

Oletetaan ensin, ettd f on bijektio. Tdlloin jokaisella joukon B alkiolla b on tasan yksi alkukuva
a € A, misti seuraa, etti jokaisella ¢ € A on tasan yksi kuva relaatiossa f~!. Tdmi puolestaan onkin
jo funktion mééritelmi.

Olkoon f : A — B bijektio. Tilloin siis kiznteisfunktio f~! : B — A on olemassa. Méiritelmin
mukaan a = f~!(b) merkitsee, etti (b,a) € f~', miki taas tapahtuu tarkalleen silloin kun (a,b) € f,
miki edelleen voidaan merkiti f(a) = b. Ndin ollen a = f~1(b) = £~ 1(f(a)) = (f ' o f)(a), miki
merkitsee siis sitd, ettd f -lg f A — A on joukon A identiteettifunktio. Samoin voidaan todeta, etti
fof~!':B— Bon joukon B identiteettifunktio.

Huomautus 21. Jos f : A — B on injektio, voidaan B:ti rajoittamalla saada bijektio f: A — f(A).
Till6in on olemassa kinteisfunktio f~! : f(A) — A.

Lause 18. Merkitddn A ~ B jos A ja B ovat yhtd mahtavat. Tdilloin ~ on ekvivalenssirelaatio.
Todistus. Harjoitustehtdvi.

Lause 19. Adrelliset joukot ovat yhti mahtavat tarkalleen silloin kun niissd on sama mdidrd alkioita.

Todistus. Merkitidén A = {ay,...,a,} jab={bi,...,by}. Jos n =m, on f(a;) = b; bijektio A — B.
Jos myds joukossa B on n alkiota, on olemassa bijektio g : {1,2,...,n} — B. Oletetaan sitten, etti
m < n ja tehdddn vastaoletus, etti olisi bijektio f : A — B. Koska |B| < |A|, on oltava alkiot a; # a;,
joille f(a;) = f(a;), jolloin f ei ole injektio eiki siis myoskddn bijektio. O
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Adrettomien joukkojen tapauksessa tilanne on mutkikkaampi. On nimittiin mahdollista, etti
joukko on yhtd mahtava aidon osajoukkonsa kanssa.

Lause 20. Joukko N = {1,2,3,...} on yhti mahtava joukon NU{0} = {0,1,2,3,...} kanssa.
Todistus. Helposti havaitaan, ettd f: NU{0} — N, f(n) =n+1 on bijektio.
Lause 21. Joukko N on yhti mahtava joukon 2N = {2,4,6, ...} kanssa.

Todistus. Helposti havaitaan, ettd f : N — 2N, f(n) = 2n on bijektio.

Lause 22. Joukko 7 on numeroituva.
Todistus. Harjoitustehtava.

Lause 23. Joukko N x N on numeroituiva.

Todistus. Médritellédén funktio £ : N x N — N seuraavasti: f(m,n) = w +n ja todetaan,

ettd tima on bijektio.

Lause 24. Joukko Q on numeroituva.

Todistus. Jitetddn harjoitustehtdviksi. Tidssd voidaan hyodyntii edellisté lausetta.
Lause 25. Joukko R ei ole numeroituva.

Todistus. Tehdién vastaoletus, jonka mukaan R on numeroituva. Téll6in reaaliluvut voidaan asettaa
jonoon: R = {ry,r,r3,...}. Olkoon r; = n;.di1dpd;3 ... i:nnen reaaliluvun desimaalikehitelmi ja
tarkastellaan nditd kaikkia yhdessi:

ri = ni.dydppdizdis. ..
ry = ny.dridrdrzday . ..
r3 = n3.dy1d3dssdss . ..
r4 = ng.dydapdazdag . ..

ja muodostetaan desimaalikehitelmi r = 0.cjcac3 . . ., jonka desimaalit valitaan seuraavasti: ¢; = dj +
1, jos di <9 jac; =0 jos d; = 9. Ndin valitsemalla saadaan luku, jonka i:s desimaali poikkeaa yll4
olevan luettelon i:nnen luvun i:nnestid desimaalista. T4ten luku r ei voi olla listassa, miki on vastoin
vastaoletusta. O






Luku 5
Yleisimmat reaalifunktiot

Varsinkin reaalifunktioiden yhteydessi jitetddn usein sekd madrittelyjoukko ettd maalijoukko ilmoit-
tamatta. T4lloin médrittelyjoukoksi valitaan laajin mahdollinen reaalilukujoukko, ellei toisin sovita.

Esimerkki 76. Olkoon f(x) = x(x£1> . Funktion f méidrittelevin lausekkeen nimitt4jd saa arvon 0 kun
x € {0, 1}, joten reaalifunktion f laajin mahdollinen médrittelyjoukko on R\ {0, 1}.

5.1 Reaalifunktioiden esitystapoja ja ominaisuuksia

Esimerkki 77. Palataan esimerkin 69 yhtiloon x> +y> = 1. Tami on implisiittimuotoinen yhtilo,
mutta kuten aiemmin jo huomattiin, ei implisiittimuoto valttdméttd miérittele funktiota, vaan re-
laation. Tdman kaltaisissa tapauksissa tarvitaan jokin lisdehto, jotta saataisiin méadritellyksi funktio.
Tissd tapauksessa téllainen lisdehto voi olla vaikkapa y > 0.

Jos asetetaan rajoitus y > 0, saadaan eksplisiittimuotoinen funktio f(x) = v/1 —x2, jonka laajim-
pana médrittelyjoukkona toimii [—1, 1]. Parametriesitys samalle funktiolle puolestaan on esimerkiksi
f ={(cost,sint) | t € [0,7]}.

My®os parametrimuoto voi médritelld funktion sijasta relaation. Jos edellisesséd esimerkissd oli-
si parametrin annettu kulkea vili [0,27] vilin [0, 7] sijaan, olisi tuloksena esimerkin 69 relaatio.
Parametrin arvoa rajoittamalla voidaan kuitenkin usein saada aikaan funktio.

Lause 26. Aidosti monotoninen funktio f : A — R on injektio.
Todistus. Harjoitustehtava.

Kuten esimerkissd 21 todettiin, voidaan jokaista joukossa A midriteltyd injektiivistd funktiota f
kohti médritelld bijektio f : A — f(A) rajoittamalla maalijoukkoa.

Lause 27. Jos funktio f : A — f(A) on aidosti kasvava, niin mydés sen kinteisfunktio f~' : f(A) — A
on aidosti kasvava. Vastaava tulos pditee aidosti viheneville funktioille.

Todistus. Harjoitustehtidva.

5.2 Algebralliset funktiot

Polynomifunktiot ovat tietyssid mielessi kaikkein yksinkertaisimpia reaalifunktioita. Ainakin niiden
arvojen laskeminen perustuu suoraan reaalilukujen operaatiohin: kun x on annettu, arvo p(x) voidaan
laskea pelkdstiédn kerto- ja yhteenlaskujen perusteella.

Kaikille mahdollisille reaaliluvuille on miéritelty vahennyslasku, silld jokaisella reaaliluvulla on
vastaluku. Tilloin erotus a — b voidaan aina mééritelld a — b = a+ (—b). Jos b # 0, on reaaliluvuille
midritelty myds jakolasku 7 = ab™!, ja niitd operaatioita kiyttimilld saadaan polynomifunktioita
laajempi funktioluokka, ns. rationaalifunktiot. Yleisemmin yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskua
kutsutaan rationaalisiksi operaatioiksi.
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y an encoding such as \[latin1]inputenc’in the document preamble.’ Alternatively, save the file in UTF-8 using your editor or another toolReaalifus
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Esimerkki 78. f(x) =5-1+4-x =15+ 4x on rationaalifunktio, samoin f(x)- f(x) = (5+4x)-(5+

4x) = 25+40x+ 16x>. Myos g(x) = % on rationaalifunktio. Kaikki rationaalifunktiot voidaan

esittdd kahden polynomin osaméirina.

Rationaaliset operaatiot eivit kuitenkaan ole ainoita, joilla tunnetuista reaalifunktioista saadaan
uusia: aiemmin on jo todettu, ettd esimerkiksi myos yhdistimalla ja kdédnteisfunktioina saadaan uusia
funktiota. Myohemmin esitellddn lisdd tapoja uusien reaalifunktioiden muodostamiseksi.

Esimerkki 79. Olkoon k € N. Tilloin reaalifunktio f : [0,00) — [0,00), f(x) = x* on bijektio. Sen
kidnteisfunktiota kutsutaan juurifunktioksi ja merkitiin f~!(x) = ¥/x.

Esimerkki 80. f(x) =+/1— x* on algebrallinen funktio, koska se on kahden muuttujan polynomiyh-
tilon x> +y? — 1 = 0 médrittelemén relaation osa, jossax € [—1,1] jay > 0.

Esimerkki 81. Jokainen rationaalifunktio f(x) = % on algebrallinen, koska se voidaan miiritelld
polynomiyhtdlolld g(x)y — p(x) = 0.

Esimerkki 82. Funktio f(x) = |x| on algebrallinen, koska se on polynomiyhtilon y> — x> = 0 mirit-
telemin relaation osa.

5.3 Eksponentti- ja logaritmifunktiot

Tavanomainen potenssimerkinté

a'=a-...-a
N——
n kpl
laajennetaan yleensd koskemaan negatiivisia lukuja —n médrittelemélld a™" = — ja rationaalieks-
a

ponentteja seuraavasti: an = V/a™.

Viimeistidin rationaalilukueksponentteja méadriteltdessa tulee yleensd rajoittautua tapauksiin a >
0, jotta juuren olemassaolon suhteen ei olisi ongelmaa. Reaaliluvulle x potenssimerkintéd a* voidaan
madritelld tasmillisesti vain raja-arvokisitteen kautta. Yleinen tapa timin saavuttamiseksi on valita
jokin jono rationaalilukuja ry, r2, r3, ..., joka lihestyy reaalilukua x ja médritelld a* lukuna, jota jo-
noa't, a2, a", ... ldhestyy. Ndin midriteltdessd pitdd varmistua yksityiskohdista, kuten raja-arvojen
olemassaoloista ja midriteltdvin objektin yksikisitteisyydestd. Nami teknisluontoiset yksityiskoh-
dat kuitenkin sivuutetaan tdssd yhteydessd ja esitetdén vain seuraava madritelma ja siihen liittyvit
viitteet todistuksetta.
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Kuva 5.1 y=2*

Aiemmin todetun mukaan kaikilla bijektioilla on olemassa kiinteisfunktio, myos eksponentti-
funktiolla R — (0,00).
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[}
T

Kuva52 y=(1)"

Lause 28. Logaritmifunktiot toteuttavat log,, (xy) = log,x +log,y ja log,x’ = ylog,, x.
Todistus. Harjoitustehtdvi. Kéaytd eksponenttifunktion ominaisuuksia todistuksessa.
Lause 29. Jos a > 1, on f(x) = log,x aidosti kasvava. Jos taas 0 < a < 1, on f(x) = log,x aidosti

vihenevd.
Todistus. Harjoitustehtdva. Kéytd eksponenttifunktion ominaisuuksia todistuksessa.

k2
T
1
1

=]
T

Kuva 5.3 y=Inx

Periaatteessa kaikki eksponettifunktiot voidaan esittdd yhden ainoan eksponenttifunktion avulla,
ja sama pitee logaritmifunktioihin. Tdmé perustuu seuraavaan tulokseen, jota ei kuitenkaan ryhdyta

todistamaan.

Lause 30 (Kantaluvun vaihto). Jos b = a¢, on

bx — (ac‘)x — aCX

ja
1
logy,x = O8a¥
c
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Jalkimmaéinen viittima4 tietysti seuraa edellisestd (harjoitustehtdvi).
Syisti jotka selvidvit Insindorimatematiikan kurssikokonaisuuden myohemmissi osissa, valitaan
eksponenttifunktiolle ja logaritmifunktiolle kantaluvuksi irrationaaliluku

e =2,71828182845904523536.. .,

niin sanottu Neperin luku. Tdssd kurssissa eksponentti- ja logaritmifunktiot, joiden kantalukua ei
erikseen mainita, oletetaan e-kantaisiksi.

5.4 Trigonometriset funktiot

Edelldkuvattujen lisdksi yksi varsin yleisesti esiintyvin reaalifunktiotyypin muodostavat trigonomet-
riset funktiot. Trigonometriset funktiot voidaan midritelld tdsmaillisesti sarjaopin avulla, mutta tdssa
yhteydessi tyydytdin intuitiivisempaan kuvailuun.

Kuvailu tarvitsee tuekseen kulman suuruuden médritelmén absoluuttisissa yksikoissi eli radiaa-
neissa.

Kayttdmilla moninkertaisia kierroksia sekd myo6tdpdiviin kiertymistd voidaan sini ja kosini mii-
ritelld kaikille mahdollisille reaaliluvuille. Edelleen huomataan, ettd sini ja kosini voivat saada arvoja
vain vililtd [—1, 1], mutta huomattavin ominaisuus on, ettd kumpikin funktio on jaksollinen:

sinx =sin(x+2x) ja cosx=cos(x+27)

kaikille mahdollisille reaaliluvuille x. Trigonometriset funktiot toteuttavat lukuisia identiteette-
ji (yhtdsuuruuksia, jotka pitevit kaikille muuttujan arvoille) joita on listattu taulukoihin. Niis-
ti tunnetuimpia ovat sin’x + cos?x = 1 ja sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny. Myos identiteetti
sinx = cos(x — §) on huomattava, silli siitd ilmenee ettd kosini ja sini ovat itse asiassa koordi-

naatiston siirtoa vaille samat funktiot.

—, 1.0 o,
/ s ., 0.5 P . e
£ I _2 /- 2
o = 4 T /—f..-.:E g T3 * /E/
Ty ~—
Kuva 5.4 y =sinx
T o '?,1- R T g
o L , -
. ' d 0.5 . /
-6 -4 - 2 4 §
\.\ /,J ~0.5 \\\\ z/
T —1.0 fo._ LA -

Kuva 5.5 y =cosx

Maéiritelméstd ndhdiin helposti my0s oikeaksi seuraava tulos.

Lause 31 (Sinin ja kosinin nollakohdat).

e sinx=0&xe{nw|neZ}
* cosx=0sxc{f+nn|neclZ}
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Funktiona R — R sini ei ole surjektio, sillé se saa vain vililld [—1, 1] olevia arvoja. Sini ei mys-
kidn ole injektio, silld se on jaksollinen ja saa titen samoja arvoja 27:n vilein. Niin ollen sini ei
ole bijektio eikad sillé siis ole kddnteisfunktiota. Sopivasti 1dht6- ja maalijoukkoa rajoittamalla sinistd

saadaan aikaan bijektio, esimerkiksi
funktio sin : [-%, %] — [—1,1] on bijektio, jonka kidnteisfunktiota kutsutaan arkussiniksi ja
merkitiin arcsinx tai sin~ ! x.

Arkuskosini arccos : [0, ] — [—1, 1] mééritellddn analogisesti.

. sinx |, . . o . .
Tangentti voidaan madritelld kaavalla tanx = —x, jolloin saadaan kaikilla muilla reaaliar-
CoSX

voilla paitsi joukossa {F + k7 | k € Z} miiritelty funktio. Osoittautuu, ettd tangentti on 7-
jaksollinen funktio, joka on kasvava vilild (—7, 7) ja saa kaikki reaaliarvot tilld valilla.
Funktio tan : (-7, %) — R on bijektio ja sen kidnteisfunktiota kutsutaan arkustangentiksi

Kuva 5.6 y =tanx

Kurssin seuraavassa osassa perehdytiin pintapuolisesti Matlab-ohjelmistoon, joka kykenee mo-

nipuoliseen reaalifunktioiden numeeriseen kisittelyyn, mukaanlukien graafiset esitykset. Reaali-
funktioiden ominaisuuksia voi myos valottaa Wolfram Alphan avulla. Wolfram Alpha on osoittees-
ta http://www.wolframalpha.com/ 10ytyvd matemaattisen tiedon hakukone, joka pystyy

myo6s symboliseen sekd numeerisen laskentaan ja kuvaajien piirtimiseen ja osaa tulkita hyvinkin
summittaisesti annettuja syotteitd. Kokeile!
Seuraavan méiritelméin mukainen funktioluokka riittdd jo varsin pitkélle, mutta ei kuitenkaan

sisélld kaikkia Insin6orimatematiikan kurssikokonaisuudessa tarvittavia funktioita.

Esimerkki 83.
In(1 +x)sin®x — /3 +4x2
fx) =
arctan(cosx)

on alkeisfunktio.
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Esimerkki 84. Voidaan osoittaa, ettid ns. normaalijakauman kertymdfunktio

1 X2
l}’(.x) = \/Tin-/i e 2dt

ei ole alkeisfunktio.
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Luku 6
Kompleksiluvut

Lukualueiden laajentamista Iuonnollisten lukujen joukosta N laajempiin joukkoihin voidaan tarkas-
tella monelta kannalta. Algebrallinen ldhestymistapa kiinnittdd huomiota polynomiyhtél6iden rat-
keavuuteen, esimerkiksi yhtdlollda x +2 = 1 ei ole ratkaisua luonnollisten lukujen joukossa, mutta
kokonaislukujen joukossa Z silléd on ratkaisu x = —1. Vastaavasti yhtdlo 2x = 1 on kokonaislukujen
joukossa ratkeamaton, mutta laajennettaessa kokonaislukujen joukkoa rationaalilukujen joukoksi Q
saadaan yhtilolle ratkaisu x = % Samoin yhtil6 x> —2 = 0 on rationaalilukujen joukossa ratkeama-
ton, mutta reaalilukujen joukossa R silld on kaksikin ratkaisua, nimittidin \/E ja —/2.

Helposti huomataan, ettéd reaaliluvutkaan eivit takaa polynomiyhtélon ratkeavuutta: esimerkiksi
yhtilslld x* + 1 = 0 ei ole ratkaisua joukossa R. Timén puutteen korvaamiseksi otetaan kiyttoon
kompleksiluvut.

6.1 Kompleksilukujen méiritelmi ja peruslaskutoimitukset

Edellisen méritelmén mukaan kompleksiluku x + yi voidaan kisittdd reaalilukuparina (x,y). Koska
jokainen reaaliluku voidaan kirjoittaa muotoon x = x 4 0i, voidaan reaaliluvut kisittdd kompleksilu-
kujen erikoistapauksiksi ja siis R C C

Huomautus 22. Koska imaginaariyksikko toteuttaa yhtilon i> = —1, voidaan periaatteessa merkiti
i = v/—1. Tilloin pitiisi kuitenkin olla (—i)? = (—i)(—i) = (=1-i)(=1-i) = (=1)?? =* = —1.
Tiiten siis ndyttdi silti, ettd myos —i toteuttaa yhtilon (—i)? = —1 eiki nelidjuuri /—1 olisi yksika-
sitteinen. Tdhdn ongelmaan palataan myShemmin.

Huomautus 23. Symbolia i kiytetdin toisinaan merkitseméin vaihtovirtaa, ja siksi erityisesti s&hko-
tekniikan yhteydessd imaginaariyksikostd kdytetdédn i:n sijaan merkintéi j.

Esimerkki 85. Yhtilolld x> — 2x+ 5 = 0 ei ole reaalisia ratkaisuja, koska x*> —2x+5 = (x — 1) 44 >
4 aina kun x € R. Sen sijaan yhtdlolld on kaksi kompleksista ratkaisua, jotka saadaan seuraavasti:
P-2+5=0 (x—1)=-4e (x-1) =4 x—1=22icx=1+2i

Yhteenlasku kompleksiluvuilla on suoraviivainen: (x; +y1i) + (x2 +y2i) = (x1 +x2) + (1 +32)i,
ja kertolaskua varten muistetaan, ettid 2 = —1. Tillsin

(x1 4+ y18) (X2 +y2i) = X100 4+ X120 +y1ix2 + y1iy2i
= XX+ Y1Y2i* 4 X1 Y20+ y1xai
= (x1x2 —y1y2) + (X132 + y1%2)i.

Vihennyslasku on yhteenlaskun kanssa analoginen, ja jakolaskun helpottamiseksi otetaan ensin
kayttoon liittoluvun Kkisite.

Lause 32. Josz1 jazs € C, niinzi + 20 =21+ 22 ja 71 22 = 21 - 22-

Todistus. Harjoitustehtdva.
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Kompleksilukujen jakolaskussa kannattaa usein laventaa jakajan liittoluvulla:

xiAy Ay —y2i)  xixa+yiya +xyii—xiyi

x2+y2i (x2+y20) (%2 — y2i) x5 +y3
_ N0 +Y1y2 | Xy —X1y2.
5+ 5+

Kompleksiluvuilla on siis monia reaalilukujen kaltaisia ominaisuuksia: niille voidaan maéritelld
summa, erotus, tulo ja osamiird, jotka vield toteuttavat samankaltaisia sddntojad kuin reaalilukujen
vastaavat operaatiot. On esimerkiksi helppo tarkistaa, ettd kompleksiluvuille z1, 2 ja z3 pétevit sekd
vaihdantalaki eli kommutatiivisuus 71zp = 771 seki osittelulaki eli distributiivisuus z1(zp +z3) =
2122 + 2123. Lisédksi kompleksiluvuille pdtee tulon nollasdintd eli z;zp = O tarkalleen silloin kun
joko z1 =0, zp = 0, tai z; = zo = 0 (tulon nollasdintd on itse asiassa seuraus siité, ettd jokaisella
nollasta eroavalla luvulla on kédnteisluku). Voidaan itse asiassa ndyttdd toteen, ettd kompleksiluvut
toteuttavat esimerkin 9 kunta-aksioomat.

6.2 Kompleksilukujen graafinen esitys, itseisarvo ja polaariesitys

Kompleksiluku voidaan kisittdé reaalilukuparina, joten luonteva graafinen esitys kompleksiluvuille
on tason piste (Kuva 6.1).

1+2i

Re(z)
-3 -2 -1 1 2 3
—i
. 2 e l-2i=T1+2i

—1—2i=—(1+2i)

—3i

Kuva 6.1 Kompleksilukujen graafinen esitys. Kuviossa nikyvin nuolen pituus kuvaa kompleksiluvun 1 + 2i itseisar-
voa ja 0 sen vaihekulmaa. Vaaka-akselia kutsutaan reaaliakseliksi ja pystyakselia imaginaariakseliksi. Reaaliakselilla
olevat luvut ovat reaalisia, kun taas imarinddriakselin lukuja kutsutaan puhtaiksi imaginaariluvuiksi. Liittoluku saa-
daan peilaamalla reaaliakselin suhteen ja vastaluku origon suhteen.

Kompleksilukuja ei kuitenkaan voida yleisesti ottaen jérjestdd suuruusjirjestykseen kuten re-
aalilukuja. Ei voida méiritelld milloin kompleksiluku on suurempi kuin toinen, mistd seuraa, ettd
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kompleksilukujen kohdalla ei voi puhua epéayhtéloistd. Sen sijaan kompleksiluvuille voidaan maéri-
telld itseisarvo ja kahden eri kompleksiluvun itseisarvoa voidaan verrata.

Huomautus 24. Edellisen méiritelmin merkinnoin 7z = x> +y? = |z|2. Tastd seuraa lauseen 32
perusteella, ettd |Z1zz|2 = 21227122 = 21212222 = |21 |2 \z2|2, misté edelleen seuraa, etti |z122| =
|z1||z2| pitdd myos kompleksiluvuille paikkansa. Myos kolmioepéyhtild

lz1 + 22| < |z1| + 22|

pitee kompleksiluvuille, vaikka sitd ei tdssd yhteydessé todistetakaan.

Kompleksiluku z = x + yi voidaan esittdd paitsi reaalilukuparina (x,y), myos antamalla pisteen
(x,y) etdisyys origosta (miki on siis yhti kuin |z|, kompleksiluvun z itseisarvo) seki origon ja pis-
teen (x,y) kautta kulkevan suoran ja reaaliakselin vilinen kulma 6 (ns. vaihekulma) (Kuva 6.1).
Tistd esityksestd kiytetddn nimed polaariesitys tai napakoordinaattiesitys. Kompleksiluvun esitysté
muodossa z = x + iy kutsutaan karteesiseksi tai xy-esitykseksi.

Huomautus 25 (Polaariesityksen etsiminen). Kompleksiluvun karteesisesta esityksestd z =
x + yi saadaan polaariesitys seuraavasti: Itseisarvon laskeminen mééritelmén ?? mukaan suo-
raviivaisesti: |z] = \/x? 4 y?. Tidmin lisiksi alkeistrigonometrian mukaan tan = 2 (kts. kuva
6.1), joten padteltaviksi jad 0. Madritelmdn mukaan nimittdin funktion arctan arvot ovat ai-
na vililld (—7%, 2 ), mutta selvistikin kompleksilukujen vaihekulmia on olemassa my&s timéin
vilin ulkopuolella. Tama tulee ymmarrettivaksi siten, ettd tangenttifunktio saa samat arvot
kulman 7 vélein: tan(x + ) = tanx.

Vaihekulman 6 valinta tehddin seuraavasti:

1. Tapauksessa x = 0 voidaan vaihekulmaksi valita 0 = %, josy>0,ja 8 = —%, josy < 0.
2. Tapauksessa x > 0 voidaan vaihekulmaksi valita 6 = arctan )y—c, ja
3. Tapauksessa x < 0 voidaan vaihekulmaksi valita 6 = arctan)y—c + 7.

Reaalilukujen (y = 0) vaihekulmaksi voidaan siis edelldmainitun perusteella aina valita O
(positiiviset reaaliluvut) tai 7 (negatiiviset reaaliluvut).

On kuitenkin huomattava, ettd kompleksiluvun vaihekulma ei ole koskaan yksikdsitteinen,
silld sithen voidaan liséti tai siitd vdhentdd niin monta tiyden ympyrin (277) monikertaa kuin
halutaan.

Esimerkki 86. Vaihekulman —7Z sijaan voidaan yhti hyvin valita vaihekulma —Z + 27 = 37” Piirra
kuva ja havaitse itse!

Esimerkki 87. Kuvan 6.1 tilanteessa z = 1 + 2i, joten |z|> = 12 +22, ja siis |z| = /5. Vaihekulma 6
on yhtélon tan 0 = % = 2 ratkaisu, ja tille saadaan likiarvo 6 = 1,10715... (radiaaneina).

Huomautus 26 (Polaarimuodosta karteesiseen). Jos r = |z| on kompleksiluvun z itseisarvo ja 6
sen vaihekulma, voidaan alkeistrigonometrian perusteella (katso kuva 6.1) kirjoittaa x = rcos 6
jay = rsin0, joten kompleksiluku z = x + yi voidaan kirjoittaa muotoon

z=rcosO +irsinf.

Niin saadusta muodosta voidaan lisiksi huomata, ettd

|z| = |r(cos O +isinB)| = |r| |cos@+isin],
-

|2
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jajos z # 0, ndhddin vilittdmisti ettd
|cos® +isinf| =1,

mikai tarkoittaa sitd, ettd kompleksiluku cos 6 +isin 6 on yksikkdoympyralld.
Niin saatu esitys ei kuitenkaan ole muotoa jossa kompleksilukujen polaariesitys yleensi kirjoite-
taan. Yleensid kéytetdin vield Eulerin kaavaa (vaihtoehtoinen nimitys: Eulerin identiteetti).

Lause 33 (Eulerin kaava). ¢ = cos 0 +isin

(kaavassa e on neperin luku, kaava médrittelee e-kantaisen potenssin ns. padarvon).

Todistus. Perustelu Eulerin kaavalle esitetddn kurssikokonaisuuden myohemmaéssé osassa, sarjake-
hitelmien yhteydessa.

Huomautus 27. Trigonometristen funktioiden yhteenlaskukaavoista seuraa, ettid kaava
eiel €i&2 _ ei(91+92) (61)
pétee, vaikka eksponentit ovat imaginaarilukuja. Itse asiassa olisi mahdollista valita toisenlainen 14-

hestymistapa: kaava (6.1) on mahdollista todistaa kdyttimitti trigonometristen funktioiden yhteen-
laskukaavoja, jotka puolestaan voitaisiin johtaa kaavasta (6.1).

Taustatietoa

Leonhard Euler (1707-1783) oli 1700-luvun merkittdvin matemaa-
tikko ja lienee kaikkien aikojen tuottelian matemaatikko julkaisujen
madrdan suhteen. Hénen kaikki tyonsd voitaneen esittdd n. 80:ssa
kirjassa, mutta nykyisin, yli 230 vuotta Eulerin kuoleman jilkeen
vuonna 1911 aloitettu tyo on vield kesken ja vasta 76 kokoomateosta
on julkaistu Sveitsin tiedeakatemian rahoittamassa Opera Omnia
-sarjassa. Euler syntyi Baselissa, mutta toimi suurimman osan uras-
taan professorina Pietarissa ja Berliinissa.

(kuva: Wikimedia Commons)

Eulerin kaavaa kiyttden voidaan kompleksiluvun polaari- eli napakoordinaattiesitys kirjoittaa
seuraavaan muotoon.

Lause 34 (Eksponenttimuotoinen polaariesitys). Jos kompleksiluvun z itseisarvo on r ja vai-
hekulma 0, niin

z=re'd.
Esimerkki 88. Luvun z = 1 —i+/3 itseisarvo on |z| = 1/12 + (—+/3)2 = 2. Vaihekulma @ toteuttaa
yhtdlon tan 6 = %ﬁ joten voidaan valita @ = —% (yhtd hyvin voitaisiin valita § = —% 427 = %”).
Talloin siis .
1-iv3=2e7"5.

Polaariesitys antaa kompleksilukujen tulolle selkedn tulkinnan: Olkoon z; = |z1]€® ja zp =
|z2] €/%2. Tillsin

ieleiez _ i(61+67)

2122 = |z1] |z2] € |z1|[z2] e ,

miki siis merkitsee siti, ettd
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tulon z;z; itseisarvo on kompleksilukujen z; ja z» itseisarvojen tulo, ja ettéd tulon z;z, vaihe-
kulma on kompleksilukujen z; ja zp vaihekulmien summa.

Huomautus 28. Koska sint = 0 ja cos T = —1, seuraa Eulerin kaavasta yhtilo
G ==l

mitd pidetddn yhtend informatiivisimmista klassisen matematiikan kaavoista: siind yhdistyvét mer-
kittavit luvut e, 7 ja i hyvin yksinkertaisella tavalla. Selvitd (harjoitustehtidva) mitd ovat luvut ‘4,

€'2 jae'2 ilmoitettuna reaaliosan ja imaginaariosan avulla.

Toinen kompleksilukujen yhteydessd usein esiintyvi kaava on ns. de Moivren kaava, jota ei kui-
tenkaan tilld kurssilla paljon kiytetd. Se luo kuitenkin mielenkiintoisen kytkdksen trigonometriaan.

Lause 35 (de Moivren kaava). (cos 0 +isin 6)" = cosn6 +isinn6.

Todistus. Kaavasta (6.1) seuraa (miten?), etti kaikille kokonaisluvuille  pitee (¢?)" = ¢, Tilloin
Eulerin kaavan perusteella saadaan

(cos O +isin0)" = (£/%)" = €% = cosnB +isinné.
Muistamalla Eulerin kaava saadaan helposti monia trigonometrian kaavoja.
Esimerkki 89. ¢*® = cos26 + isin26, mutta toisaalta
% = (¢1%)? = (cos 0 +isinB)? = cos® @ — sin® O + 2icos Hsin 6.
Yhdistimélld niin saadut esitykset huomataan, etti cos 26 = cos? 6 — sin® 6 ja sin20 = 2cos 0sin 6.

Muistutetaan lopuksi yksinkertaisesta mutta tirkedstd tosiasiasta, jolla on merkittdvid seurauksia
mm. kompleksilukujen logaritmikisitteelle.

Huomautus 29. Koska kompleksiluvun vaihekulma ei ole yksikisitteinen, ei myoskédén ekspo-
nenttimuotoinen polaariesitys ole yksikisitteinen, vaan

€% = cos 0 +isinO = cos(0 +n-21) +isin(6 +n-21) = £'O+127)

missd n € Z.

n-27mi

Edellisen yhtdlon perusteella e = 1 aina kun n on kokonaisluku.

6.3 Kompleksinen eksponenttifunktio ja logaritmi

Kompleksisen, e-kantaisen eksponenttifunktion ldhtdkohtana toimii luonnollisesti Eulerin kaava.

Esimerkki 90. . T T T
n2-5i _ in2,—5i _ 2(005(—5) —‘,—isin(—z)) = -2
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Edellisestd madritelmisti seuraa, ettd kompleksinen eksponenttifunktio toteuttaa reaalialueella tun-
netun yhtilon e¥! 722 = %1 %2, mutta muiden vastaavanlaisten kaavojen suhteen tulee olla huolellinen,
kuten jatkossa tullaan ndkeméan. Huomautuksesta 29 seuraa suoraan, ettd jos n € Z, niin

ez+n~2m zen-2m — 2

=e e,
mikd merkitsee siti, ettd kompleksinen eksponenttifunktio ei ole injektio, vaan 2i-jaksoinen funk-
tio, joka saa saman arvon ddrettomén monella kompleksiluvulla. Tistd seuraa, ettd kompleksilukujen
eksponettifunktiolla ei voi olla kdédnteisfunktiota, vaan ettd kompleksinen logaritmi on vilttamaétta re-
laatio.

Suoraviivaisimman tien kompleksisen logaritmin miirittelyyn tarjoaa polaariesitys: Jos z =
|z| ¢!, voidaan kompleksiluku z kirjoittaa vaihekulman monikisitteisyyden vuoksi ddrettdmin mo-
nella eri tavalla:

7= |z|ei(6+"'2”),

missd n € Z. Ndami esitysasut antavat aiheen seuraavaan mééritelméaan.
Esimerkki 91. Lasketaan luvun —2 logaritmin arvot. Tétd varten etsitddn luvun —2 polaariesitys:

—2 =2¢™_ mutta on otettava huomioon, etti vaihekulmaan voidaan lisétd miké hyvénsi 27:n moni-
kerta, jolloin siis —2 = 2¢/(™+%2%) missii n € Z. Tilloin siis kaikki logaritmin Log(—2) arvot ovat

Log(—2) ={In2+i(r+n-2x) | n € Z}.

Esimerkki 92. Lasketaan luvun i logaritmin arvot. Tétd varten kédytetddn polaariesitysti: i = ¢ =
e . . e
el(3+127) missii n € Z. Néin ollen

Logi = {i(g+n~27t) |neZ}.

Logaritmin monikdsitteisyyden poistamiseksi voidaan ottaa kidyttoon seuraava kisite:

Esimerkki 93. Log(—2) = In2 + i ja Logi = i5.

6.4 Kompleksinen potenssinkorotus

Potenssiinkorotus, jossa sekd kantaluku ettd eksponentti voivat olla kompleksilukuja méiritelldin
logaritmi- ja eksponenttifunktion avulla. Koska reaaliluvuille a # 0 ja b pétee

b
ab _ elna _ eblna’

kiytetddn titd ldhtokohtana kompleksista potenssia méériteltdaessid. Haittapuolena kompleksiluku-
jen yhteydessd on tietenkin logaritmin monikisitteisyys, mutta osoittautuu, ettd joissakin tapauksis-
sa eksponenttifunktion epiinjektiivisyys poistaa monikésitteisyyttd jonkin verran. Lihtokohtaisesti
kuitenkin hyviksytiin, ettid kompleksinen potenssiinkorotus (a, b) + a® ei ole funktio, vaan relaatio.

Esimerkki 94. Lasketaan potenssin i’ kaikki arvot. Aiemman esimerkin mukaan logaritmin Logi
kaikki arvot ovat -
Logi = {i(i +n-2m) | neZ},

joten
ilogi = {fg —n-2w|ne’Z}.

T'dlloin siis .
r r . . .
i Logi iLogi { 5—n2m |n c Z}.

Esimerkki 95. Lasketaan potenssin 3 kaikki arvot.

2
32 — eLogS — 62L0g37
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joten on siis selvitettivi kaikki logaritmin Log3 arvot. Luvun 3 polaariesitys on 3 = 3¢/0 = 3¢"27%
missd n € Z, mistd saadaan
Log3={In3+n-2ni|necZ}.

Niin ollen potenssin 32 kaikki arvot ovat
{621n3+4nm' | ne Z} _ {eln3264rm'i | ne Z} _ {32} _ {9}

Tissd siis eksponenttifunktio kumoaa logaritmifunktion tuottaman monikisitteisyyden. On helppo
huomata, ettd ndin tapahtuu aina, kun eksponentti on kokonaisluku, jolloin potenssi voidaan aina
madritelld toistettuna kertolaskuna.

Esimerkki 96. Lasketaan kaikki potenssin 83 arvot.

1
1 3 1

3 Log83 7z Log8
83 = 8% = ¢3-08°

joten on selvitettdvi kaikki Log8:n arvot. 8 = 8" 2 mistd
Log8 ={In8+n-2ni|necZ}

. S R
ja potenssin 83 kaikki arvot ovat

n-2,

{e%(]n8+n-2ﬂi) |l1 c Z} _ {e%lnge 37r1 | ne Z} _ {Ze%

i\neZ}.

Nyt tulee vield selvittdd, mitd arvoja e 3 saa, kun n € Z. Jaetaan titid varten tarkastelu kolmeen

.. 1 n-2mi 2:3k-mi i -
osaan: 1) n = 3k, missd k € Z. Tilloin e o= s = MW=, 2) n=73k+ 1, missd k € Z.
. n2mi 2-(3k+1)-mi . 2mi 2mi L - n2mi 2-(3k+2)-mi
Tillsin "3 =e~ 3 = kMo T — o F .3)n=23k+2, missd k € Z. Télloin e =3 =
o2kmi 2

. S .ol
Niin ollen kaikki potenssin 83 arvot ovat

2mi 4mi
3

{2,2¢73 2e3 },
jotka voidaan vield Eulerin kaavan avulla kirjoittaa muotoon
{2,-14iV3,—-1-iV/3}.

Tami on sopusoinnussa sen kanssa, ettd mikd hyvinsi ndistd luvuista potenssiin kolme korotettuna
antaa luvun 8.

Tissd esimerkissd eksponettifunktio ei kumoa kokonaan logaritmin tuottamaa monikisitteisyytta,
silld eksponentilla on nimittéja 3.

Edellisissi esimerkeissd havaitut seikat on mahdollista yleistdd suoraviivaisesti: Koska komplek-
sisen potenssin madritelmin (midritelma ??) mukaan kaikki arvot ovat muotoa

Pnr+i(0-+n:2m)) _ blnr+b0i hn2ri

missd n € Z, voidaan toimia kuten edellisissd esimerkeissi ja todeta seuraava tulos.



70 6 Kompleksiluvut

Lause 36.

o Jos b € Z, kompleksinen potenssi a® on yksikdsitteinen ja yhtyy kertolaskun avulla saatuun
mddritelmddn:
a’=a-...-a
——
b kpl

* Jos b= § € Q on supistetussa muodossa, on kompleksisella potenssilla a® q eri arvoa,

n2mi
Jjotka saadaan yhdestd arvosta kertomalla luvuilla eTﬁ, ne{0,1,...,q—1}.
e Jos b ¢ Q, on kompleksisella potenssilla a® ddrettomén monta eri arvoa, jotka saadaan
yhdestii arvosta kertomalla luvuilla e*™>™ n € 7.

Huomautus 30. Kokonaislukueksponentin b = n kannalta polaarimuoto voi toisinaan olla kéyttokel-
poinen:
Zb — (|Z|819)n — |Z‘” emG,

mik siis merkitsee sitd, ettd itseisarvo korotetaan potenssiin 7 ja vaihekulma kerrotaan luvulla 7.

(141))'95. Titi varten selvitetidn ensin polaariesitys: —=(1+i) = ¢'%,

Esimerkki 97. Lasketaan ( v

josta (\%(1 +i>)105 :ei%l 5 zei%'<13‘8+1) — el3-2m‘ei§ :ei% _ %(I—Fi).

Aiemmat méadritelmit johtavat myos siihen, ettd n:s juuri kompleksiluvusta saadaan juurtamal-
la itseisarvo (reaalinen juuri) ja jakamalla vaihekulma luvulla n. Télloin on vain huomioitava, ettid
kompleksiluvulla on déreton midra esitysmuotoja (vaihekulmaan voidaan aina lisatd 277:n moniker-
ta).

2

=5k

Esimerkki 98. Koska —1 = e™ = 3™ ovat luvun —1 kaikki toiset juuret e3i = ijae Ti=_j

Nimensi mukaan n:nnet ykkdsenjuuret potenssiin z korotettuna tuottavat ykkosen, miki nihdiin
suoraan lausekkeista. Vaihekulmista ndhdéin liséksi, ettd ykkosenjuuret sijaitsevat tasavilein yksik-
koympyrilld. Lisdksi 1 on aina niiden joukossa (kts. kuva 6.4). Vield yksi merkittivd huomio on,
ettd kaikki n:nnet ykkosenjuuret saadaan ns. primitiivisen ykkosenjuuren potensseina.

Kompleksista potenssia voidaan my0s rajoittaa samoin kuin logaritmiakin:

Kompleksisen potenssin péddarvolle ei ole vakiintunutta merkintid, mutta yleensid kompleksisesta
potenssista puhuttaessa tarkoitetaan sen pddarvoa, ellei toisin ilmoiteta.

Esimerkki 100. Koska Logi = i%, on potenssin i’ padarvo

T . .
eLogz _ elLOgl —e 7.

Esimerkki 101. Kompleksilukujen nelidjuuret voidaan aina 16ytid xy-muodossa seuraavasti: Suoralla
laskulla todetaan, ettd (x+yi)? = (x> —y?) +2xy-i, joten luvun a -+ bi nelivjuuren x + yi pitii toteuttaa
a = x> —y? sekii b = 2xy. Ratkaisemalla x ja y yhtiloparista

¥ -y =a
2xy =b

saadaan luvun a + bi neliéjuuret muodossa x + yi.

6.5 Kompleksilukujen trigonometriset funktiot

Trigonometristen funktioiden laajentaminen kompleksialueelle perustuu Eulerin kaavaan
¢ = cos B +isin#.

Jos tihin sijoitetaan 0:n paikalle —6, saadaan
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Im(z)
2mi-2
I1=e 8
1 + 1 27:81-]
= Tl—0z =€
27i:3 V2 V2
e 8
L] L]
Re(z)
mo- ra hatalad -
P AL e =g
2mi-4 2mi-0
—l|=e l=e8
L] ® 277
e
27i-5
e 8
276
—l1=e 8

Kuva 6.2 Kahdeksannet ykkosenjuuret ovat kaikki yhtilon z8 = 1 ratkaisut eli polynomin z® — 1 nollakohdat.

e % =cos@ —isin6.
Laskemalla yhteen niin saadut kaksi yhtilod saadaan e’® + ¢~ = 2cos 6, kun taas vihennyslasku
tuottaa ¢’® — ¢~'® = 2isin . Koska eksponenttifunktio on jo méiritelty kaikille kompleksiluvuille,
voidaan asettaa seuraava madritelma:

Muut trigonometriset funktiot kuten tangentti maéritelldéin samoin kuin reaaliluvuille, esim.
tanz = %i Koska kompleksinen eksponenttifunktio on yksikésitteinen, samoin ovat sini ja kosi-
ni. Lisdksi on huomattava, ettd eksponenttifunktion jaksosta 27i seuraa sinille ja kosinille jakso
27. Tunnettu trigonometrinen identiteetti sin?z +cos?z = 1 voidaan huomata oikeaksi jo heti miii-
ritelmén perusteella. Trigonometrian summakaavat puolestaan voidaan johtaa eksponenttifunktion

ominaisuudesta e?1 732 = ¢%1¢%2,

Esimerkki 102. : |
cosi = E(ei'i—ke*""') = E(efl +el)y~1,54,

joten trigonometristen funktioiden arvo kompleksialueella ei rajoiru vilille [—1,1]. Itse asiassa tri-
gonometristen funktioiden arvo ei vilttimitti ole reaalinen, kuten helposti ndhdién laskemalla sini.

6.6 Algebran peruslause

Kun kompleksiluvut on otettu kidyttoon, voidaan tietenkin kysyé olisiko syytd laajentaa lukujouk-
koja vield tistidkin. Kompleksilukuja koskevan osion alussa esitetty tarve ainakin poistuu seuraavan
tuloksen myoté.

Lause 37 (Algebran peruslause). Olkoon P(z) miki hyvinsd polynomi, joka ei ole vakio ja
Jonka kertoimet ovat kompleksilukuja. Télloin polynomiyhtilélli P(z) = 0 on aina olemassa
ratkaisu joukossa C.
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Todistus. Vaatii esitietoja, jotka eivét kuulu tdhén kurssiin ja on muutenkin mutkikas, sivuutetaan.

Edellinen tulos kertoo, ettd kompleksiluvut muodostavat ns. algebrallisesti suljetun kunnan, jossa
kaikilla polynomeilla on on nollakohta, eiké siksi polynomiyhtildiden ratkaisun kannalta tarvitse
laajentaa lukualuetta enempéi.

Tistd huolimatta voidaan kuitenkin ajatella kompleksilukujen kuntaa laajennettavaksi edelleen.
Yksi mahdollinen laajennustapa nousee esille kompleksilukujen mairitelméastid: Kompleksiluvuthan
ovat oleellisesti ottaen reaalilukupareja, joten voitaisiin otaksua, ettd laajempi lukujoukko saataisiin
tarkastelemalla reaalilukukolmikoita, -nelikoita, jne. ja midrittelemélld ndille yhteen- ja kertolaskut
siten, ettd reaalilukujen tutut laskusdénnot (vaihdannaisuus, liitdnnaisyys, kdédnteisluvut, jne., katso
esimerkki 9) sdilyisivit.

Tarkempi algebran tutkimus osoittaa kuitenkin, ettd timaé ei ole mahdollista. Kéy ilmi, ettd kaikki
tallaiset kolmikoihin, nelikoihin, jne. perustuvat laajennukset olisivat reaalilukujen kunnan algebral-
lisia laajennuksia, ja algebran peruslauseesta seuraa, ettd kompleksilukujen kunnalla ei ole algebral-
lisia laajennuksia.

Huomautus 31. Algebran peruslause takaa, etti jokaisella kompleksikertoimisella polynomilla P(z)
on olemassa nollakohta ¢ € C, ei sitd, ettd nollakohdat saataisiin polynomin kertoimista algebralli-
sesti. Korkeintaan astetta 4 oleville polynomeille nollakohdat kuitenkin voidaan 16ytd4d polynomin
kertoimien algebrallisina funktioina, toisin sanoen korkeintaan astetta 4 oleville polynomeille on
olemassa algebrallinen ratkaisukaava. Viidettd tai sitd korkeampaa astetta oleville polynomeille ei
ole yleistd algebrallista ratkaisukaavaa, mutta minkd hyvinsd polynomin nollakohdille voidaan aina
loytdd niin tarkat likiarvot kuin halutaan.

Taustatietoa

Girolamo Cardano (1501-1576) oli italialainen lddkari ja matemaa-
tikko, jonka julkistamat ratkaisukaavat 3. ja 4. asteen yhtéloille joh-
tivat kompleksilukujen yleiseen kayttoonottoon. Cardano ei kuiten-
kaan keksinyt kaavoja itse, vaan oli saanut tietoonsa 3. asteen ratkai-
sukaavat, jotka Niccol6 Tartaglia (n. 1499—-1557) ja Scipio del Ferro
(n. 1465—-1526) olivat kehittdneet toisistaan tietdimittd aiemmin. Car-
dano kehitti 4. asteen yhtdlon ratkaisukaavan yhdessi oppilaansa Lo-
dovico Ferrarin (1522—-1565) kanssa ja julkisti kaikki ratkaisukaavat
teoksessan Ars magna (1554). Siksi mainitut kaavat tunnetaan nykyi-
sin Cardanon kaavoina

(kuva: Wikimedia Commons)

Lause 38. Jos polynomilla P(z) on nollakohta c1, niin P(z) on jaollinen polynomilla z — c.

Todistus. Jakolaskulla (polynomien jakolaskua kisitellddn tarkemmin monisteen viimeisessd lu-
vussa) saadaan P(z) = (z—c1)Pi(z) + r(z), missid Pj(z) on osamiiri ja r(z) jakojdinnds. Koska
jakojdannoksen r(z) aste on pienempi kuin jakajan z — ¢ aste, on r(z) vilttiméttd vakiopolyno-
mi, merkitédiin r(z) = r. Nyt siis P(z) = (z—¢1)Pi(z) +r, ja sijoittamalla ¢; saadaan 0 = P(c;) =
(ci—c1)Pi(z0)+r=rsiisr=0jaP(z) =(z—c1)Pi(2).

Huomautus 32. Huomaa, ettd vastakkainen tulos pitee ilman muuta: jos P(z) on jaollinen poly-
nomilla z — ¢y, on silld nollakohta ¢;. Tdmi seuraa suoraan sijoittamalla ¢; hajotelmaan P(z) =

(z—c1)Pi(2).

Huomautus 33. Olkoon Pj(z) edellisen lauseen osamiird. Se on polynomi, jonka aste on yhti
pienempi kuin P(z):n aste, ja jos se ei ole vakio, on silld algebran peruslauseen nojalla nolla-
kohta c. Edelleen, lauseen 38 nojalla Pi(z) = (z —c2)P»(z), missd P>(z):n aste on yhtd pienem-
pi kuin Pi(z):m. Téllsin siis P(z) = (z —c1)(z — c2)P>(z), ja samaa menettelyd voidaan soveltaa
edelleen polynomiin P5(z), ellei se ole vakio (siis astetta 0). Lopulta péddytidn lausekkeeseen
P(z)=(z—c1)(z—c1)+...- (z—cq)a, missd a € C on vakiopolynomi ja d polynomin P(z) aste.
Hajotelma
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P(z)=a(z—c1)(z—c2)-...-(z—cq) (6.2)

kertoo sen, ettd jokainen polynomi jakautuu kompleksilukujen joukossa ensimmdisen asteen teki-
jéihin. Vastaava ei pidd paikkansa reaaliluvuille: jos esimerkiksi polynomilla x> + 1 olisi reaalinen
ensimmadisen asteen tekijé, olisi silld myods huomautuksen 32 mukaan reaalinen nollakohta.

Seuraus 1. Astetta d > 1 olevalla polynomilla P(z), on korkeintaan d nollakohtaa.

Todistus. Hajotelmassa (6.2) luvut ¢y, c3, ..., ¢g ovat kaikki P(z):n nollakohdat. Koska d on poly-
nomin P(z) aste, on nollakohtia korkeintaan d.

Huomautus 34. Kertomalla tulo (6.2) auki nihdéin helposti, etté a on polynomin p(z) korkeimman
asteen termin vakiokerroin.

Milloin sitten astetta d olevalla polynomilla voi olla vdhemmdn kuin d nollakohtaa? Tarkastele-
malla hajotelmaa (6.2) huomataan, ettd nédin voi kidyda vain silloin, kun jotkin luvuista cy, cp, ..., ¢4
ovat keskeniin yhtisuuria. Esimerkkini kiy toisen asteen polynomi z2 —2z+1 = (z—1)(z— 1), jolla
on vain yksi nollakohta z = 1. Tdmin kaltaisessa tapauksessa sanotaan kuitenkin, ettd z = 1 on poly-
nomin z2 — 2z + 1 kaksinkertainen nollakohta. Vastaavasti miiritelldzin kolminkertainen nollakohta,
jne.



74 6 Kompleksiluvut

Kompleksiluvut annetaan Matlabille seuraavan esimerkin mukaisesti:
>> (5+31)/(1+21)

ans =

11/5 - 7/51

5+3i _ 11

Vastaus siis tulkitaan siten, ettd THi =735 5k

Kompleksikonjugaatin tuottaa conj (z) ja itseisarvon abs (z) . Vaihekulma puolestaan
saadaan komennolla angle (z). Reaali- ja imaginaariosat saadaan eroteltua komennoilla
real (z) jaimag(z).

Selitd vastaus seuraavaan syotteeseen:

>> imag (log(-1))
ans =
3.1416

>>

Luvun oleellisia asioita:

* Imaginaariyksikko, kompleksilukujen summa, tulo ja osamadra.

* Liittoluku.

* Kompleksilukujen itseisarvo ja polaariesitys.

* Eulerin kaava.

» Kompleksilukujen eksponenttifunktio, sini, kosini, potenssi, juuret ja logaritmi; padarvo.
» Algebran peruslause.



Luku 7
Lineaaristen yhtiloryhmien ratkaiseminen

Lineaariset yhtdloryhmat esiintyvéit monenlaisissa sovelluksissa. Téssd luvussa késitellddn niiden
yleistd ratkaisumenetelmais, jota voidaan kidyttdd myohemmin monissa yhteyksissd. Varsinaiseen li-
neaarialgebraan ei kuitenkaan perehdytd tdssd luvussa, vaan vasta kurssilla Insinddrimatematiikka
D. Matriisin késite liittyy kuitenkin lineaarisiin yhtdloryhmiin niin kiintedsti, etti tarvittava termino-
logia on syyti esittdd ja omaksua jo tdsséd yhteydessa.

7.1 Matriisilaskennan peruskiisitteet

75
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Miké hyvénsd m X n-matriisi voidaan siis esittdd rivivektoreiden kokoelmana (m kpl) tai sarake-

vektoreiden kokoelmana (n kpl). Rivivektorin koordinaatit on tapana erottaa pilkulla. Vektorei-

ta on tapana merkitd my0s lihavoiduilla kirjaimilla ja yksinkertaisella indeksoinnilla, esimerkiksi
N1

2
X=(x1,x2,...,x,) jay = . |.Jos koordinaattien méiri on korkeintaan kolme, voidaan vekto-

Yn
ri tulkita geometrisesti kolmi- tai pienempiulotteisen avaruuden pisteena. Téta tulkintaa on yleensd

tapana laajentaa suuntajanaksi origosta kyseiseen pisteeseen ja jopa kaikkien samansuuntaisten ja
-pituisten suuntajanojen joukoksi.

Esimerkki 103. A = (2 -1 O) on 2 x 3-matriisi ja 5A = ( 10=5 0)

0 13 0 515

2-10 N 1o o
Esimerkki 104. A = (0 | 3> on 2 X 3-matriisi ja B = 7% ; 3 X 2-matriisi, joten summaa
A+ B ei ole méidritelty.

2-10 12 -1

0 13
210\ (12-1\ [(31-1
A+B_(0 13>+(01 3)‘(02 6)

(—x+3,—x—1,x) = (—x,—x,x) +(3,—-1,0) = x(—1,—1,1)+ (3,—1,0).

Esimerkki 105. A = ( 01 3

> on 2 X 3-matriisi ja B = ( ) on 2 X 3-matriisi, joten summa

A + B on médritelty:
Esimerkki 106.

Matlab-ohjelmistoon (versio 6.5) matriisit syotetddn siten, etté rivit erotetaan toisistaan puo-
lipisteelld ja alkiot pilkuilla. Esimerkiksi matriisit

13-3-2 20-1 -1
A= 02 1-2 ja B= 10 3 3
—-41 2-3 —-15 0-2

Syotetddn seuraavasti:

>> A=[1I 31_31_2;01 2/ 11_2;_41 1121_3]

>> B=[2,0,-1,-1;1,0,3,3;-1,5,0,-2]

Matriisien summa lasketaan seuraavasti:

>> A+B
ans =
3 3 -4 -3
1 2 4 1
=5 6 2 -5
>>

Matriisitulon merkitys esitelladn varsinaisesti vasta osassa Insindorimatematiikka D, mutta mui-
den kurssien vuoksi matriisitulon midritelméa pitdé esittdd jo tidssd vaiheessa.

Matriisitulo on siis médritelty vain silloin, kun tulon ensimméisen tekijan sarakkeiden mééri on
yhtd suuri kuin jdlkimmadisen tekijin rivien maéré.
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Esimerkki 107.

211 100
123 211
122

2-1+1-2+1-1 2.0+1-1+1-2 2.0+1-1+1-2
—1-14+2-2+3-1-1-04+2-14+3-2-1-04+2-1+3-2

(533
~\688)

Esimerkki 108.
21 13\ (48
11 22)  \35)"
13 21\ (54
22 11) \64)"

Edellinen esimerkin osoittaa, ettd matriisitulo ei ole yleisesti kommutatiivinen (vaihdannainen), toi-

sin sanoen voi olla AB # BA.
1 -1 11y (00
-1 1 11) \00)/"

Tamai esimerkki puolestaan osoittaa, ettd tulon nollasddnto ei pade matriiseille, miké siis merkitsee
sitd, ettdi AB = O on mahdollinen, vaikka A # O ja B # O

Esimerkki 109.

Lause 39. Matriisitulolle on voimassa seuraavat yhtdsuuruudet:

1. A(BC) = (AB)C

2. A(B+C) =AB+AC
3. (A+B)C=AC+BC
4. a(AB) = (aA)B = A(aB)
5.A0=0A=0

6. Al=1A = A,

7. (AB)T = BTAT,

edellyttden ettd kunkin yhtdlon vasen puoli on mddritelty.

Todistus. Suoraviivainen, mutta tyolids. Jitetddn harjoitustehtaviksi.

Huomautus 35. Suoraan méaritelmistd seuraa, ettd matriisitulo voidaan laskea myos lohkoittain:
A1 Ay By By \ _ (A1B1+A2B3 A1By +AsBy
Az Ay B3 By A3B| +A4B3 A3By +A4By )’

mikili lohkojen A; ja B; koot on valittu siten, ettd kaikki tulot ovat méiriteltyja.
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Matlab-ohjelmistossa matriisikertolasku ilmaistaan asteriskilla  ja potenssi nuolella "

>> AxB

ans =
-20 12 6
-9 -1 3
-18 -5 8

>>
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7.2 Gaussin-Jordanin menetelma

Lineaaristen yhtdloryhmien ratkaisuja voidaan 16ytdd lukiokurssista tutulla muuttujien eliminointi-
menetelmdilld, jossa yhtdlo kerrotaan jollakin luvulla ja lisitddn toiseen muuttujien méirdn vihen-
tamiseksi. Vaihtoehtoisesti voidaan jokin muuttuja esittdd muiden muuttujien avulla ja sijoittaa ryh-
maédn. Kumpikin tapa toimii, mikéli alkuperdiselld yhtdloryhmailld on yksikésitteinen ratkaisu, mutta
ratkaisujoukon ollessa ddreton kumpikaan ei vilttamaittd johda selkedsti padttyvain prosessiin. Tassd
luvussa esiteltdvid Gaussin-Jordanin eliminointimenetelm ei tuo mitiddn uutta kiytettdviin operaa-
tioihin ndhden, vaan sen erityinen piirre on selkeisti hallitava, arvioitava ja paittyvi prosessi.
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Esimerkki 110. Lisitaédn yhtidloparin

2x1 —xp +x3 =17
X1 +3x +4x3 =0

toinen yhtilo ensimmadiseen —2:1la kerrottuna, jolloin saadaan

—7XQ —7)C3 =7
x1 +3xp +4x3 =0

Kerrotaan timén jdlkeen ensimmdiinen yhtélo luvulla —% ja vaihdetaan yhtiloiden jérjestystd. Ndin

saadaan
x; +3x +4x3= 0
Xy txz3 =-—1°

Lisatddn nyt toinen yhtdlo ensimmiiseen luvulla —3 kerrottuna. Tuloksena saadaan yhtidldpari

X1 +x3= 3
X +x3=—1"
jonka ratkaisut (x,xp,x3) ovat ilmeiset: ensimméisen yhtdlon perusteella x; = —x3 4+ 3 ja toi-
sen yhtdlon nojalla x, = —x3 — 1. Téten siis viimeisimmin yhtédloparin ratkaisut ovat muotoa

(x1,22,x3) = (—x3+3,—x3 — L,x3) =x3(—1,—1,1) 4+ (3,—1,0), missd x3 on miki tahansa reaalilu-
ku. Ratkaisut ovat siis muotoa #(—1,—1,1) + (3,—1,0), missd 7 € R ja titen ratkaisuja on &dretdn
madard.

Nyt kuitenkin puhuttiin viimeisimmdn yhtidloparin ratkaisuista, mutta helposti voidaan n#hdi,
ettd ndmd ovat myos alkuperdisen yhtédloparin ratkaisut. Ensinnékin, alkeisoperaatiot ovat selvisti
totuusarvon siilyttdvid siind mielessd, ettd jos yhtdloryhma S’ saadaan yhtiloryhméstid S jotakin
niistd operaatioista hyodyntédmalld, on ryhmélld S’ vilttiméttd ainakin ne ratkaisut, jotka ryhmélld
S on. Toisin sanoen, jos ryhmé S toteutuu joillakin muuttujien arvoilla, niin my6s ryhmi S’ toteutuu
samoilla arvoilla.

Toisaalta taas alkeisoperaatiot ovat kcicintyvid, silli ryhmiistd S’ voidaan saada jilleen S alkeisope-
raatioilla. Jos nimittdin suoritettu alkeisoperaatio oli yhtdliden jédrjestyksen vaihto, voidaan samai-
nen vaihto suorittaa uudelleen alkuperdisen yhtdloryhmén palauttamiseksi. Jos taas alkeisoperaatio
oli yhtdlon kertominen nollasta eroavalla vakiolla, saadaan alkuperdinen ryhmé kertomalla vakion
kidnteisluvulla. Yhtilon lisadminen toiseen vakiolla kerrottuna voidaan puolestaan kéantda lisad-
malld sama yhtilo vakion vastaluvulla kerrottuna.

Kuten aiemmin todettiin, ryhmilld S” on ainakin ne ratkaisut, jotka ryhmilld S on, mutta koska
ryhmistd S’ voidaan alkeisoperaatiota kilyttien saada jilleen ryhmi S, saadaan seuraava lause:

Lause 40. Jos yhtdloryhmddn sovelletaan mitd hyvdinsd alkeisoperaatiota, on tuloksena yhtd-
loryhmad, jolla on tarkalleen samat ratkaisut kuin alkuperdiselld ryhmdlld. Tdlloin sanotaan,
ettd ryhmdt ovat ekvivalentit.

Lauseen 40 mukaan yhtdloryhmén ratkaisemiseksi voidaan ryhméién soveltaa alkeisoperaatiota,
kunnes saadaan niin yksinkertainen ryhmd, ettd sen ratkaisut nihdidin suoraan. Juuri ndin tehtiin
esimerkissi 110.

Menettelytapaa tarkastelemalla huomataan helposti, ettd muuttujien ja yhtasuuruusmerkkien kir-
joittaminen joka vaiheeseen ei anna mitéén lisdinformaatiota. Esimerkissd 110 voidaan yhtidloparin
) 7; ‘11 . Lisddamilld tdhin oikealla puolel-
la esiintyvit vakiot omaksi sarakkeekseen saadaan ns. augmentoitu eli laajennettu kerroinmatriisi

2-117

1 340)/)°

Vilittomasti huomataan, etti esitettdessd yhtdloryhmid tilld tavalla matriisimuodossa ilman muut-
tujia alkeisoperaatiot voidaan tulkita matriisien alkeisoperaatioiksi jotka siis miadritellddn seuraavas-
t:

sijaan yhtd hyvin kiyttda kerroinmatriisia, joka on ( 2
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Huomaa, ettd esimerkin 110 toisen yhtédloparin (augmentoitu) matriisi on

0-7-717
1 3 40)°

mikd saadaan ensimmdisen yhtdloparin augmentoidusta matriisista lisdimélla toinen rivi ensimméi-
seen —2:1la kerrottuna. Vastaavasti esimerkin toinen yhtilopari saatiin ensimmaéisesti lisadamalld toi-
nen yhtdlo ensimmdiiseen —2:1la kerrottuna. Tdméd on varsin ymmadrrettivid, koska augmentoidut
matriisit esittdvdt yhtdloryhmid tdsmadllisesti, ainoastaan muuttujat ja yhtdsuuruusmerkit on jétetty
kirjoittamatta. Téten siis yhtdloryhmii ratkaistaessa voidaan yhtd hyvin tarkastella augmentoituja
matriiseja ja suorittaa niille alkeisoperaatioita.

Ylldolevasta tarkastelusta seuraa valittomasti seuraava tulos:

Lause 41. Jos lineaaristen yhtdloryhmien S| ja S, augmentoidut matriisit A ja B ovat riviekvi-
valentteja, on ryhmilld S ja Sy samat ratkaisut.

Yhtéloryhmien yleinen ratkaisustrategia onkin etsid ryhméin alkuperdisen (augmentoidun) matrii-
sin A kanssa riviekvivalentti matriisi B, jossa on mahdollisimman paljon nollia. T4ll6in ratkaisut on
helppo selvittdd. Miti sitten tarkoittaa "mahdollisimman paljon nollia”? Tétd ryhdytdén selvittdmiin
seuraavaksi.

Esimerkki 111. Ratkaistaan yhtdloryhma

2x —y+3z=4
3x4+2y 4z=6.

—5x +y—-2z=3
2-1 34
Ryhmin augmentoitu matriisi on 3 2 16 ]. Kertomalla ensimmaéinen rivi vakiolla % saa-
-5 1-23
1 3
daan 3 2 16 |, missd edelleen voidaan liséitd ensimmainen rivi toiseen —3:1la kerrottu-
-5 1-23
1-1 3 2
na ja kolmanteen 5:114 kerrottuna. Tuloksena saadaan matriisi (0 % —% 0 ] . Kerrotaan niin
1
o 0-35 513
1—5 5 2
saadun matriisin toinen rivi %:llé. Nidin saadaan | 0 1 —1 O |, minkd jdlkeen lisitddn toi-
0-3 413
nen rivi ensimmaiiseen %:lla kerrottuna ja kolmanteen %:lla kerrottuna. Tuloksena saatava matrii-
10 1 2 10 1 2
sion | 01 —1 O ], josta kolmas rivi %:lla kertomalla saadaan [ O 1 —1 O |]. Lisdamalla kol-
00 413 00 1%

mas rivi ensimmdiiseen — 1:114 kerrottuna ensimmdiseen ja 1:114 kerrottuna toiseen saadaan matriisi

100—%
010 17 , jota vastaava yhtdloryhmi on

13
001 7

__5

toC

yo o= q
i= 7

mistd ratkaisu voidaan suoraan lukea: (x,y,z) = (—%, 14—3, %) Téssd esimerkissd on siis tasan yksi
ratkaisu.

Esimerkki 112. Yhtdloryhmaa
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x 3y +2z=7

2x y —z =5

—x +2y +3z=4
13 27 1327
vastaava agmentoitu matriisi on 21 —15 |, mistd alkeisoperaatioilla saadaan matriisi [ 0 1 1 %
—-12 34 0002

Viimeisintd matriisia vastaavan yhtdléryhmin kolmas yhtdlé on muotoa 0-z+0-y+0-z = 2, siis
0 = 2, mika ei voi toteutua millddn muuttujien x, y ja z arvoilla. Koska viimeisimmalld ryhmalld ei
ole ratkaisua, ei sellaista voi olla ensimmaiselldkéén, silld ryhmid vastaavat (augmentoidut) matriisit
ovat riviekvivalentteja.

Esimerkin 110 ratkaisumenetelmié voidaan kuvailla seuraavasti: Ensin matriisi saatetaan alkeis-
operaatioilla porrasmuotoon ja timi edelleen redusoituun porrasmuotoon. Juuri redusoitu porras-
muoto on se, jossa katsotaan olevan “mahdollisimman paljon nollia” (ainakin monia tarkoituksia
varten).
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Esimerkki 113. Redusoitu porrasmatriisi on siis muotoa

.1..**..

missi pisteet merkitsevét nollia ja asteriskit mitd tahansa lukuja. Pelkki porrasmatriisi taas tarkoittaa
sitd, ettd ykkosten sijasta saa esiintyd mitd hyvénsi nollasta poikkeavia lukuja ja niiden yldpuolella
mitd hyvénsi lukuja.

Porrasmuodon saavuttamiseksi voidaan kéyttdad seuraavaa menetelméai (algoritmia):

1. Jos kaikki rivit ovat nollarivejd, lopeta. Samoin jos rivejd on vain yksi, on A valmiiksi porrasmuo-
toa ja voidaan lopettaa.

2. Jos A:ssa enemmin kuin yksi rivi, etsi rivi ¢ = (0,...,¢,*,...,%), jolla on vihiten alkunollia ja
vaihda se ylimméksi. Jos téllaisia rivejd on useampia, valitse niistd miké hyvénsi. Ndin saadaan
matriisi

O...c*...x%

0...%x%...x%
A=

0...%%...%

jossa ¢ # 0 ja asteriskit ovat mitd hyvinsi lukuja.

3. Jokaista ylimmaén rivin alapuolella olevaa rivid d= (0,...,d,...,*) kohti toimi seuraavasti (d
on siis alkio, joka on ylimmin rivin alkion ¢ alapuolella): lisdd ylin rivi tdhén riviin kerrottuna
vakiolla —c~'d. Tllgin d siis korvautuu luvulla d — ¢ - ¢~ 'd = 0 ja niin saadaan matriisi

O...c*...% 0...c*...%
0...0x...x | . 10...0

S EEE R R (EE R I
0...0%...% 0...0

jossa c:n alapuolella on vain nollia.
4. Sovella titd samaa menetelmié matriisiin B.

Edelld kuvattu algoritmia kutsutaan Gaussin menetelméiksi ja se pddttyy varmasti, silld matriisi B,
johon menetelméd sovelletaan rekursiivisesti uudelleen, on riviluvultaan pienempi kuin alkuperdinen
matriisi. Jossain vaiheessa siis paadytiddn kokonaan nollista koostuvaan tai yksiriviseen matriisiin,
jolloin menetelmai paittyy. Menetelmén perusteella on liséksi selvid, ettd menetelma todella tuottaa
porrasmatriisin.

Porrasmatriisista saadaan redusoitu muoto tdydentimalld Gaussin menetelméd seuraavasti:

1. Kerro jokainen rivi ensimmadisen nollasta poikkeavan luvun (jos olemassa) kidénteisluvulla. Ta-
min jdlkeen jokainen rivi, joka ei kokostu kokonaan nollista, alkaa ykkosell.

2. Jos rivin i aloittavan ykkosen yldpuolella on d # O rivilld j, lisdd rivi i riviin j —d:114 kerrottu-
na. Toista téitd uudelleen niin kauan rivien alkuykkosten yldpuolelta 16ytyy nollasta poikkkeavia
alkioita.

Gaussin menetelma saattaa siis matriisin porrasmuotoon alkeisoperaatioita kayttamalld. Tayden-
tamalla tatd yllakuvatulla menetelmaélld, joka saattaa matriisin redusoituun porrasmuotoon, saadaan
niin kutsuttu Gaussin-Jordanin eliminointimenetelma. Se on valmiiksi ohjelmoitu useimpiin tavalli-
siin matematiikkaohjelmiin.
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Taustatietoa

(Johann) Carl Friedrich Gauss (GauB3) (latin. Carolus Fridericus
Gauss 1777-1855) oli saksalainen matemaatikko, jota Arkhimedeen
ja Newtonin ohella pidetddn yhtend maailmanhistorian merkittivim-
pamé matematiikan kehittdjand. Gaussia pidetddn mm. ensimmaéisen
algebran peruslauseen aukottoman todistuksen esittdjand. Gauss saa-
vutti huomattavia tuloksia suurella osalla nykymatematiikan aloista.

(kuva: Wikimedia Commons)

Syotetddn esimerkin 111 augmentoitu matriisi Matlab-ohjelmistoon:
>> A=[2,-1,3,4;3,2,1,6;-5,1,-2,3]

Komento format rat asettaa Matlabin laskemaan desimaaliesitysten sijaan murtoluvuilla
jarref (A) muuntaa matriisin A redusoituun porrasmuotoon:

>> rref (A)

ans =
1 0 0 -5/4
0 1 0 13/4
0 0 1 13/4
>>

Lause 42. Redusoidut porrasmatriisit ovat riviekvivalentteja keskendidn vain sillon kun ne ovat sa-
mat.

Todistus. Sivuutetaan. Todistus on monivaiheinen, mutta ei erityisen syvéllinen.

Edellisestd lauseesta seuraa, ettid jokainen matriisi A on riviekvivalentti tarkalleen yhden redusoi-
dun porrasmatriisin kanssa.

Midritelmén perusteella on selvad, ettd matriisin aste on korkeintaan sen rivien miérd, mutta ei
my0skéin ole vaikeaa nihda, ettd matriisin astetta rajoittaa lisdksi sarakkeiden méaird, toisin sanoen
m x n-matriisille pétee r(A) < min{m,n}.

7.3 Ratkaisujoukon systemaattinen esittiminen

Tarkastellaan ldhinné esimerkkien valossa miten redusoidusta porrasmatriisista saadaan kaikki yhti-
l6ryhmén ratkaisut. Ensinnikin voidaan todeta, etté ratkaisujen puuttuminen havaitaan, mikéli (aug-
mentoitu) matriisi redusoituu esimerkisséd 112 olevaan muotoon, siis muotoon, jossa esiintyy yhtalo
0=c#0.

Ratkaisujen systemaattinen esittiminen perustuu yksinkertaisesti siihen, ettd redusoidussa por-
rasmuodossa olevan yhtidloryhmin “portaan aloittavat” muuttujat esitetddn muiden avulla, kun taas
muut muuttujat ”jadvét ratkaisuun”.

Esimerkki 114. Olkoon augmentoidusta yhtdloryhmén matriisista saatu redusoitua matriisi

10 20 4
01-10-3
00 01-1
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Titd matriisia vastaa yhtdloryhma

x1 +2x3 = 4
X2 —X3 =-3 )
x4 = —1

jonka kaikki ratkaisut (x;,x2,x3,x4) voidaan suoraviivaisesti lukea redusoidusta porrasmuodosta:
Ensimmaisen yhtdlon perusteella x; = —2x3 44, toisen yhtélon perusteella x, = x3 — 3, ja kolmannen
yhtilon perusteella x4 = —1. Téten siis yhtidloryhmén yleinen ratkaisu on muotoa (xj,x2,x3,%4) =
(=2x34+4,x3—3,x3,—1) = (—2x3,x3,x3,0) + (4,—-3,0,—1) =x3(—2,1,1,0) + (4,—3,0,—1), missi
x3 on mikd hyvénsd reaaliluku.

Esimerkki 115. Tarkastellaan toisena esimerkkind redusoitua (augmentoitua) porrasmatriisia

100—-4—-6-2
010 3 0 31,
001 1 2 7
jota vastaava yhtidloryhmi on
X1 —4X4 —6X5 =-2
X2 3x4 = 3
X3 x4 +2x5 = 7
Nyt muuttujat x1, x» ja x3 ovat kukin ”portaansa aloittavia” muuttujia, joten ne esitetdin muiden
avulla. Ensimmdisen yhtidlon perusteella x; = 4x4 + 6x5 — 2, toisen perusteella x; = —3x4 + 3, ja
kolmannen perusteella x3 = —x4 — 2xs + 7. Titen siis yleinen ratkaisu (x,x;,x3,x4,Xs) voidaan kir-

joittaa muodossa

(x1,%2,X3,X4,x5) = (4xg4 +6x5 — 2, —3x4 + 3, —x4 — 2x5 + 7, X4, X5)
= (4x4 + 6x5,—3x4, —X4 — 2x5,%4,%5) + (—2,3,7,0,0)
4x4,—3x4, —x4,%4,0) + (6x5,0, —2x5,0,x5) + (—2,3,7,0,0)
x4(4,—3,—1,1,0) +x5(6,0,-2,0,1) + (~2,3,7,0,0),

missi x4 ja x5 ovat mitd hyvénsi reaalilukuja.

Esimerkissid 114 yleinen ratkaisu saatiin muodossa x3(—2,1,1,0) 4+ (4,—3,0, —1), ja esimerkin

115 tapauksessa yleinen ratkaisu on muotoa x4(4,—3,—1,1,0) + x5(6,0,—2,0,1) 4+ (—2,3,7,0,0).

Kummassakin tapauksessa ratkaisu voidaan esittdd sellaisessa muodossa, jossa dédrettomién vekto-

rijoukkoon lisdtddn yksittdinen vektori: Esimerkin 114 tapauksessa kyseinen yksittdinen vektori on

(4,-3,0,—1) ja esimerkin (2,3,7,0,0). Lisittyi yksittiistd vektoria kutsutaan yksiryisratkaisuksi.
Kuten aiemmin huomattiin, esimerkin 115 ratkaisut ovat muotoa

t(4,-3,—1,1,0)+5(6,0,—2,0,1) + (—2,3,7,0,0),

missiz, s € R. Voidaan lisiksi huomata, ettd esimerkin 115 #éreton ratkaisujoukko {¢(4,—3,—1,1,0)+
5(6,0,—2,0,1) | s, € R} on ns. homogenisoidun yhtdloryhmén

X1 —4x4 —6x5 =0
X2 3X4 =0
X3 x4 +2x5 =0

ratkaisujoukko. Taménkaltainen jdsentely pitee yleisestikin. Seuraava lause onkin edellisten esi-
merkkien yleistys.

Lause 43. Jos A on lineaarisen yhtdloryhmdn m X n-matriisi (ei siis augmentoitu), jonka aste
on r, voidaan ryhmdn ratkaisut esittiici muodossa X = x4 1Cpy1+ - . . + X,C + &, missd ¢;,¢ €
R”" ovat vakiovektoreita ja x; € R. Kaikilla kertoimien x; valinnoilla x,11¢,+1 + ...+ x,¢, on
alkuperdiisestd yhtdaloryhmdstd saatavan homogeenisen yhtdaloryhmdan ratkaisu.
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Todistus (Todistuksen idea). Muistetaan, ettd aste r merkitsee A:sta saatavan redusoidun porrasmat-
riisin P porraslukua (midritelma ??), ja ettd jokainen lineaarinen yhtédloryhma on ekvivalentti sellai-
sen yhtidloryhmin kanssa jonka matriisi on redusoitua porrasmuotoa. Kuten esimerkeissd 114 ja 115
nihtiin, voidaan kunkin portaan aloittava muuttuja xp, ..., X, esittdd muiden muuttujien x, 1, ..., X,
avulla (muuttujat voidaan numeroida uudelleen siten, ettd nimenomaan x1, . .., x, aloittavat portaan).
Samoin kuin esimerkeissd 114 ja 115, voidaan ratkaisuvektori X (jossa siis esiintyy n — r muuttujaa
Xr41, - - -, Xp) hajoittaa ensin muotoon X =X, +. .. +X, + ¢, missi vektorissa X; ainoa esiintyvd muut-
tuja on x; ja ¢ on vakiovektori. Témin jdlkeen muuttuja x; voidaan ottaa vektorin X; kertoimeksi, joten
X; = x;C;, missd ¢; € R” on vakiovektori. Ndin saadaan haluttu esitys X = x,1C¢r41 + ... +x,Cy + C.
Jalkimmaéinen viite seuraa suoraan siitd, ettd ratkaisussa esiintyva vakiovektori ¢ on nolla tarkalleen
silloin kun yhtdloryhmin oikean puolen luvut ovat nollia.

Edellinen lause voidaan ilmaista myds seuraavassa muodossa:

Lause 44. Linearisen yhtdiloryhmdn kaikki ratkaisut ovat muotoa X = X1 + ¢, missd ¢ on jokin yk-
sittdinen ratkaisu ja X| on mikd hyvdnsd alkuperdisestd ryhmdstd saatavan homogeenisen ryhmdn
ratkaisu.

Voidaan huomata, ettdi esimerkin 114 yhtdloryhméassd homogenisoidun ryhmén ratkaisut saadaan
yhden vektorin skalaarimonikertoina {#(—2,1,1,0) | € R}, kun taas yhtiléryhméd 115 vastaavan
homogeenisen ryhmin ratkaisut ovat muotoa {¢(4,—3,—1,1,0) +s(6,0,—2,0,1) | s,z € R}.

Ensiksi mainitussa yhtdloryhméssd 114 on neljd tuntematonta ja kolme yhtdlod. Redusoidusta
porrasmatriisista ndhddén, ettd sen aste on 3. Vastaavasti yhtdloryhmissd 115 on viisi tuntematonta
ja kolme yhtilod, redusoidun porrasmatriisin asteen ollessa 3.

Etsittdessd ratkaisuja niille esimerkeille olemme huomanneet, ettd ratkaisujen joukko homoge-
nisoidulle yhtéloryhmaélle voidaan esimerkin 114 tapauksessa ilmoittaa 4 — 3 = 1 vektorin avulla,
ja esimerkin 115 tapauksessa 5 — 3 = 2 vektorin avulla. Naméa lukuméidrit eivit ole sattumaa, vaan
vastaava yleinen sidinto pitee:

Huomautus 36. Lauseen 43 mukaan homogeenisella yhtéloryhmaélla (rm yhtédlod ja n tuntematonta)
on n—r(A) (toisistaan) riippumatonta ratkaisua (kKisite tismennetiéin osassa Insindorimatematiikka
D) ¢41, - - ., Cy, joiden avulla kaikki muut ratkaisut voidaan esittéa.

Esimerkin 114 kerroinmatriisi (ei augmentoitu versio) on 3 x 4-matriisi, jonka aste on 3; titen
kyseistd ryhmiid vastaavalla homogeenisella ryhmilld 4 — 1 = 1 riippumatonta ratkaisua. Vastaa-
vasti esimerkin 115 ei-augmentoitu matriisi on 3 X 5-matriisi, jonka porrasluku on 3; titen ryhmii
vastaavalla homogeenisella ryhmilld on 5 — 3 = 2 riippumatonta ratkaisua.

Luvun oleellisia asioita:

* Peruskésitteet matriiseista
* Gaussin-Jordanin menetelmé yhtdloryhmain ratkaisemiseksi ja ratkaisun esittdminen syste-
maattisesti.



Luku 8
Osamurtohajotelmat

Osamurtohajotelmat ovat rationaalilausekkeiden summamuotoisia esitystapoja, joille on tyypillista,
ettd osoittajien aste on nimittdjien astetta pienempi. Tdmé on eduksi monissa sovelluksissa, kuten
Insind6rimatematiikka B:ssi esiintyvien médidrddmattomien integraalien laskemisessa ja C:ssi esiin-
tyvien integraalimuunnosten kadntdmisessa.

Esimerkki 116. Tyypillinen osamurtohajotelma on muotoa

1 2
2x+ 14+ ——— .
x+ x+1

Suoralla laskulla saadaan ylldoleva lauseke muotoon

263 +7x2+6x—1
x24+3x+2

)

mutta keskeisin tehtdvd osamurtohajotelmien yhteydessd onkin yleensd selvittdd miten jalkimmaéi-

Kahden luvun jakolasku voidaan aina suorittaa koulukurssilta tutussa jakokulmassa ja saada tulos:

25 jaettuna luvulla 3 tuottaa osaméériksi 8 ja jakojaannokseksi jad 1. Symbolisesti merkittynid tamé
voidaan kirjoittaa seuraavalla tavalla: % =3+ % tai 25 = 3-8+ 1. Yhden muuttujan polynomien ja-

kolaskussa voidaan havaita tdsmélleen sama ilmio, ja jakokulman soveltaminenkin tapahtuu samoin
kuin luvuille:

Esimerkki 117. Lasketaan £532=x+1 jakokulmassa.

X243x+1
X2 —3x +11
Z43x+1] 24 4332 —x +1
X303 442

33 422 —x  +1
—3x3 —9x% —3x

1132 +2x +1

11x% +33x +11

—31x —10

Osaméiri on x> — 3x + 11 ja jakojaannos —31x — 10, mikd merkitsee sitd, etti

43 —x+l 3 +11+—31x—10
— 5 =X —3x R S
xX24+3x+1 xX2+3x+1

Tassd pykildssi tarkasteltavat polynomit ovat joko reaali- tai kompleksilukukertoimisia. Reaali-
kertoimisten polynomien joukosta kiytetddn merkintidd R[x] ja kompleksikertoimisten polynomien

89
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joukosta C[x] (jos polynomin muuttuja on z, on my6s joukon merkintd C[z]) Polynomin p asteesta
kéytetddin merkintdd deg(p) ja polynomien tulolle pitee deg(pg) = deg(p) + deg(g). Nollapolyno-
min asteesta kiytetddn symbolista merkintidéd deg(0) = —oo.

Esimerkki 118. x> —1 = (x-+1)(x—1), joten x> — 1 on jaollinen polynomeilla x — 1 ja x+ 1. Toisaalta
x?—1=2(x+1)1(x—1), joten x2 — 1 on jaollinen myds polynomeilla 2(x+ 1) ja 3 (x — 1).

Itse asiassa, jos ¢ on jaollinen polynomilla p, siis ¢ = pr, ja ¢ # 0 on vakio, voidaan kirjoittaa
myds g = cp-c~'r, joten g on jaollinen myos polynomilla cp. Sama idea ei toimi, jos ¢ on polynomi,
jonka aste on suurempi kuin 0, silli tilloin ¢! ei ole polynomi.

Kuten edellisestd esimerkistd huomataan, polynomien jaollisuusksitteissd p ja cp, missd ¢ on
nollasta poikkeava vakio, ovat samankaltaisessa asemassa.

Esimerkki 119. Koska deg(p(x)g(x)) = deg(p(x)) + deg(g(x)), on ensimmdiisen asteen polynomin
ax + b tekijoistd toinen vilttimaittd vakio. Tédten siis ensimmdiisen asteen polynomin ainoa vakiosta
poikkeava tekijd on polynomi itse.
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Jos polynomi d toteuttaa ylldolevat ehdot, niin tidlloin myos mikéd hyvinsé d:std nollasta poik-
keavalla vakiolla kertomalla saatava polynomi toteuttaa myds ne, joten polynomeille syt(p,q) ei ole
yksikésitteisesti médritty. Voidaan kuitenkin todistaa, ettd R[x]:n ja C[x]:n polynomeille syt(p,q)
madrdytyy vakiotekijdd vaille yksikisitteisesti, siis jos d ja d molemmat toteuttavat syt:n midritel-
min ehdot, niin d; ja d» saadaan toisistaan nollasta poikkeavalla vakiolla kertomalla.

Esimerkki 120. syt(x — 1,x+ 1) = 1, koska esimerkin 119 mukaan x — 1 ja x+ 1 eivit voi jakaa
toisiaan. Edellisten esimerkkien valossa voidaan toisaalta yhtd hyvin kirjoittaa syt(x — I,x+ 1) = ¢,
misséd ¢ # 0 on mikéd hyvinsé nollasta poikkeava vakio, mutta tapana on kéyttdd merkintdd syt(x —
Lx+1)=1.

Polynomien suurimman yhteisen tekijin 10ytdmiseksi voidaan kdyttdd samanlaista menettelyi
kuin kokonaislukujen tapauksessa. Prosessi tunnetaan nimelld Eukleideen algoritmi ja on varhaisin
tunnettu algoritminen menetelma.

Eukleideen algorithmi polynomien syt:n loytimiseksi

Sydte: Polynomit p ja q
Tuloste: syt(p,q)

1. Jos deg(p) < deg(q), vaihdetaan merkint6jd p <> ¢, minki jilkeen deg(p) > deg(q).

2. Jos g = 0, annetaan vastaus syt(p,q) = p ja péitetdén prosessi. Jos deg(q) = 0, annetaan
vastaus syt(p,q) = 1 ja pditetién prosessi.

3. Jos deg(g) > 1, suoritetaan jakolasku p = ag+r (a on osaméiré ja r jakojdannos, deg(r) <
deg(q)). Téllsin syt(p,q) = syt(g,r), ja jalkimméinen syt mééritetdén titd samaa menetel-
miid kdyttden.

Esimerkki 121. Lasketaan syt(x> — 1,x> — 1). Ensimmiinen jakolasku antaa
B—l=x(>—1)+x—1,

siis osamird on x ja jakojaannos x — 1. Talloin syt(x® — 1,x*> — 1) = syt(x> — 1,x — 1), minki selvit-
tdmiseksi suoritetaan uusi jakolasku:

2—1=(x+1)(x—1),

missd osaméiri on x + 1 ja jakojidnnos 0. Talloin syt(x®> — 1,x — 1) = syt(x — 1,0), ja vastaus x — 1
saadaan suoraan menetelmin toisesta vaiheesta.

Esimerkki 122. Lasketaan syt(x> — 1,x> 4 1). Ensimmiinen jakolasku antaa
C1=1-(P+1)-2,

missi siis 1 on osaméiri ja —2 jakojadnnos. Talloin siis syt(x® — 1,x3 +1) = syt(x® +1,2) = 1.

Esimerkki 123. Polynomi x — 1 on jaoton, koska esimerkin 119 mukaan sen kaikki tekijit ovat muo-
toa c¢(x — 1), missi ¢ # O tai vakioita. Polynomi x*> — 1 ei ole jaoton, koska silli on tekijd x — 1, joka
ei ole vakio, ja josta alkuperiistd polynomia ei saada vakiolla kertomalla.

Polynomin jaollisuus voi kuitenkin riippua siitd, missi joukossa tekijoiden halutaan olevan. On
mahdollista, ettid sama polynomi on jaoton joukossa R[x]|, mutta jaollinen joukossa C|x].

Esimerkki 124. Tarkastellaan, onko x* + 1 jaollinen joukossa R[x]. Jos niin olisi, pitiisi silld olla
ensimmiisen asteen tekijd x +a € R[x] (johtava kerroin voidaan olettaa ykkoseksi). Télloin pitdisi
olla my®ds toinen tekijid x + b € R[x], joille pitee

¥ +1=(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab,

siis a+b = 0 ja ab = 1. Edellisesti yhtilostd saadaan b = —a ja sijoittamalla timi jalkimmaéiseen

a? = —1, miki ei toteudu millekéin reaaliluvulle a, mutta toteutuu kompleksiluvulla @ = i. Polynomi

x*+ 1 on siis jaoton joukossa R[x], mutta jaollinen joukossa C[x]: x> +1 = (x — i) (x +1i).
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Itse asiassa polynomin x> + 1 jaottomuus yli reaalilukujen juontaa juurensa yleisemmisti pe-
riaatteesta, jonka mukaan polynomin ensimmdiisen asteen tekijit ja nollakohdat vastaavat toisiaan
taydellisesti. Timin ilmaisee kompleksilukujen yhteydessi esitetty lause 38:

Jos p(a) = 0, niin p(x) on jaollinen polynomilla x — a.

tehtdvd kuin p:n nollakohtien 16ytdminen. Nollakohtia ei aina voida 16ytdd algebrallisesti, vaikka
nollakohtien olemassaolo voidaan taata Algebran peruslauseen 37 mukaan.
Huomautuksen 6.2 mukaan polynomille p(z) saadaan lopulta esitys

p(@) = (z=21).- (2= 2)Pa(2),
missd p,(z) = ¢ on vakio ja siis
p(2)=clz—21)...(z— ) 8.1

Esitys (8.1) ratkaisee tdydellisesti kysymyksen siitd, mitkd ovat kompleksikertoimisen polynomin
jaottomat tekijat:

lisksi pétee syt(z — zx,2—21) = 1,j0s zx # 27 ja syt(z — zx,2— 2%) = 2 — 2

Tami ei pidd paikkansa reaaliluvuille, kuten nihtiin esimerkissd 124: polynomi x> 4 1 on jaoton
joukossa R[x]. Joukon C[x] polynomien jaollisuudesta voidaan kuitenkin johtaa myos tuloksia reaa-
likertoimisten polynomien jaollisuuteen.

Lause 45. Jos polynomilla p € R[x] on nollakohta w € C, niin myds kompleksikonjugaatti w
on polynomin p nollakohta.

Todistus. Merkitidin p(x) = c,x" +c,_ 18" ' + ...+ c1x+ co, missi ¢; € R. Tillin suoraan sijoitta-
malla saadaan p(W) = ¢, W" +¢,_1W" ! +...+cw+ co. Koska jokainen kerroin c; on reaalinen, on
Ci = ¢;, mistd seuraa, ettd p(w) = p(w) =0.

Edellisen lauseen mukaan reaalikertoimisen polynomin kompleksiset nollakohdat esiintyvét pa-
reittain: Jos w on nollakohta (mitéd kutsutaan myos juureksi), niin myds w:n kompleksikonjugaatti
w on. Tarkastellaan siis minkélainen on reaalikertoimisen polynomin p(x) algebran peruslauseesta
seuraava hajotelma:

p(x)=clx—x1)...(x—xx)(x—wi)(x—Wwr) ... (x —wy) (x —W7), (8.2)

missd xq, ... x; ovat polynomin p reaaliset juuret ja wy, wy, ..., w;, w; sen kompleksiset juuret.
Tarkasteltaessa paria (x —w;), (x —W;) huomataan, ettd polynomilla

(x —wy) (x —W7) = X% — (w; +W7)x + w;w;

on reaaliset kertoimet. Taméa ndhdéin siité, ettd w; +w; = w; + w; ja w;w; = w;w;. Télloin siis mer-
kitsemdlld u; = w; +Ww; ja v; = w;w; saadaan

(x —w;) (x = ;) = x* 4+ uix + vy,

jolloin my®ds polynomille p saadaan reaalikertoiminen hajotelma kertomalla kukin tekijd x — w; kon-
jugaattitekijansi x — w; kanssa:

plx) = c(x—xl)...(x—xk)(x2+u1x+v1)...(x2—|—u1x+v1). (8.3)
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On lisiksi huomattava, etti kukin tekijd x* + uix +v; = (x — w;)(x — W;) on jaoton R[x]:ssi, silli
jaollisuudesta yli R:n seuraisi reaalinen nollakohta. Edelleen voidaan todeta, ettd esityksessi (8.3)
syt(x — x;,x —x;) = 1, jos x; # x; ja syt(x* + ux + v, x2 +ujx +v;) = syt((x — w;) (x —w;), (x —
wj)(x—w;)) =1, jos w; # w;. Yhteenvetona voidaan siis mainita:

Jokainen reaalikertoiminen polynomi jakautuu korkeintaan astetta kaksi oleviin jaottomiin te-
kijoihin R [x]:ssé.

8.2 Menetelmii tekijoihinjakoon

Lauseen 38 perusteella polynomin p ensimméisen asteen tekijd voidaan 16ytdd polynomin p nolla-
kohdan avulla.

Esimerkki 125. Jaetaan polynomi x> + 3x + 1 tekijéihin. Nollakohdat ovat ’312“5, joten

255 (- 255)

2
3 lz(—
xX“+3x+ X 2 3

Yli neljannen asteen polynomeille ei kuitenkaan ole vilttamétti olemassa algebrallista ratkaisua, siis
sellaista, jossa nollakohta voitaisiin esittdd polynomin kertoimista saatavana lausekkeena yhteen-,
kerto-, vihennys- ja jakolaskun sekd juurenoton avulla. Toisaalta taas rationaalisia nollakohtia voi-
daan etsid kokeilemalla seuraavaan lauseeseen perustuen:

Lause 46. Olkoon
p(x) = Cnxn+cn—]xn_l + . +C1X+C0

kokonaislukukertoiminen polynomi. Jos p(x):lli on rationaalinen juuri r = IE)’ missd

syt(p,q) = 1, niin silloin osoittaja p jakaa vakiokertoimen co ja nimittdjd q korkeimman asteen
kertoimen c,,.

Todistus. Koska r = g on nollakohta, on

0= cn(g)" +cn,1(g)"_1 —|—‘..+c13 + ¢p,
q q q

ja kertomalla yhtilo puolittain luvulla ¢" saadaan
0=cup"+en1p" g+ +erpg"™ +cod", (8.4)

ja coq" toiselle puolelle siirtamélld saadaan

—coq" = cpp +cn1p" g+ Heipdt
Tistd ndhdién, ettd p jakaa luvun coq”. Koska syt(p,q) = 1, ei p voi jakaa lukua ¢”, siis p jakaa luvun
co. Siirtamilla yhtdlossa (8.4) ¢, p" toiselle puolelle ndhddidn samalla tavalla, ettd g jakaa luvun c,,.

Esimerkki 126. Olkoon p(x) = 6x3 — 37x% 4 72x — 45. Jos p(x):1ld on rationaalijuuri r = g, on

q € {£1,£2,£3,£6} (luvun 6 tekijit) ja p € {£1,£3,45,49, £15,4+45} (luvun 45 tekijit). Ko-
keilemalla eri vaihtoehtoja havaitaan, ettd esim p(3) = 0, jolloin siis x — 3 jakaa polynomin p(x).
Jakolaskulla saadaan p(x) = (x — 3)(6x*> — 19x + 15). Edelleen polynomin p;(x) = 6x*> — 19x+ 15
mahdollisen rationaalijuuren osoittaja jakaa luvun 15 ja nimittdjd luvun 6. Kokeilemalla saadaan

tdlle nollakohdaksi x = % jolloin siis pj(x) on jaollinen polynomilla x — % Jakolaskulla saadaan

p1(x) = (x—3)(6x—10) = 6(x— 3)(x— %) jolloin alkuperiiselle polynomille p(x) saadaan tekijoi-

hinjako
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Esimerkki 127. Myos erilaisia ryhmittelyjd on toisinaan mahdollista kéyttd4 tekijoiden 16ytdmiseen:

=20 =22 4552
=23 2% +dx+x—2
= (x—2)—2x(x—2)+x—2

= —2x+1)(x—2)
ja edelleen

B2t l=x -+ —x—x+1
=x(x—1)+x(x—1)—(x—1)
= (P x-(x1),

mutta sopivia ryhmittelyjd on yleensd hankala 16yt4a.

Esimerkki 128.

Al = - P P —x
= —x4+ 1) +x(P—x+1)+x>—x+1
= (P Hx+1)2—x+1).

Esimerkki 129. Joitakin tekijoihinjakoja on my0s valmiiksi taulukoituna (esim. MAOL).
C—1=)P 1= -DE+ D) == D@ +x+ D+ 1% —x+1).

polynomeilla x> 4+ x+ 1 ja x> — x4 1 ei ole reaalisia nollakohtia, joten ne ovat jaottomia R [x]:ss.

Joukossa C[x] ne sen sijaan jakautuvat tekijoihin: polynomilla x% 4+ x+ 1 on nollakohdat %’\@
joten
—1+iV3 —1—-iv3
X tx+1=(x— Jrl\f)()cf l\[)
2 2
ja samalla tavalla
14+iv3 1—iV3
e ]

8.3 Yleinen osamurtohajotelma
Osamurtohajotelmia etsittdessd oletetaan ensiksi, ettd rationaalilausekkeessa % nimittdja on kor-

keampaa astetta kuin osoittaja, siis deg(p) < deg(g). Jos timi ei toteudu, on ensiksi suoritettava
jakolasku:

x x
P _ 4 21,
q(x) q(x)
jossa a(x) on osaméiri ja p;(x) jakojddnnos, jonka aste on pienempi kuin jakajan aste. Tdmin jil-

keen etsitddn osamurtohajotelma rationaalilausekkeelle 12&;). Tdhédn puolestaan sovelletaan kahta

strategiaa, jotka esitelldédn seuraavissa lauseissa.

Lause 47 (Nimittijan tekijoilld syt 1). Olkoon f(x) = % kahden polynomin osamdidrd,
deg(p) < deg(q) ja
q(x) = q1(x) - q2(x),

sellainen nimittdjin hajotelma, ettd syt(q(x),q2(x)) = 1. Silloin on olemassa sellaiset (yksi-
kéisitteiset) polynomit pi(x) ja pa(x), etti

f =P, P2 8.5)
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ja deg(p;) < deg(qi)-

Edellisessd lauseen polynomit p;(x) ja py(x) pitdd yleensd etsid médrddmittdmien kertoimien
avulla.

Esimerkki 130.
1=+ 1) —x+1),

ja helposti todetaan, ettd syt(x> +x+ 1,x> —x+ 1) = 1. Tllin

1 . A1+ Bx Ar+ Box
A2+l 24x+1 2—x+1’

mistd kertoimet Ay, By, A2 ja B, saadaan seuraavasti: Aluksi lavennetaan oikean puolen termit sa-
mannimisiksi ja lasketaan yhteen, jolloin saadaan

1
¥ +xr+1
A1 +Ay+ (—A; +Bi+ A+ By)x+ (A1 — Bi + Ay + By)x* + (By + By)x®
(2+x+1)(x2—x+1) '

Kertoimet Ay, By, Ay ja By saadaan siis ratkaisemalla yhtdloryhma

Ay +A> =1
—A1 +B1 +A2 +B2 =0

A; =B +A2 +B, =0
B, +B, =0

Ryhmin augmentoitu kerroinmatriisi

1 0101
-1 1110
1-1110
0 1010

Saadaan Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmilld muotoon

1000
0100
0010
0001 —

DO =D = | = | —

joten A =A, =B = %ja B, = f% ja tulokseksi saadaan

1340 301w
A4x2+1 24x+1 0 2—x+1

Esimerkki 131. Esimerkin 122 mukaan syt(x> — 1,x> + 1) = 1, joten rationaalifunktio f(x) = o
voidaan hajottaa osamurtoihin
I _pilx)  pax)
-1 B-1 B+1
missd polynomien p; ja p, asteet ovat korkeintaan 2. Polynomit p; ja p, saadaan méadrddaméttdmien
kertoimien menetelmailld kuten edellisessékin esimerkissé ja hajotelma on

1 1 _1
N
-1 ¥P-1 ¥+1
On huomattava, ettd lauseessa (47) ei oleteta nimittdjén tekijoiden g (x), ..., gx(x) olevan jaot-

tomia, ainoastaan, ettd niilld ei ole yhteisid tekijoitd. Esimerkin 131 tilanne onkin juuri téllainen:
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x° — 1 on jaollinen x — 1:114 ja x> 4 1 jaollinen x + 1:114. Niinpi esimerkin 131 osamurtohajotelmaa
on mahdollista jatkaa edelleen.

Jos nimittédjassi esiintyy jaottoman polynomin potenssi, ei nimittdjad voida jakaa tekijohin, joiden
syt on 1. Téll6in voidaan turvautua seuraavaan lauseeseen.

Lause 48 (Nimittiijin tekijoilla syt >1). Olkoon deg(r) < deg(q"). Tdlldin on olemassa po-
lynomit ry, ..., ry, joille péitee deg(r;) < deg(q) ja

r(x) _ r1(x) N rz(xl I 7 (%)

Esimerkki 132. Etsitdén lausekkeelle (226% osamurtohajotelma. Koska syt(x — 1, (x —2)?) =1,

voidaan aluksi lauseen 47 perusteella 16ytdd muotoa

3x2 —8x+7 _ pi(x) p2(x)
x—1D)x—-2)2 x—1 (x—2)2

oleva hajotelma, missé deg(p;) < 1 ja deg(p) < 2. Merkitin siis p;(x) = A ja pa(x) = B+Cx, ja
madritddn luvut A =2, B=1ja C = 1, jolloin
3x% —8x+7 2 1+x

G- D=2 x—1 =27 (8.6)

Hajotelmaa (8.6) voidaan vield lauseen 48 perusteella jatkaa:

1+x D " E
(x—2)2 x—2 (x—2)¥

mistd saadaan D = 1, E = 3 ja siis

tx _ 1, 3
(x—2)2 x—2 (x—2)%

Hajotelmaa
3x% —8x+7 2 1 3

D=2 x—1 x=2 =22

ei endd voida jatka, mutta tima olisi voitu 10ytaad suoraankin kdyttimalld maaradmattomid kertoimia.

Esimerkki 133. Jos nimittdjdn ensimmaéisen asteen tekijit ovat yksinkertaiset, ei vélttamaétta tarvitse
turvautua madraamattomien kertoimien keinoon. Esimerkiksi hajotelman

1 A B C
=4 = 8.7
x(x—=1)(x+1) x+x—1+x+l @7
kertoimet saadaan seuraavasti: kerrotaan yhtilo (8.7) x:114, jolloin saadaan
L g B O
(x—1)(x+1) x—1 x+1
ja sijoittamalla x = 0 nihdéén, etti A = —1. Kertomalla yht&lo (8.7) x — 1:114 puolestaan saadaan
1 Alx—1 Clx—1
A=) L o)
x(x+1) X x+1

ja sijoittamalla x = 1 ndhddin, etti B = % Yhtilon (8.7) kertominen x + 1:114 taas antaa

1 A 1 B 1
G B
x(x—1) X x—1
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josta sijoitus x = —1 antaa C = %

Aina ei kuitenkaan ole tarpeen 16ytd4 hajotelmaa, jossa palaudutaan nimittdjan ensimmaéisen as-
teen tekijoihin. Esimerkiksi madradmitontd integraalia etsittdessd voidaan toisinaan tyytyéd nimittd-

mia, vaan voidaan pysyi reaalilukujen joukossa.

Esimerkki 134. Polynomille g(x) = x® +x* — x* — 1 voidaan I6ytii seuraava hajotelma:

Ot 1=+ -+ ) = =D +1)
=P -DE+FD)E+F) =D+ +1)%

Tekijd x> + 1, joka esiintyy kaksi kertaa, ei eni jakaudu tekijoihin reaalilukujen joukossa, koska
sill ei ole reaalista nollakohtaa. Nyt syt(x> — 1,x2 + 1) = 1, joten voidaan 16ytiz osamurtohajotelma

1 _A+Bx  C+Dx+EX*+Fx
-2 +1)2 x2-1 (x2+1)? ’

josta kertoimet ratkaisemalla saadaan

1 11 1 3447 88)
Z—D2+1)2 4x2—1 402+1)2 '
Jalkimmaéinen termi voidaan edelleen kehittdd muotoon
243 7A+Bx+ C+ Dx
(412 24+1 0 (2+1)%
misté kertoimet ratkaisemalla saadaan
24301 L2
(2+1)2 2+1 0 (2+1)Y
siis saadaan | L L | )
8.9

(22112 4x2—1 4241 4@+

(x=1)(x+ 1), on (8.9) jo kiyttokelpoinen vasemman puolen madrdiméittomén integraalin 16ytami-
seksi: Oikean puolen termien antiderivaatat on esitetty mm. matematiikan kaavakokoelmassa koh-
dissa (28) ja (29).

Huomautus 37. Kehitelma
243 1 2

(x2+1)2_x2—|—1+(x2—|—1)2

voidaan 10ytdd myos kiyttamattd madraamattomid kertoimia. Miten?

Matlab-ohjelmistossa polynomit esitetddn jonona kertoimia muuttujan suurimmasta potens-
sista alaspain. Esimerkiksi polynomit p(x) = x> 4+2x — 1 ja ¢(x) = x> — 1 sydtetién muodossa

>> p=[1,0,2,-1]

>> q:[ll Or_l]

Polynomin arvo jossakin pisteessi lasketaan komennolla po1yval. Esimerkiksi ¢(2) = 2% —

1 = 3 lasketaan seuraavasti:

>> polyval (g, 2)

ans =
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>>
Polynomien tulo lasketaan komennolla conv:

>> conv (p,d)

ans =

>>

Vastaus tulkitaan polynomiksi x> +x> — x> — 2x + 1. Nollakohtien etsiminen puolestaan tapah-
tuu seuraavasti:

>> roots (p)
ans =

-0.2267 + 1.46771
-0.2267 - 1.46771
0.4534

>>

Matlabissa on symbolisen matematiikan tyokalut my6s tekijoihinjakoa varten. Télloin tulee
luoda syms-komennolla tarvittavat muuttujasymbolit. Esimerkiksi

>> syms X
>> factor (x76-1)
ans =

(x=1) * (x+1) * (X" 2+x+1) * (x"2—-x+1)

>>
Pelkkd polynomien jakolasku taas saadaan aikaan komennolla deconv. Jos esimerkiksi on
jaettava polynomi p(x) = x> +2x — 1 polynomilla g(x) = x* — 1 toimitaan seuraavasti:

>> [a,r]=deconv (p,d)

a =
1 0
r =
0 0 3 !
>>

Vastaus tulkitaan siten ettd osaméérd on x ja jakojaannos 3x — 1.
Matlabissa on myos tyokalu osamurtojen 16ytamiseksi:

>> [r,p,k]l=residue (p, q)
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