Insinoorimatematiikka: Diskreetti matematiikka

Mika Hirvensalo
mikhirveQutu.fi

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Turun yliopisto

2026

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 1 of 17



Binaarisista relaatioista

Osittainen jarjestys

Joukon A binaarinen relaatio R on osittainen jarjestys, mikali R
toteuttaa seuraavat ehdot:

Q (Va) aRa (refleksiivisyys),
@ (Va)(Vb) aRb, bRa = a = b (antisymmetria) ja
@ (Va)(vb)(Vc) aRb, bRc = aRc (transitiivisuus).
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Esimerkkeja

A on joko N tai Z.

albe (JceA)(b=a-c)

Jaollisuusrelaatio | on osittainen jarjestys joukossa N mutta ei
joukossa Z.

Lukuteoreettinen kongruenssi

Valitaan n € N\ {1} ja maaritelldan
a=,bsn|(b—a)

=, on joukon Z ekvivalenssirelaatio.
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Ekvivalenssiluokat

Ehto n | (b — a) tarkoittaa, ettd b — a = n- k, joten

[a] = {beZ|b=pa}={a+nk|keZ}
= {...a—2n,a—n,a,a+n,a+2n,...}.

4
Toinen merkinta

Erityisesti lukuteoreettisen kongruenssin yhteydessa kaytetaan
merkintaa

[a] = a.
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Kun n =6, on

0 = {..,-12,-6,0,6,12,...},
1 = {..,-11,-51,7,13,...},
2 = {...,-10,-4,2,8,14,...},
3 = {..,-9,-3,3,9,15,...},

4 = {...,-8,-2,410,16,...},
5 = {..,-7,-1,5,11,17,.. .},
6 = {..,-6,0,6,12,18,...} =0

Z=0UlU...Ubjainj =0, josize].
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Lukuteoreettinen kongruenssi
Ekvivalenssiluokkien yhteen- ja kertolasku

b=a+b

a-b

Riippumattomuus edustajasta

Esimerkiksi 3=90ja 5= —7.

e a+
@a-b=

©3+5=3+5=8=2]ja

@ 9+ -—7=9+(—7)=2. Samoin

©3:5=15=3]a

9. —7=-63=3 )
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Aarellinen algebrallinen systeemi

e Alkiot {0, 1, ..., 5}
@ Yhteen- ja kertolasku

e Saanndt a+ b= b+ c, ab= ba, a(b+ c) = ab+ ac, jne.
periytyvat suoraan kokonaislukujen ominaisuuksista

@ Algoritminen kasittely periytyy kokonaislukujen
ominaisuuksista.
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Maaritelma
Relaatio f : A — B on funktio, jos jokaista joukon A alkiota a
kohti on tarkalleen yksi joukon B alkio b siten etta (a, b) € f.

Jokainen pystysuora leikkaa funktion kuvaajan tasan kerran.

Maaritelma

Edellisen maaritelman tapauksessa merkitaan f(a) = b ja
relaatioiden yleista terminologiaa kayttaen sanotaan, etta b on a:n
kuva, a on b:n alkukuva, ja etta a kuvautuu b:ksi.
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Jos f : A— B ja g : B — C ovat funktiota, on relaatiotulo g o f
myos funktio

”
Olkoot f : A — B ja g: B — C funktioita. Yhdistetty funktio
g o f on relaatiotulo go f : A — C, jolle siis relaatiotulon
maaritelman mukaan patee (g o )(a) = g(f(a)). Talldin funktiota
f kutsutaan sisafunktioksi ja g:ta ulkofunktioksi

Jos h(x) = e, voidaan h kirjoittaa muodossa h = g o f, miss3
g(x) = e* on ulkofunktio ja f(x) = —x? on sisifunktio.
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Maaritelma

Funktio f : A — B on injektio, jos a1 # a» = f(a1) # f(a2).

f : A — B on surjektio, jos f(A) = B. f : A— B on bijektio, jos f
on seka injektio etta surjektio.
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Funktiot

@ Jokainen vaakasuora leikkaa injektion kuvaajan korkeintaan
kerran.

o Jokainen vaakasuora leikkaa surjektion kuvaajan ainakin
kerran.

@ Jokainen vaakasuora leikkaa bijektion kuvaajan tasan kerran.
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Jos f : A — B on bijektiivinen funktio, on kaanteisrelaatio
f~1: B — A myos funktio, ns. f:n kdanteisfunktio. Kaantien, jos
funktion f : A — B kainteisrelaatio f~1 : B — A on funktio, on f
bijektio.

Funktion f : A — B kaanteisrelaatio on funktio vain jos f on
bijektio.
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sin = {(x,sinx) | x € R}, sin~! = {(sinx,x) | x € R}

sk L
/
4
{
4| Noal
%
k)
2k N
)
— = /
AT P /
-6 -4 \‘J // 2 ‘\4\ /Af -6 -4 -2 p 2 4 &
== = /
|
) \C,
AN
= —aE N
|
/
/s
o) sk
b

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 13 of 17



sin = {(x,sinx) | x € [<F, §l}sin ™" = {(sinx,x) | x € [-5, 31}

15 |
10 P /
el /
//' /r
,
: - * /
3 v
e 2
i s -0 0. [ 1
-1 -10 -0.5 / D 1.0 1
7
/
s 4 -0.5 Y,
- 10
W /
o /_/
4/. “
e -10 | .

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 14 of 17



Algebrallisista rakenteista

Maaritelma

Algebrallinen rakenne on joukko A, jossa on maaritelty aarellinen
maara operaatioita. Operaatiot voivat olla unaarisia, binaarisia,
ternaarisia, jne. Operaatioiden lisaksi voi olla aarellinen maara

aksioomia.

(R,+,-,0,1) (kts. Differentiaali- ja integraalilaskenta). Aksioomia:
(Va)(Vb)(a+ b= b+ a), (Va)(Vb)(Vc)(a-(b+c)=a-b+a-c),
jne.
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Magma

(Grupoidi eli Magma) Joukko A = {«, 3,7,0} ja bindarinen
operaatio *:

R [ L *
Q| ™| L
R [ 2 [

2|22 | ™=
™| Q|| >

e axf=r, Brxa=91,

o (axf)xy=yxy=a,ax(B*xy)=a*xa=0.

@ S33nndt x xy = y x x ja x * (y x z) = (x * y) % z eivat siis
valttamatta pade.

o Ei juurikaan merkitysta teorialle tai sovelluksille.
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Puoliryhma

Puoliryhma

Puoliryhma (semigroup) on magma jonka operaatio * toteuttaa
aksiooman
(Vx, ¥, 2)((x * y) % 2 = x x (y * 2)).

Taman aksiooman toteuttavaa operaatiota * kutsutaan
assosiatiiviseksi. Voidaan siis myos sanoa, etta puoliryhma on
assosiatiivinen magma.
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