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Joukkojen mahtavuus

@ Yhta mahtavat joukot
@ Hilbertin hotelli
@ Joukkojen N, Z, @ ja R mahtavuudet

@ Potenssijoukko
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Puoliryhma

Puoliryhma

Puoliryhma (semigroup) on magma jonka operaatio * toteuttaa
aksiooman
(Vx, ¥, 2)((x * y) % 2 = x x (y * 2)).

Taman aksiooman toteuttavaa operaatiota * kutsutaan
assosiatiiviseksi. Voidaan siis myos sanoa, etta puoliryhma on
assosiatiivinen magma.
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Puoliryhma
Esimerkki (Vapaa puoliryhma)

Olkoon ¥ = {a, b, c}, ¥2 = {aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc},

Y3 = {aaa, aab, aac, aba, abb, . . ., ccc}, jne. ja
Yt=Yur2uxiu...

Ma3aritellaan operaatio * joukossa X T seuraavasti: Jos

wi, W € LT ovat ni- ja np-pituisia merkkijonoja, niin wy * wo on
ny1 -+ np-pituinen merkkijono, joka saadaan kirjoittamalla wy ja ws
perakkain. Vapaan puoliryhman £ alkioita kutsutaan sanoiksi yli
aakkoston .

On mahdollista maaritelld esimerkiksi A = (X | ab = bc), jolloin
saadaan puoliryhma joka ei ole vapaa, vaan toteuttaa ehdon

ab = bc. Puoliryhmassa A on esimerkiksi

aabbca = abcbca = bccbca = becaba.
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Puoliryhma

Esimerkkeja

@ (abbca * ccab) * abcc = abbcaccab * abcc = abbcaccababcc
@ abbca * (ccab x abcc) = abbca x ccababcc = abbcaccababcc
@ Puoliryhmia kaytetaan mm. merkkijonojen mallintamiseen

@ Erittain suuri merkitys teoreettisessa tietojenkasittelyopissa.

Puoliryhmien teoriassa jatetaan usein operaatiosymboli
merkitsematta ja kirjoitetaan wy % wo = wywa. (vrt.
kertolaskumerkinta 5 - x = 5x)

Maaritelma

Puoliryhman A alkio € on neutraalialkio eli identiteettialkio el
ykkosalkio, jos € x w = w x ¢ = w kaikille w € A.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 5 of 8



Puoliryhman neutraalialkiosta kaytetaan myos merkintaa 1, ja
vapaan puoliryhman neutraalialkiota kutsutaan tyhjaksi sanaksi.

Maaritelma

Monoidi on puoliryhma, jossa on neutraalialkio 1.

Maaritelma

Olkoon A monoidi ja x € A. Alkio y on x:n kaanteisalkio, jos

xy = yx = 1. Talldin merkitdin y = x~ 1.
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Ryhma

Maaritelma 1

Ryhma (group) on monoidi, jossa jokaisella alkiolla on
kaanteisalkio.

Maaritelma 2

Ryhma on algebrallinen rakenne, johon kuuluu joukko G ja yksi
binaarinen joukossa G maaritelty operaatio * joka toteuttaa
seuravat aksioomat:
o (Vx,y,z€ G) ((x*y)*z=xx*(yx*z)) (assosiatiivisuus)
e (31 € G)(Vx € G) (x* 1 = 1% x) (neutraalialkion
olemassaolo)
o (Vxe€ G)(Fy € G) (x+xy =y xx =1) (kdanteisalkion
olemassaolo).
Jos edellamainittujen ehtojen lisaksi patee x x y = y *x x kaikille
x,y € G, sanotaan etta G on kommutatiivinen ryhma eli Abelin
ryhma.

.
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Maaritelma

Monoidi on vasemmalta (oikealta) supistuva, jos xy = xz = y =z
(yx = zx = y = z). Monoidi on supistuva jos se on seka oikealta
etta vasemmalta supistuva.

Ryhma on supistuva monoidi

Supistuva monoidi voidaan laajentaa ryhmaksi
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