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Tekijarakenne

Polynomirenkaan ihanteet

o R[x]/(x?+1)
o Falx]/(x*> +x+1)
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Matemaattinen induktio

Induktioperiaate joukossa N

Tassa P(n) tarkoittaa, ettd luonnollisella luvulla n on ominaisuus
P. Mikali

e P(1)
e (Vn)(P(n) — P(n+1))

Niin talloin ominaisuus P on jokaisella luonnollisella luvulla N.

Dominoperiaate

@ Palikka nro 1 kaatuu.
@ Jos palikka nro n kaatuu, niin myos palikka nro n + 1 kaatuu.

o Johtopaatos: Kaikki palikat kaatuvat.
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Induktioperiaate joukossa N

Maaritelma

@ Ominaisuuden P(1) oikeaksi todistaminen on nimeltaan
induktion Iahtokohta

e (Vn)(P(n) — P(n+ 1)) oikeaksi todistaminen on nimeltaan
induktioaskel

@ Induktioaskel todistetaan oikeaksi seuraavasti:

e 1) Naytetdan toteen vaittama P(n) — P(n+ 1) olettamatta
mitaan luvusta n.

@ 2a) Edellamainittu tapahtuu olettamalla P(n)
(Induktio-oletus) ja

@ 2b) johtamalla tastd P(n+ 1) (Induktiovaite)
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Z,:; (n+1)

i=1

Induktion lahtokohta n =1
Z, +1) e 1=1, tosi.

i=1
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Esimerkki

Induktioaskel

Induktio-oletus: Vaite pitaa paikkansa luvulle n.
Induktiovaite: Vaite pitaa paikkansa luvulle n 4 1

Todistus:
n+1 n 1 1
Zli_zli+n+1_2n(n+l)+n+1_ S(n+1)(n+2).
i= i=

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 7 6 of 68



Newtonin binomikaava

Vaite:

Induktion lahtokohta n =1

1

1\ 1 1 1
(><+y)1=2<,.>><1 yoe x+y=<0>x1y°+<1>x°y1
i=0
& X+y=x+4y, tosi

()=
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Esimerkki

Induktioaskel

Induktio-oletus: Vaite on tosi jollekin luvulle n.
Induktiovaite: Vaite on tosi luvulle n + 1.
Todistus:

(X + y)n+1

=(x+mu+yr=4x+n§f(ﬂx“v’

i=0

= xg:(’;)x” i ’—i—yZ()x fyf
£ Qg

i=0
_ n+1 n+1 i n—i l+1
N +;Q) +Z() Tyt
=
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Esimerkki

Induktioaskel (jatkoa)

(x+y)"tt

n n—1
_ n+1 n+1—i i n n—i i+1
~ +Z<)X y+z<l)x yiH 4yt
=1 i=0
n n
_ Xn+1+z< >Xn+1 i i ( >Xn—(l )yl 1+1+y n+1
=1
n n
— Xn+1+z< )XnJrl i < >Xn+1 iyi+yn+1
i=1
n n ..
= Z (< > i ( >)X"+l_’f - g
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Esimerkki

Induktioaskel (jatkoa)

(x+y)"t

n
_ Xn+1+z < >+< ) n+1—iyi+yn+1
=1
" /n+1
_ Xn+1+z< )Xn—f—l /yl+yn+1
=1
n+1
_ n+1\ i1
_ Z( ,- >X v
i=0

.
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Esimerkki
Fibonaccin luvut F, toteuttavat epayhtalon F, < 2".

Induktion |ahtokohta n € {0,1}
F0:0§2O:1, F1:1S21:2,t05i.

Induktioaskel

Induktio-oletus: Vaite on tosi jollekin luvulle n > 1 ja myos luvulle
n—1.

Induktiovaite: Vaite on tosi luvulle n + 1.

Todistus:

Fno1=Fn+ Fpo1 <2"42771 <274 2" =2.2" = 2"+l
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Predikaattilogiikkaa

Jokainen ihminen on kuolevainen Sokrates on ihminen
(paapremissi) (alipremissi)
Sokrates on kuolevainen
(johtopaatos)

Johtopaatos seuraa premisseista.
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Predikaattilogiikkaa

I(x) ="x on ihminen”, K(x) ="x on kuolevainen” ja
s="Sokrates" .

Syllogismi uudelleen

Toinen esitysmuoto:

{(™)(I(x) = K(x)), I(s)} = K(s)
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SELS

Predikaattilogiikan aakkosto

Loogiset konnektiivit =, A, V, —, <.

Yhtasuuruusmerkki =, sulkumerkit ( ja ) ja pilkku ,.
Universaalikvanttori V ja eksistentiaalikvanttori 3.
Muuttujasymbolit x1, x2, X3, .. ..

Nolla, yksi- tai useampipaikkaiset predikaatti- eli
relaatiosymbolit Ry, R, Rs, .. ..

Funktiosymbolit f1, f2, f3, ... ja vakiosymbolit c1, ¢, c3, . ...

VR —xV —))lel ANbh7? J
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SELS
Predikaattilogiikan termit:

@ Muuttujasymbolit x1, xo, X3, ... ja vakiosymbolit ¢1, ¢, c3 ...
ovat termeja

@ Jos ty, t, ..., ovat termeja ja f funktiosymboli, niin
f(ty, t2,...) on termi.

Predikaattilogiikan kaavat:

@ Jos R on relaatiosymboli ja t1, tp, ... termeja, niin
R(t1, t2,...) on kaava.

@ Jos t; ja tp ovat termeja, niin (t; = tp) on kaava. Tata
muotoa olevaa kaavaa sanotaan myos yhtaloksi.

@ Jos ¢ ja 1 ovat kaavoja, niin (—¢), (6 A1), (¢ V), (¢ — )
ja (¢ <> ) ovat kaavoja.

@ Jos ¢ on kaava ja x muuttuja, niin ((Vx)¢) ja ((3x)¢) ovat
kaavoja.
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@ ti, b, t3, ..., termeja

@ R(t1,t2,...) ja (t1 = to) ovat atomikaavoja

@ Atomikaavoista saadaan konnektiiveilla ja kvanttoreilla muita
kaavoja: (—¢), (¢ Av), (@ V ), (¢ = ¥). (¢ < ), ((Vx)9)
ja ((3x)¢).
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SELS
Lyhennysmerkinnat 1

@ — sitoo vahvemmin kuin A ja V, siis =¢ A ¥ merkitsee kaavaa
(—¢) A1, ei kaavaa —(p A ).

@ A ja V sitovat vahvemmin kuin — ja <, siis =¢ A1) — 1 on
lyhennysmerkinta kaavasta (((—¢) A ¢) — 7).

e Kvanttorit sitovat vahvemmin kuin — tai V, siis (Vx)¢ V ¢
tarkoittaa kaavaa (((Vx)¢) V ).

Lyhennysmerkinnat 2

@ /x tulkitaan yksipaikkaiseksi funktiosymboliksi
@ x > y tulkitaan kaksipaikkaiseksi relaatiosymboliksi
@ jne.
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Vapaat / sidotut muuttujat, kaavat / lauseet

Jos ¢ on predikaattilogiikan kaava ja x siina esiintyva muuttuja,
sanotaan, ettd kaavassa (Vx)¢ ja (3x)¢ x on sidottu muuttuja.
Jos muuttuja ei ole sidottu, se on vapaa. Kaavaa, jossa ei ole
vapaita muuttujia, kutsutaan /lauseeksi.

o (x+y)? = x?+2xy + y? on kaava.
o (Vx)(Vy)((x + y)? = x? + 2xy + y?) on myods lause.
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SELS

Peanon aksioomat

@ Jos n # m, niin s(n) # s(m) (kahdella eri luonnollisella luvulla
on eri seuraaja).

o Kaikille joukon N alkioille n patee s(n) # 1 (ykkonen ei ole
minkdan luonnollisen luvun seuraaja).

@ Jos joukko A sisaltaa luvun 1 ja jokaisen sisaltamansa luvun
seuraajan, niin silloin A sisaltaa kaikki luonnolliset luvut
(induktioaksiooma).

Predikaattilogiikan merkinnoin:
o (VX)(Vy)(=(x = y) = =(s(x) = s(y)))
o (Vx)=(s(x)=1)
o (VA)((1 € AAN(Vx)(x € A— s(x) € A)) — (Vx)(x € A))
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Semantiikka

Maaritelma

Predikaattilogiikan tulkinta / koostuu
@ Tulkintajoukosta A,
@ Vakiosymbolien tulkinnasta joukon A alkioiksi,
@ Funktiosymbolien tulkinnasta joukossa A maaritellyiksi
funktioiksi,
@ Predikaattisymbolien tulkinnasta joukon A relaatioiksi,
@ Vapaiden muuttujien tulkinnasta joukon A alkioiksi.

Kvanttorit ja konnektiivit tulkittava myos.
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Semantiikka

Atomikaavojen tulkinta

@ Atomikaava R(ty, tp,...) on tosi annetussa tulkinnassa, mikali
termien t1, tp, ... tulkinnat ovat siina tulkintajoukon
relaatiossa, joksi R tulkitaan.

@ Atomikaava t; = tp on tosi annetussa tulkinnassa, mikali
termit t; ja tp tulkitaan samaksi joukon A alkioksi.

Tulkinnan antama totuusarvo kaavalle ¢ on 0 mikali ¢ tulkitaan

epatodeksi ja 1 mikali ¢ tulkitaan todeksi. Jos tulkintaa merkitaan
symbolilla /, merkitaan kaavan ¢ totuusarvoa tulkinnassa /

GRS
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Semantiikka

Olkoon ¢(x) predikaattilogiikan kaava, jossa x on vapaa muuttuja.
o (Vx)o(x) tulkitaan todeksi, jos kaava ¢(x) tulkitaan todeksi
kaikilla x:n valinnoilla (tulkintajoukosta)
@ (Ix)p(x) tulkitaan todeksi, jos on olemassa sellainen x:n
valinta tulkintajoukosta, etta kaava ¢(x) voidaan tulkita
todeksi.

.
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Semantiikka

Olkoot ¢ ja 1 kaavoja. Niiden totuusarvojen perusteella saadaan
konnektiiveilla rakennettujen kaavojen totuusarvot seuraavan
taulukon mukaan.

¢ | QAY | OV | d=Y | PP

k=l =R

¥
0
1
0
1

OO~

~lololol >
==Rlol <
|—\O|—l|—l\L
~lolol~|T
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Kaavan

(I(s) A (W) (I(x) = K(x))) = K(s)

tulkinta, kun tulkintajoukko on N, /(x) tulkitaan " x on parillinen”,
K(x) " x on suurempi kuin kymmenen”, ja s tulkitaan luvuksi 2:

I(s)="2 on parillinen”, siis tosi

I(x) — K(x): epatosi vain jos /(x) tosi ja K(x) epatosi

Talloin (Vx)(/(x) — K(x)) epatosi
Konnektiivin A tulkinnan mukaan /(s) A (Vx)(/(x) — K(x))
tulkitaan epatodeksi

°
°
@ Jos esim x tulkitaan luvuksi 4, on /(x) tosi ja K(x) epatosi
°
°

Konnektiivin — tulkinnan mukaan koko kaava tulkitaan
todeksi.
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Kaava
(1(s) A (Vx)(I(x) = K(x))) = K(s)

on tosi kaikissa tulkinnoissa:

e Voisi olla epatosi vain jos I(s) A (Vx)(I(x) = K(x)) tosi ja
K(s) epatosi

Olkoon J tulkinta jossa nain kay

= J:ssa seka I(s) etta (Vx)(/(x) — K(x)) tosia

= I(x) — K(x) tulkittava todeksi kaikilla tulkintajoukon
alkiolla

= I(s) — K(s) tulkittava todeksi

Ristiriita! (kts. aikaisempi vaatimus /(s):n ja K(s):n
tulkinnasta)
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Semantiikka

Maaritelma

Kaava on

e Toteutuva jos se on tosi ainakin yhdessa tulkinnassa (eli silla
on ainakin yksi malli).

@ Kumoutuva jos se on epatosi ainakin yhdessa tulkinnassa.

o Tautologia eli loogisesti tosi, jos se on tosi kaikissa
tulkinnoissa.

@ Kontradiktio eli loogisesti epatosi, jos se on epatosi kaikissa
tulkinnoissa.

@ Kontingentti, jos se ei ole tautologia eika kontradiktio.

Otetaan kayttéon merkinnat T (verum) ja L (falsum). Nama ovat

nollapaikkaisia predikaattisymboleja, jotka tulkitaan kaikissa
tulkinnoissa samoin: T tulkitaan todeksi ja | epatodeksi.
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Semantiikka: Looginen seuraus

Kaava- tai lausejoukon " malli on tulkinta /, jossa kaikki I:n
kaavat ovat tosia

Maaritelma

Paattely premisseista [ johtopaatosjoukkoon A on pateva eli
loogisesti sitova, jos kaikki joukon ' mallit ovat myos A:n malleja.
Talloin merkitdan I = A ja sanotaan, ettd A on looginen seuraus
joukon I kaavoista.

Jos A = {¢}, merkitadn I' = ¢ ja sanotaan, ettd kaava ¢ on
kaavajoukon [ looginen seuraus.

Jos = A ja A =T, sanotaan, ettd I ja A ovat loogisesti
ekvivalentit ja merkitaan ' = A.

0 = A merkitsee, ettd A:n kaavat ovat tosia kaikissa tulkinnoissa.
Tama merkitadan myds = A.
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Semantiikka: Looginen seuraus

Paattely
{1(s), (vx)(I(x) = K(x))} = K(s)

on loogisesti sitovaa:

@ Olkoon J tulkinta jossa premissit ovat tosia
e = I(s) tosi ja (Vx)(/(x) = K(x)) tosi

e = (I(s) = K(s)) tosi

e = K(s) tosi
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Semantiikka: Looginen seuraus

Loogisen seurauksen toteennayttaminen

@ Suora todistus:

MEMRE...EME4

@ Epasuora todistus:

ru{-¢; =L
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Semantiikka: Looginen seuraus

Lause (Epasuora todistus)

Jos T U{—¢} = L, niinT [ ¢.

Aputulos (Lemma)

Jos A = L, niin A:lla ei ole mallia.
Todistus: Jokainen A:n malli olisi myos sen loogisten seurausten
malli.

Y
Lauseen todistus

Oletetaan, etta / on :n malli. On naytettava, etta se on myos ¢:n
malli. Vastaoletus: / ei ole ¢:n malli. = [ on =¢:n malli.= [/ on
U {=¢}:n malli. Ristiriita!
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Semantiikka: Looginen seuraus

Vastaesimerkki

¢,

jos on olemassa [:n malli, jossa ¢ ei ole tosi.
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Gentzenin jarjestelma

@ Automatisoitavissa oleva systeemi, jonka saantojen mukaan
aiemmista kaavoista kirjoitetaan uusia (kasittely syntaktisesti)

@ Tavoitteena mahdollisimman hyva kytkenta saantojen
(syntaksi) ja loogisen seurauksen (semantiikka) valille
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Gentzenin jarjestelma

Konnektiivien introduktiosaannot

v L v 9

I=)y: ——— (I=): —— (I «+):

(1=): 5= (F): —— () S
@Y tarkoittaa sitd, ettd saanndn soveltamisen jalkeen ¢ merkitian
" poistetuksi”
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Gentzenin jarjestelma

Konnektiivien eliminointisaannot

o
C GAY AW vy .
(EN) : 3 > (EV): ”
by R
(E-): &L25 (). 2°
oY P oy oL
(E &) ’ . (ED: 3
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Gentzenin jarjestelma

Reductio Ad Absurdum

(RAA) : L
9
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Gentzenin jarjestelma

Kvanttorisaannot

) 9600 ENO
¢J
(¥96(x) NEN O
S 7

Kvanttorisaantdjen rajoitukset: (/V): x ei saa esiintya vapaana
missaan (poistamattomassa) oletuksessa, josta ¢(x) on johdettu.
(E3): x ei saa olla vapaa 1):ssa tai johdon ¢ ... ¢ muissa
oletuksissa kuin ¢:ssa. (EV) ja (/3): mikaan vapaa muuttuja
termissa t ei saa tulla sidotuksi, kun kaavaan ¢(x) sijoitetaan x:n
paikalle t (Talldin sanotaan, ettd t on x-vapaa ¢:n suhteen).
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Gentzenin jarjestelma

Kvanttorisaantojen rajoitukset, esimerkkeja

o (IV): (x =c)F (¥x)(x = c¢). Vaarin, koska x esiintyy
vapaana poistamattomassa oletuksessa x = c.

o (13): (Vy)(—y+y=0)F (3x)(Vy)(x +y =0). Vaarin,
koska termissa t = —y tulee y sidotuksi, jos kaavaan
(Vy)(x + y = 0) sijoitetaan x:n paikalle —y.
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Gentzenin jarjestelma

Yhtasuuruussaannot

(YS1): —— (¥S52): X=Y (ys3), X=X V=2

y =x X=z
XI1=Y1 X2=Y2 ... Xpn=Yyn

YS4) :

( ) f(XlaX27"'aXn):f(y17y2a--'7yn)

Xx1=y1 xx=Yys ... Xxp=Yyn R(x1,x,...,%n)

(YS5) :

R(y17y27' "7.yn)
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Gentzenin jarjestelma

Huomattava:

Saannoilla voidaan johtaa vain premissien loogisia seurauksia

¢ 4
IN): ——
(In) SN
Jokainen joukon {¢, v} malli on myds ¢ A ¢:n malli, siis
{0, v} EoNY

& oY
E—): —MW -
(E=): 2

Jos ¢ ja ¢ — ¥ ovat molemmat tosia, on valttamatta myos 1 tosi,

siis {¢,¢ = ¢} E ¢

v
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Gentzenin jarjestelma

Jos I on joukko kaavoja, sanotaan, etta kaava ¢ voidaan johtaa
joukosta I luonnollisen deduktion jarjestelmalla, mikali ¢ voidaan
saavuttaa [':n kaavoista tai vapaasti lisatyista oletuksista
deduktiosaantoja kayttamalla siten etta lopuksi kaikki I':n
ulkopuoliset oletukset ovat poistettu. Talloin merkitaan I - ¢.

Jos [ = (), merkitadan myos I @.

I = ¢ maaritelldan semanttisesti, I - ¢ syntaktisesti.
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Gentzenin jarjestelma

Esimerkkeja
°o-¢—(Y—9)
eFONY = YN
o {(vx)(I(x) = K(x)),I(s)} F K(s)
o b (D(H)V2)(x =y = x+2=y+2)
@ Jos y ei esiinny kaavassa ¢(x), F (Vx)¢p(x) <> (Vy)o(y)
@ Jos y ei esiinny kaavassa ¢(x), (3x)é(x) F (Fy)d(y)
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Propositiologiikka

Predikaattilogiikan aakkosto

o Loogiset konnektiivit =, A, V, =, <.

Yhtasuuruusmerkki =, sulkumerkit ( ja ) ja pilkku ..
Universaalikvanttori V ja eksistentiaalikvanttori 4.

Muuttujasymbolit x1, x2, x3, .. ..

Nolla, yksi- tai useampipaikkaiset predikaatti- eli
relaatiosymbolit Ry, Ra, Rs, .. ..

@ Funktiosymbolit fi, f, f3, ... ja vakiosymbolit ¢, ¢, c3, .. ..
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Propositiologiikka

Propositiologiikan aakkosto

o Loogiset konnektiivit =, A, V, =, <.

° sulkumerkit ( ja )
o
o
@ Nolla paikkaiset predikaatti- eli
relaatiosymbolit Ry, Ra, Rs, .. ..
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Propositiologiikka

Propositiot

0-paikkaisia predikaattisymboleja kutsutaan
propositiomuuttujiksi tai atomaarisiksi propositioiksi
Syntaksi periytyy predikaattilogiikasta: Atomaarisista
propositioista voidaan konnektiiveilla muodostaa
molekulaarisia propositioita.

Semantiikka periytyy predikaattilogiikasta: Kukin propositio
on "tosi" tai "epatosi” riippuen tulkinnasta.

Atomaaristen propositioiden tulkinta maaraa muiden
propositioiden tulkinnan

Airellinen maira tulkintoja riittaal

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 7 44 of 68




Propositiologiikan semantiikkaa

Olkoon HMK propositiologiikan hyvinmuodostettujen kaavojen
joukko. Propositiologiikan totuusarvotus eli arvotus on funktio
a : HMK — {0,1}, joka voidaan maaritella rekursiivisesti
seuraavalla tavalla:
e Propositiomuuttujille xq, x2, x3, ... arvot a(x;) € {0,1}
kiinnitetaan mielivaltaisella tavalla.
@ Jos ¢ ja 1) ovat propositioita, niin a((—¢)) = 1 — a(9),
a((¢ A1) = min{a(e), a(y)}, ja
a((¢ Vv v))) = max{a(9), a(4)}.

Maaritelma

Olkoon ¢ jokin propositio ja « jokin arvotus. Jos a(¢) = 0,
sanotaan, ettd ¢ on epatosi arvotuksessa a.. Jos a(¢) =1,
sanotaan, etta ¢ on tosi arvotuksessa a.
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Propositiologiikan semantiikkaa

Totuusarvotus o : HMK — {0, 1} tulee edellamainitulla tavalla
yksikasitteisesti maaritellyksi joukossa HMK

Todistus induktiolla

Induktion lahtokohta: Maaritelman mukaan « kiinnittaa arvon
jokaiselle propositiomuuttujalle x;, joten induktion Iahtokohta on
tosi.

Induktioaskel

Induktio-oletus: Vaittama pitaa paikkansa joillekin propositiolle ¢
ja ©. Induktiovaite: Vaittama pitaa paikkansa myos propositiolle
(=), (A D), Ja (6 V).

Todistus: Suoraan arvotuksen o maaritelmasta:

a((—9)) =1 —a(e), a((¢ A ) = min{a(s), a(s)}, ja

a((¢ V) = max{a(9), a(v)}
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Propositiologiikan semantiikkaa

= ((x1 A x2) V=x3) A (x1 V —xq) ja arvotus «, jolle a(x;) =1,
( 2) =1, a(x3) =0, ja a(xs) = 1.
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Propositiologiikan semantiikkaa

d=((x1 Ax2)V—x3)A(x1V —xq) ja arvotus «, jolle a(x1) =1,
a(x) =1, a(x3) =0, ja a(xq) = 1.
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Propositiologiikan semantiikkaa

d=((x1 Ax2)V—x3)A(x1V —xq) ja arvotus «, jolle a(x1) =1,
a(x) =1, a(x3) =0, ja a(xq) = 1.
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Propositiologiikan semantiikkaa

d=((x1 Ax2)V—x3)A(x1V —xq) ja arvotus «, jolle a(x1) =1,
a(x) =1, a(x3) =0, ja a(xq) = 1.
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Propositiologiikan semantiikkaa

d=((x1 Ax2)V—x3)A(x1V —xq) ja arvotus «, jolle a(x1) =1,
a(x) =1, a(x3) =0, ja a(xq) = 1.
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Propositiologiikan semantiikkaa

= ((x1 A x2) V=x3) A (x1 V —xa) ja arvotus «, jolle a(x1) =1,
( 2) =1, a(x3) =0, ja a(xs) = 1.
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Propositiologiikan semantiikkaa

Arvotus « on pienempi tai yhtasuuri kuin arvotus /3 (merkitaan
a = f3), jos ax;) < B(x;) jokaiselle propositiomuuttujalle x;.
Huomautus: « < 8 on osittainen jarjestys arvotusten joukossa.

V.
Maaritelma

Propositio ¢ on monotoninen, jos ehdosta o < 3 seuraa

a(9) < B(d).

Jos propositio ¢ muodostetaan rekursiivisesti kayttamalla vain
konnektiiveja A ja V, eika lainkaan konnektiivia =, on ¢
monotoninen.
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Propositiologiikan semantiikkaa

Olkoot « ja  arvotuksia ja o =< (5.
Induktion |ahtokohta: Jos ¢ = x; (propositiomuuttuja), on
maaritelman mukaan a(x;) < B(x;), joten ¢ = x; on monotoninen.

Induktioaskel

Oletetaan, etta vaittama pitaa paikkansa propositiolle ¢ ja 1 ja
naytetaan toteen, etta se pitda paikkansa myos propositiolle

(o A1) ja (o V).

Todistus:

a(¢ A ) = min{a(e), ()} < min{B(¢), B(¥)} = B(d A ).

Samoin

a(o V) = max{a(e), a(¢)} < max{B(¢), 5(¥)} = B(d V).
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Propositiologiikan semantiikkaa

Maaritelma

Taulukkoa, jossa esitetaan kaikki mahdolliset tulkinnat aarelliselle
maaralle propositiomuuttujia, kutsutaan totuustaulukoksi.

Propositioiden p — g ja -p — —q kaikki mahdolliset tulkinnat:
p q |7p|q|P—qg| P—7q
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1

Loogisen seurauksen selvittaminen:

Rivit 1,2 ja 4 ovat p — g:n malleja, mutta rivi 2 ei ole =p — —g:n
malli. Taten -p — —q ei ole looginen seuraus p — g:sta.

.
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Propositiologiikan semantiikkaa

Loogisen seurauksen selvittaminen
@ Olkoot ¢1, @2, ..., ¢, propositiomuuttujat, jotka esiintyvat
propositiojoukkojen ' ja A propositioissa.
o Loogisen seurauksen I' = A selvittamiseksi on tarkistettava,
onko jokainen I:n malli myos A:n malli.
@ Tarkistettavien tulkintojen maara on 2": ¢j:n tulkinta voidaan
valita joko 0:ksi tai 1:ksi, samoin ¢>:n, jne.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 7 56 of 68



Propositiologiikan semantiikkaa

Totuustaulukko

$1 | P2 | o | G-t | On | Y(P1,...,0n)
0 0 0 0 *
0 0 0 1 *
0 0 1 0 *
0 0 1 1 *
1 1 1 1 *
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Propositiologiikan semantiikkaa
Totuustaulukon rakentaminen

0 0 0 O

0 0 0 1

0 01 0

0 0 1 1

0 0 O 01 0 O

0 0 1 0 1 0 1

0 0 0 1 0 01 1 0
O_> 01—>011—>0111—>jne
1 1 0 1 0 O 1 0 0 O '

1 1 1 0 1 1 0 0 1

1 1 0 1 01 O

1 1 1 1 0 1 1

1 1 0 O

1 1 0 1

1 1 1 0

1 1 1 1
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Propositiologiikan semantiikkaa

Maaritelma

Taulukkoa, jossa esitetaan kaikki mahdolliset tulkinnat aarelliselle
maaralle propositiomuuttujia, kutsutaan totuustaulukoksi.

Propositioiden p — g ja -p — —q kaikki mahdolliset tulkinnat:
p q |7p|q|P—qg| P—7q
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1

Loogisen seurauksen selvittaminen:

Rivit 1,2 ja 4 ovat p — g:n malleja, mutta rivi 2 ei ole =p — —g:n
malli. Taten -p — —q ei ole looginen seuraus p — g:sta.

.
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Propositiologiikan semantiikkaa

Loogisen seurauksen selvittaminen
@ Olkoot ¢1, @2, ..., ¢, propositiomuuttujat, jotka esiintyvat
propositiojoukkojen ' ja A propositioissa.
o Loogisen seurauksen I' = A selvittamiseksi on tarkistettava,
onko jokainen I:n malli myos A:n malli.
@ Tarkistettavien tulkintojen maara on 2": ¢j:n tulkinta voidaan
valita joko 0:ksi tai 1:ksi, samoin ¢>:n, jne.
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Propositiologiikan semantiikkaa

Totuustaulukko

$1 | P2 | o | G-t | On | Y(P1,...,0n)
0 0 0 0 *
0 0 0 1 *
0 0 1 0 *
0 0 1 1 *
1 1 1 1 *
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Propositiologiikan semantiikkaa
Totuustaulukon rakentaminen

0 0 0 O

0 0 0 1

0 01 0

0 0 1 1

0 0 O 01 0 O

0 0 1 0 1 0 1

0 0 0 1 0 01 1 0
O_> 01—>011—>0111—>jne
1 1 0 1 0 O 1 0 0 O '

1 1 1 0 1 1 0 0 1

1 1 0 1 01 O

1 1 1 1 0 1 1

1 1 0 O

1 1 0 1

1 1 1 0

1 1 1 1
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Propositiologiikan semantiikkaa

@ Onko tulkintaa, jossa ¥(¢1,. .., ¢n) tosi?
@ Voidaan selvittaa kaymalla lapi kaikki 27 tulkintaa.
@ Vaikeus: 2" suuri jo pienilla n:n arvoilla.

@ Onko olemassa oleellisesti tehokkaampaa (polynomiaikaista)
menetelmaa?

@ Jos on, P = NP, muutoin P # NP
o P £ NP toistaiseksi selvittamaton ongelma.

e $1000000 palkinto ongelman selvittamisesta! (Clay
Mathematics Institute).
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Propositiologiikkaa

Propositiologiikan kaavat x A (y A z) ja (x A y) A z eivat ole
yhtasuuret. Kuitenkin x A (y A z) saa totuusarvon 1 tarkalleen
silloin kun jokainen propositiomuuttuja x, y ja z saa arvon 1, ja
samoin on proposition (x A y) A z laita.

o
Lyhennysmerkintd x A y A z tarkoittaa propositiota (x A y) A z tai
propositiota x A (y A z). Lyhennysmerkintd x VV y V z niinikdan
tarkoittaa propositiota (x V y) V z tai propositiota x V (y V z).
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Propositiologiikkaa

Summamerkinnat (x + y) + z ja x + (y + z) eivat merkkijonoina
ole yhtasuuret, mutta esim. reaalilukujen teoriassa nailla summilla
on tasmalleen sama lukuarvo, olipa reaaliluvuilla x, y ja z mitka
reaaliarvot hyvansa. Talloin voidaan molemmista summista kayttaa
merkintaa x + y + z ilman sulkeita. Yleistys: x1 + X2 + ... 4+ Xp.

Maaritelma

x1 Axo A .../ X on propositiologiikan kaava, joka voidaan
rekursiivisesti maaritelld kaavana x; A (x2 A ... A x,) tai kaavana
(x1 Ao Axp—1) Axp. Kaava x1 Vxo V...V x, madritellddn samoin.
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Propositiologiikkaa

Jos a: {x1,x2,x3,...} = {0,1} on jokin totuusarvotus, on

alxi Axa A ... A xp) = min{a(x1), a(x2),...,a(x,)} ja
a(x1 Vxo V...V x,) = max{a(x1), a(x2),...,a(xs)}

Kaava x A =y A z saa arvon 1 tarkalleen silloin, kun
(x,y,z) =(1,0,1) ja kaava x A y A =z saa arvon 1 tarkalleen
silloin (x,y,z) = (1,1,0). Nain ollen kaava

(x A=y Az)V (x Ay A—z) saa arvon 1 tarkalleen kun
(x,y,z) =(1,0,1) tai (x,y,z) = (1,1,0).
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Propositiologiikkaa

Maaritelma
n-paikkainen totuusfunktio f on funktio f : {0,1}" — {0,1}.

Jokainen n-paikkainen totuusfunktio f voidaan esittaa
propositiologiikan kaavana, jossa esiintyvat propositiomuuttujat xi,
. Xn-

Todistuksen idea

Totuusfunktio £ : {0,1}" — {0, 1} joka saa arvon 1 tarkalleen
alkukuvissa az, ..., ay voidaan maaritella disjunktiivisella muodolla

f:nl\/ng\/...\/n/\/,

missa 7; on konjunktiivista muotoa nj = y1 A ya A ... A yp, missa
edelleen jokainen y; on joko x; tai —x;.
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Propositiologiikkaa

Olkoon f :{0,1}? — {0,1} totuusfunktio, jolle patee

f(Xl,Xz) = 0, jOS X1 = X2 ja f(Xl,Xg) = 1, jOS X1 75 X2, siis
£(0,0) = £(1,1) = 0 ja £(1,0) = £(0,1) = 1. Tam4 funktio
voidaan muodostaa osakaavoista x; A =x2 ja —x1 A X2, joista
ensimmainen saa arvon 1, kun (x1,x2) = (1,0) ja toinen arvon 1,
kun (x1,x2) = (0,1). N&in ollen haluttu funktio saadaan
osakaavojen disjunktiona (x3 A =x2) V (—x1 A x2).

Jokainen funktio f : {0,1}" — {0,1}™ voidaan koostaa m:sta
totuusfunktiosta f, ..., fm: {0,1}" — {0,1}.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 7 68 of 68



