Insinoorimatematiikka: Fourier-analyysi

Demonstraatio 3, 7.5.2026

1. Olkoon H Heavisiden funktio. Varmista ettd kaava

1 1
(z)=H(zx+<-)—H(z— <)
2 2
pitad paikkansa. Laske tdmaén jilkeen kaavan kummankin puolen Fourier-muunnokset
kayttamalla oikealla puolella lineaarisuutta ja aikasiirtoa. Merkitse funktion H

Fourier-muunnosta H :dla. Minkéa lausekkeen saat néin H Ale?

Mallivastaus: Kaavan todetaan oikeaksi tarkistamalla se kun z < —%, T = i%,
—1 <z < 3, jaz > 1 Kun esimerkiksi —3 < 2 < %, on II(z) = 1 ja myds
H(z+%)—-H@x—-4)=1-0=1.

Fourier-muunnokset laskemalla saadaan
sincy = H(y)e™ — H(y)e ™ = H(y) - 2isiny,

josta
1 1

Y94 sin Y - 2y

H(y) = sinc

Huomautus: Niin saatu muoto on virheellinen. Virhe johtuu siitd, ettd II-
funktion esittdminen Heavisiden funktion avulla ja Fourier-muunnoksen laske-
minen sitd kautta johtaa kahteen hajaantuvaan integraaliin. Oikea muoto on
esitetty luennolla.

2. Piirrd kuvaaja kolmiopulssille

0, josax<—1
x+1, josze[-1,0]
—x+1, josze[0,1]

0, josx>1

A(z) =

selvitd millaisen funktion f integraalifunktio A on, ja laske integrointiperiaa-
tetta (vuoden 2019 Moniste C, esimerkki 52) kiyttamalld F[A(x)](y). Ohje 1:
Mieti ensin millainen olisi derivaattafunktio A:lle. Ohje 2: Funktion f esityk-
sessé esiintyy suorakulmaisia pulsseja.

Mallivastaus: Kolmiopulssin kuvaaja on alla olevan kuvan mukainen:

1.0

b2

Téstd derivoimalla saadaan funktio f(z), joka on 0 aina kun |z| > 1, 1 kun
x € [-1,0] ja —1, kun x € [0, 1]:



05+

—05}

Tama funktio voidaan esittda muodossa

fle) =T+ 5) ~ Tz — )

ja siis
A(x) :/ f)dt

Koska lim f(z) = 0, voidaan kidyttd4 integrointiperiaatetta sen yksinkertaises-
T—r 00

sa muodossa ilman J-funktiota ja titen (my6s modulaatioperiaatetta kiyttéien)
saadaan

Fb@w) = FI[ fed = o F @)
1 1 1
= 5o P+ 5) =TI = )
= 27:Z,y(sinc(y)e”y — sinc(y)e” ™)
= sincly) (€™ - )

L. . )
= W—ysmc(y) sin(my) = sinc” y.

. Kirjoita differentiaaliyhtilo kuvan piirin syottojannitteen x (input) ja mitat-
tavan jannitteen y (output) vélille ja tulkitse piiri signaalia muokkaavaksi lait-
teeksi: jannite x olkoon sydte ja y tuloste. Selvitd milla tavalla y(¢):n spektri
Y (f) riippuu x(t):m spektristd X (f). Selvitd lopuksi miten y(¢):n amplitudis-
pektri voidaan esittdd x(¢):n amplitudispektrin avulla.

Ohje: Jénnite y on sama kuin pisteiden c ja d vélinen jannite. Merkitse piirissi
a - b — ¢ — d — a kulkevaa virtaa [:11d ja kiytd Kirchhoffin sdfntsja
sekd sdhkotekniikan perusyhtiléitda U = RI, U = % jal=0=C %. Mittarin y
kautta kulkeva virta oletetaan nollaksi (yhtdloksi pitiisi saada z = RCy' +y).
Laske saadusta differentiaaliyhtélostd Fourier-muunnokset ja lopuksi spektrien
itseisarvot.




Mallivastaus: z = RI + % = RCyY +y.
Merkitédén X (f) = Flz(t)](f) ja Y (f) = Fly()](f), jolloin

X = RC-2mifY +Y = (2nifRC +1)Y

ja siis
1
Y=——"—"X
2mifRC + 17

misté
1

1+ (27RCY)?

Jos merkitdin fo = ﬁ, saa viimeisin yhtalé muodon

Y] = RYE

1
Y= ——=X|.
2

L+ ()

Tulkintaa: Funktion H(f) = \/ﬁ graafinen esitys (alla kuva arvolla
+ L.
fo
fo = 10) tarjoaa selityksen siithen, miksi tehtdvin piirid kutsutaan alipadsto-
suodattimeksi. Funktion H(f) arvo on ldhelld lukua 1 kun taajuus f on lihelld
nolla, mutta f:n kasvaessa itseisarvoltaan suuremmaksi arvon H(f) lihenee
nollaa.

Mikali tehtédvan piiri ajatellaan laitteeksi, joka muokkaa lihtojannitteesta x (in-
put) tulostejdnnitteen (output), voidaan todeta ettd yhtilon |Y| = H(f)|X]|
perusteella ldhelld nollaa olevat taajuudet signaalissa = eivit vaimene paljoa-
kaan, mutta kaukana nollasta olevat taajuudet vaimenevat paljon: H(f) toimii
vaimennuskertoimena. H(f) onkin ideaalisen pulssifunktion reaalinen vastine,
joka voidaan toteuttaa passiivisilla (eiviit tarvitse ulkoista virtaldhdettd) kom-
ponenteilla tissi tapauksessa, jossa signaalia edustaa jannitteen vaihtelu.

. Signaalista f(x) on saatu 1000 niytetta aikavalilld [0, 1] tasaisin véliajoin, mi-
ki merkitsee sita, ettd signaalia esittdd jono (fo, f1,- - ., fog9). TAmén signaalin
diskreetti Fourier-muunnos on jono (Fy, F1,. .., Fygg). Minki taajuuden ampli-
tudia talldin edustavat Fg(), F150, F768 ja F922?

Mallivastaus: Taajuudet ovat 30, 150, 1000 — 768 = 232 ja 1000 — 922 = 78
. Signaalista se30(x) = sin(27 - 230z) otetaan nédytteiti tasavilein alkaen pistees-

td x = 0, miké on niytteenottotaajuuden oltava, ettd alkuperdinen signaali
voitaisiin rekonstruoida?



Néytteitd otetaan kuitenkin taajudella 120. Etsi taajuuden 230 alittavat sini-
funktiot jotka tdlloin antavat samat néytteet kuin sazo(x).

Mallivastaus: Naytteenottotaajuuden on oltava enemméan kuin 2 - 230 = 460.

Jos néytteenottotaajuus on 120, néytteitd otetaan pisteissi {55, missd n € Z

1207
Ja

n
d,, = sin(27 - 230 - m) = sin(27(230 - 1—20 —mn)) = sin(27(230 — 120m) 120)

Arvo m = 1 tuottaa taajuuden 110.

. Neoconocephalus robustus -lajin hepokatti tuottaa 6,6 kHz taajuisen, yli kilo-
metrin pddhin kuuluvan &dnen. Nikon Coolpiz 5200 -kameran mikrofoni ei silti
taltioi sen 4antd edes ldhietdisyydeltd. Mitd voidaan talldin paatelld taajuudes-
ta, jolla mikrofoni taltioi 4anindytteita?

Mallivastaus: Taltiointitaajuus on pienempi kuin 2 - 6,6 kHz =13,2 kHz.

. Etsi 2 x 2-matriisi U, joka toteuttaa 2-pituisten jonojen diskreetin Fourier-

muunnoksen:
(2)-r(4)
Fy i)’

Mikd on U:n kidnteismatriisi? Ohje: M&iritd ensin muunnos luonnollisen kan-
nan vektoreille (1,0)7 ja (0,1)7.

Mallivastaus: Jos (Fy, F1) = DFT(fo, f1), on

1
= o+ )
kzzj NALRRE

ja

V2
1) sekd DFT(0,1) =

1 ! 2mik-1 1
=3 kae—T = —(fo— f1)

mista voidaan laskea DFT(1,0) =
ollen

L(1,-1). Nain

%\

5,

0-5(0 1)

Téstd voidaan maarittaa U~ = U.

. Olkoon (Fo,Fl, cee ,FN—I) = DFT(fo, fl, cee 7fN—1) ja (Go, Gl, ey GN—l) =
DFT(g0,91,---,9n—-1)- Sijoita summaan

N-1
> GiFiy
r=0

lauseke F;_,:lle, vaihda summausjarjestys ja sievennd mahdollisimman pitkalle.
Tulkitse ndin saatu yhtalo vertaamalla sitd Fourier-muunnosten konvoluutioon.



Mallivastaus:

1 = 1 1 amik(i=r)
= Z G, = —(— Gr—— fre™
N r=0 N r=0 N k=0
N—1N-1
_ 1 G 1 e 275\11“62%“
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= =) fe N o= ) G = = Z fegee™ V.
Ik
Viimeisin lauseke on tulojonon (fogo, f191,---, [N—19n—1) diskreetin Fourier-

muunnoksen [:s alkio. Saatu kaava on siis diskreettien Fourier-muunnosten kon-
voluutio.

. Laske jonon (4, 0,4, 1) diskreetti Fourier-muunnos kiyttaméalla FFT-algoritmia.
Mallivastaus: Lasketaan ensin FFT(4,4) ja FFT(0, 1). Ensimmaéista varten to-
detaan, ettd FFT(4) = (4), joten

2mi-1

0
A d4e 2 4) =

FFT(4,4) = —(4d+ ¢

1
NG E(8,0).

Samoin FFT(0) = (0) ja FFT(1) = (1), joten

FFT(0,1) = 7(0+e S L04e T 1) = \2(1,—1).
Téaten
FFT(4,0,4,1)
= %(8+e—2”2'° 1,0+ - (=1),84 € i 1,046 1 - (—1))

1 1
= B+1L0,8—1,—i)=(9,i,7,~i).




