Insinoorimatematiikka: Lineaarialgebra 2025

Demonstraatio 4, 4.12.2025

Ald kiiytd tehtivissd tekoilyii, vaan omaasi. Ellei toisin mainita, tehtiviit
tulee suorittaa kiisin laskemalla.

Demotehtavissa 1 — 5

=(4 )

on sama matriisi, jolle Demoissa 3 on mééritetty ominaisarvot.

1.

Etsi Matriisin A ominaisvektorit.

Mallivastaus: Ominaisarvoon A = —2 liittyvit ominaisvektorit saadaan yhta-
16std (A + 2I)x = 0. Téami voidaan tarkemmin muodossa
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Téta vastaavasta yhtédloparista voidaan méarittdd ominaisvektorit:
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Y Y 2 2

Ominaisarvoon A = —1 liittyvat ominaisvektorit saadaan yhtalostd (A+1)x =
0. Témé voidaan tarkemmin muodossa
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Té&ta vastaavasta yhtdloparista voidaan méarittdsd ominaisvektorit:
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. Esitad vektori ( matriisin A ominaisvektoreiden lineaarikombinaationa

ja esité lauseke
A" -
5
niinikdan ominaisvektoreiden lineaarikombinaationa.

Mallivastaus: Etsitddn sellaiset luvut ¢; ja co, etté
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Aiemmilla luennoilla esitetyn menetelmén mukaan tdmé voidaan kirjoittaa tun-
temattomien cj, co yhtéloparina, josta Gaussin-Jordanin menetelmén avulla
saadaan ratkaisu (c1,c2) = (—2,3). Néin ollen

(3)==(2) ()
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. Esitd matriiseille A similaarinen diagonaalimatriisi D ja matriisi P joka valittaa
diagonaalisuuden, ts. A = PDP™!.

Mallivastaus P:n sarakkeet valitaan A:n ominaisvektoreista siten, ettd ne ovat
lineaarisesti riippumattomat. Luennolla esitetyn lauseen mukaan erisuuriin omi-
naisarvoihin liittyvéit ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomat, joten

voidaan valita
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. Matriisi A maarittelee lineaarikuvauksen
(3)~(3)
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Valitaan avaruuden R? kannaksi B matriisin A ominaisvektoreiden muodosta-
ma kanta. Mika on taméan lineaarikuvauksen matriisi kannan B suhteen?

Talloin

ja

Mallivastaus: Koska lineaarikuvaus kuvaa kantavektorin (—1, 2) vektoriksi —2(1, 2)
ja kantavektorin (—2,3) vektoriksi —(—2,3), on kysytty matriisi

(o)

. Laske €' ja cos(tA). Ohje: Luentoesimerkki, joka koskee matriisia et4. Toinen
kohta on samankaltainen.
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Matriisikertolaskulla tistd saadaan vield muoto
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joka saadaan matriisikertolaskuilla muotoon

Mallivastaus:

4 cost — 3 cos(2t) 2cost — 2 cos(2t)
—6cost+ 6cos(2t) —3cos(3t) + 4 cos(2t)



6. Mé&drita matriisin
—4 —4
C =
ominaisarvot ja ominaisvektorit. Onko matriisi C' diagonalisoituva?
Mallivastaus: Matriisin C ominaisarvot saadaan yhtalosta
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Ainoaan ominaisarvoon A = 2 kuuluvat ominaisvektorit saadaan yht&losta (C'—
2\)x = 0, ja tdma yhtilo on

(4 3)(2)-(3)
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Té&ta vastaavasta yhtédloparista voidaan méadrittdd ominaisvektorit:

(3)-0%)-3(%)

Té&ten ainoaan ominaisarvoon A = 2 liittyvd vektoriavaruus on yksiulotteinen,
eikd siis ominaisvektoreiden avulla voida muodostaa kaksiulotteisen vektoria-
varuuden kantaa. Téten matriisi ei ole diagonalisoituva.

7. Olkoon C edellisen tehtéivin matriisi. Etsi sellainen matriisi P, ettd P"'CP =
J on Jordan-lohkomuotoa. Ohje: Selvitd toisen kertaluvun ominaisvektorit ja
etsi Jordanin ketju. Gaussin-Jordanin menetelmé redusoidun porrasmuodon ja
kéddnteismatriisin etsimiseksi voidaan suorittaa matematiikkaohjelmalla.

Mallivastaus: On loydettédvd ominaisarvoon A = 2 liittyvd toisen kertaluvun
ominaisvektori. Tami saadaan yhtilon (C' — 2I)%x = 0 ratkaisuista. Koska
(C —2I)? = 0, kelpaa ratkaisuksi esim (1,0)7, joka siis valitaan 2. kertaluvun
ominaisvektoriksi. Jordanin ketjua varten valitaan 1. kertaluvun ominaisvek-
toriksi (C' — 2I)(1,0)T = (—6,9), ja matriisiksi P voidaan valita
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8. Etsi sellainen symmetrinen matriisi A = ( Z Z >, etta

b
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Ohje. Laske vasemmanpuoleinen matriisikertolasku ja vertaa kertoimia.

b
(x,y)(Z d ) ( '; > = az? + 2bxy + dy?,

joten pitdd valita a = 3, b =1 ja d = 3. Matriisi A on siis
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Mallivastaus:



9. M#aritd matriisin A ominaisarvot ja ominaisvektorit matematiikkaohjelmalla.
Muodosta matriisi P, jossa sarakkeina ovat A:n ominaisvektorit, sijoita lausek-
keeseen 3z2 4 2y + 3y? uudet muuttujat z; ja yi, jotka saat yhtilosti

(2)=r(n)

ja sievennd lauseke. Mitd huomaat “"sekatermille” 2xy tapahtuvan sijoituksessa?

Mallivastaus: Matriisin A ominaisarvot ovat 4 ja 2 ja ndihin liittyvat ominais-
vektorit (1,1)7 ja (1, —1)T Taten matriisi P voidaan valita
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Sijoittamalla, & = z1 + y1 ja y = 21 — y1 lausekkeeseen 3z2 + 2zy + 32 ja

sieventéimilli saadaan 8x% + 4y?. Thsti lausekkeessa ei esiinny “sekatermi#”
L1Y1-



