Insin6orimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 1

Demonstraatio 1, 2.4.2026

Ali kiiytd tehtdvissd tekoilyi, vaan omaasi

2
1. Maisritellasin funktio f : R? — R lausekkeella f(z,y) = %. Perustele
zt +y
jollain luennolla esitetylld tavalla, ettd funktio on jatkuva méarittelyjoukossaan
(Miké on méaérittelyjoukko?).

Mallivastaus: Funktio on mééritelty, kun (x,y) # (0,0), siis méérittelyjoukko
on R?\ {(0,0)}.

Osoittaja voidaan kirjoittaa muotoon pi(x,y)?p2(z,y), ja timi on jatkuva
funktio Ry — R, koska projektiofunktiot ja polynomifunktiot (alkeisfunktioita)
ovat. Samoin nimittiji voidaan kirjoittaa muotoon pi(z,y)* +pa(x,y)?. Témi
on jatkuva funktio samoin perustein kuin osoittajakin.

Luennolla esitetyn lauseen mukaan osoittajan ja nimittdjan ollessa jatkuvia
funktioita on osamiirikin sellainen joukossa, jossa nimittija ei saa arvoa 0.

2. Tarkastele tehtdvin 1 funktion kiyttaytymistd, kun origoa ldhestytddn suoria
y = kx pitkin. Tdydennd tarkastelu koskemaan myos sitd suoraa, jota ei voi
esittdd muodossa y = kz (miki se on?). Miké on raja-arvo, kun origoa lahes-
tytddn suoria pitkin?

Mallivastaus: Jos k # 0, on

x2kx ka3  kx 2—0 0

k = =
f(@ k) zt + (kx)? 2t 4+ k22?2 a2+ k2

z—0

Kun k=0, on y =0 ja jos (z,y) # (0,0), on f(z,0) =0 —=0.

Origon kautta kulkeva suora, jota ei voida esittdd muodossa y = kx on z = 0
(y-akseli). Myos télloin, kun y # 0, on f(0,y) =0 =0,

Funktion raja-arvo on siis nolla, kun origoa ldhestytdin mitd hyvinsé suoraa
pitkin.

3. Tarkastele tehtdvin 1 funktion kiyttdytymistd, kun origoa lihestytdin paraa-
beleja y = kx? pitkin. Onko mahdollista saada erisuuria raja-arvoja eri k:m
arvoilla?

Mallivastaus:
B x2ka? B k
ot 4 (k22?2 14+ k2

Valitsemalla esim. k = +1 saadaan raja-arvoksi % ja k = —1 saadaan —%.

f(z, ka?)

4. Olkoon f : R? — R miéiritelty lausekkeella f(z,y) = % Selvité, on-

ko talld funktiolla olemassa raja-arvoa ( %in}o O)f(x,y). Ohje: Voit kiyttda
x7y ﬁ b

luennolla esitettyd napakoordinaatistomuunnosta tal jotain muuta tapaa.
Mallivastaus: Tapa 1: Napakoordinaattimuunnoksilla x = rcosf, y = rsinf
saadaan

r? cos? Orsin @ + 2rsinOr? cos? @ 13 cos @ sinf(cos b + 2sinb)

f(xvy) - -

r2 cos? f + r2sin? 0 72(sin? 6 + cos? 0)

= rcosfsinf(cosf + 2sinh) =0, 0.



Tapa 2:

Py + 2| ey 2e?] et 4 2le?]  fel ol (el + 21
R @yl = @yl I pIP
[, ) G )1 (1)l + 211, ) )
8 )2
syl
o =3l

mistd niahdadn, ettd kun (z,y) on lihelld origoa, on myds funktion arvo ldhell&
nollaa.

. flzyy) =22+ 3y? — 2y jay = 623 + 42 — 1. Laske %, %ja g—i.

Mallivastaus:
a dy dy _ 3 2 3 2
= 2+6y% y—a = 2+6(62° +42+1)(182" +4) — (62° + 4o — 1) — x(18z° + 4)
= 648z° + 55223 — 10822 + 88z — 21.
af af
— =2 — =6y — .

. Maéritd funktion f(z,y) = 22 + 3xy + y? kaikki toisen kertaluvun osittaisde-
rivaatat.

Mallivastaus: of o f o f
ar 7 3, Ox? " Oydx 3
af 0% f 0% f
e — 2 — —_ =
oy 3¢+ 2y, 0xdy T Oy?

. Olkoon f(z,y) = 22 + 3zy + y%. Miarits funktiolle f(x,v) lineaarinen approk-
simaatio pisteessd (2,1) luentoesimerkin mukaisesti tarkastelemalla lauseketta
f2+hi, 14 ho) = f(2,1).

Mallivastaus:

f24h1,14+hy) = f(2,1) = (2+h1)* + 32+ h1)(1 + ho) + (1 + hg)? — 11
= 4+ 4hy +hT+3(2+ hy +2hg + hihg) + 1+ 2hg +h3 — 11
= Thy + 8ha + h? + 3hihy + h3,

jonka lineaarinen osa on Th;+8ho. Approksimoiva lineaarikuvaus on siis T'(z, y) =
Tz + 8y.

. Mé&érité edellisen tehtévin funktiolle Jacobin matriisi pisteessa (2, 1) sekd t&han
pisteeseen piirretyn tangettitason yhtéls.
Mallivastaus: Tapauksessa R? — R Jacobin matriisi on tyyppid 1 x 2:

af of

ja pisteessi (z,y) = (2,1) téstd tulee Vf(2,1) = (7,8). Tangenttitason yhtalo
on taten

Tz—-2)+8y—1)—(2—11) =0 Tz + 8y — 2z =11



9. Midritellisin funktio f : R? — R lausekkeella f(z,y) = 3zy — 2%y + 2zy%. Ar-
vioi kokonaisdifferentiaalia kiyttdmalld kuinka paljon funktion f arvo pisteessi
(2,1) muuttuu, mikali x ja y-koordinaateille sallitaan poikkeamat |dz| < 0.01
ja |dy| < 0.05.

Mallivastaus: Approksimoidaan muutosta kokonaisdifferentiaalin avulla. % =
3y — 2xy + 2y? ja % =3z — 2 + 4dxy

Pisteessé (2,1) on %(2, 1)=1ja 2—5(2, 1) = 10, joten

\df| = % dx + gij dy‘ < 1|dx| + 10 |dy| < 0.01 + 10-0.05 = 0.51.



