Insin6orimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 1

Demonstraatio 2, 9.4.2026

Ali kiiytd tehtivissd tekoilyd, vaan omaasi.
1. Midritellisin funktio f : R® — R? seuraavasti:
fz,y,2) = (322 + zy, 2%z — 2y2).

Maérita funktion f Jacobin matriisi J¢(x,y, ). Laske my6s Jf(3,1,2) ja méa-
ritd sen avulla funktion Fréchet’n derivaatta pisteessé (3,1, 2)

2. Midritellisin funktio f: R® — R lausekkeella f(z,y, z) = 3xyz — 222 + 2zy22.
Madritd Dq f(x,y,2z) kun w on vektorin v = (1,—3,2) suuntainen yksikks-
vektori. Mihin suuntaan pisteestd (3,2,5) pitéisi siirtyd, jotta funktion arvo
kasvaisi nopeimmin ja mik& on suunnatun derivaatan arvo nopeimman kasvun
suuntaan?

3. Olkoon f(z,y, z) = (3zy?, xyz,y2?). Laske seuraavista kaikki ne, jotka on mi-
ritelty: Vf, V- f, V x f, ja V2f.

4. Kaksiulotteisessa mallissa positiivisen pistevarauksen muodostama sdhkokent-
td suuntautuu suoraviivaisesti pisteesta poispain kaikkiin suuntiin, mutta heik-
kenee kiddntiden verrannollisesti etdisyyteen.

Muodosta kaksiulotteinen matemaattinen malli origoon sijoitetun positiivisen
pistevarauksen sihkokentélle f(x,y) ja laske V- f, kun (z,y) # (0,0). Fysikaa-
liset vakiot sivuutetaan. Tulkitse lopuksi miten tulos vertautuu divergenssin
edustamaan “ldhteisyyteen”.

Ohje: Pisteeseen (z,y) liitettdva vektori on tdmén suuntainen, mutta pistetti
(z,y) vastaava yksikkovektori on H(;T)H(m’ y). Jos halutaan tdmén heikkenevin

suhteessa etdisyyteen, pitdd ko. yksikkovektori kertoa vield tekijélla II(xly)H'

Osittainen vastaus: Kenttd on f(x,y) = ﬁ(m,y)
Lisdohje: Kaksiulotteisessa tapauksessa Vf = (g—i, %) jav.f= g—i +9f

5. Kolmiulotteisessa mallissa positiivisen pistevarauksen muodostama sdhkokent-
ta suuntautuu suoraviivaisesti pisteestd poispain kaikkiin suuntiin, mutta heik-
kenee kiddntden verrannollisesti etdisyyden neli6on. Modifioi edellisté tehtévia
ja esitd matemaattinen malli origoon sijoitetun positiivisen pistevarauksen sidh-
kokentélle f(x,y, 2).

6. Muodosta matemaattinen malli vektorikentdstd f, joka muodostaa pydrteen
kolmiulotteisessa avaruudessa z-akselin ympéri. Ohje: Tasossa py6rteen suun-
tavektorin pitdisi olla kohtisuorassa paikkavektoria vastaan. Mieti millainen
vektori (x,y)-toteuttaisi tdmén, ja lisdd z-komponentti. Laske lopuksi V x f
ja tulkitse tulosta.

Ohje: Kohtisuoruus merkitsee sité, ettd pistetulo on nolla. Millaisen vektorin
pistetulo vektorin (x,y) kanssa olisi nolla? Lisd4 my0s z-koordinaatti. Osittai-
nen vastaus: Kenttd on f(x,y,z2) = (—y,z, 2)

7. Vektorikenttd f : R3 — R3 on konservatiivinen, jos f on jonkin skalaarikentin
¢ : R — R gradientti, siis f = V¢. Osoita suoraan laskemalla, etts kon-
servatiivinen vektorikenttd on pyorteeton, mikili funktion ¢ toisen kertaluvun
osittaisderivaatat ovat jatkuvia. Ohje: Jos toisen kertaluvun osittaisderivaatat
ovat jatkuvia, voidaan osittaisderivoinnin jirjestys vaihtaa.



8. Kaksiulotteisen vektorikentin f : R? — R? konservatiivisuus médritellifin sa-
moin kuin kolmiulotteisessa tapauksessa: Konservatiivinen vektorikenttd on
jonkin skalaarikentdn gradientti. Onko tehtdvin 4 vektorikenttd konservatii-
vinen? Jos on, mikd on funktio ¢, jolle f = V¢7 Ohje: Yritd ensin ratkaista

yvhtélo

oo =z

or a2 +y?
integroimalla x:n suhteen. Huomaa, etté osoittaja on vakiokerrointa vaille ni-
mittdjdn derivaatta.

9. Tee sijoitus u = x + 2y ja v = & — 2y ja kirjoita osittaisdifferentiaaliyhtélo

of of _

muuttujien v ja v osittaisdifferentiaaliyhtéloksi, ts. osittaisdifferentiaaliyhté-
16ksi jossa alkuperdisten osittaisderivaattojen sijasta esiintyvat % ja g—{}. Ohje:
kéiyté ketjusddntoa ja esitd sen avulla % ja %ch' Voit kéiyttda luennolla esitettyd
menettelytapaa. Esitd myos osittaisdifferentiaaliyhtdlon ratkaisu.



